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Das  Problem  des  Pappas  ad  tres  aat  pinrea  iineaa 

im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
durch  die  Methode  der  Syotheaia  und  der  Coordiaaten. 


Begriff  de$  ^raUems  im  weitem  Sinn, 

Nach  Charles  Geschichte  der  Geometrie**,  ühergetzt  von 
Sohncke,  S.  35.  besteht  das  genannte  Problem  im  weitern  Sinn 


Gegeben  mehrere  fette  Gerade,  ^escbieden  in  svrel 
Gruppen  oder  ««Seite»  DSmllch:  (Ai,  A^,  A^, 
«iid  (J?|«  f 9,  •»..  beide  von  gleicher  Anzahl  n  Gera- 
der oder  Seiten;  an«  einen  beliebigen  Punkte  P  gebe 
naeb  jeder  Geraden  eine  Gerade  als  Strahl«  im  Gänsen 
aaeb  allen  festen  Geraden  zwei  Gruppen  von  Strahlen 
oder  zwei  Strablenbfieehel,  nlmlieb:  (Ri,  R^,  I^,...*i2») 

aad  (fi«  Tt  r«),  entsprechend  jenen  zwei  Gruppen 

der  festen  Geraden  oder  den  beiden  ii-Selten;  jeder 
Strahl  I^k  oder  Tk  hilde  ferner  mit  der  zui^eh örigen 
festen  Geraden  einen  der  Grösse  nach  best&ndigen 
Winl^el      oder  ßk»  welche  Winkel  tt|,  er..,  03  ,  •  •  •  ■  €tk  y  •  •  •  •  f 
ß%>  ß9f"»ßkf»»ßn  entweder  alle  ungleich,  oder  alle 
gleich,  oder  nur  theilweise  gleich  sein  kSnnen,  nnd 
xwar  so  :  dass  die  Gleichheit  nur  Statt  findet  zwischen 
den  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich,  entweder  theil* 
weise  oder  im  Ganzen«  oder  so:  dass  tbeilwelse  oder 
iatehgehende  Glelebheit  Statt  findet  zwischen  den 


Von 


Herrn  Brandliy 
Gjiniiasiallehrer  in  Schaf f hausen* 


in  ioigeiider  Ort^beätimmung : 
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WlnkelD  der  «iDen  Gropp'e  and  den  Winkeln  der  andern 
Grnppe:  onter  diesen  Voraussetinngen  al^o  zu  be- 
stimmen einen  solchen  Ort  für  den  gemeinschaftlichen 
MIttelponkt  jener  swei  Straliieuiifischel,  dasa  daa 
Prednct  ans  den  Strahlen  des  einen  Büschels  zum 
Prednct  ans  den  Strahlen  des  andern  Baaehela  ia 
einem  nnrerinderlicben  VerbiJtniaee  atehe. 

B €$omd9f  Fülle* 

    n   

Unter  den  Elementen  dieaea  allgemeinen Probteina'  kOonen  nndi 
wiederholte  Torkommen;  welcher  Fall  elotrift«  wenn  s.  B»  awel 
oder  mehrere  feste  Gerade  in  der  einen  oder  in  beiden  Gruppen 
in  eine  zusammenfallen  und  zugleich  die  Winkel  zwischen  diesen 
zusammenfallenden  Geraden  und  ihren  Strahlen  unter  sich  gleich 
werden,  und  in  Folge  auch  diese  Strahlen  in  einen  zusammen- 
fallen, so  dass  dann  in  den  Producten  Potenzen  zusanimenfaUen- 
der  Strahlen  vorkommen.  Den  einfachsten  Fall  der  Art,  wo  fiir 
drei  (estc  Gerade  das  Quadrat  eines  Strahls,  der  zugleich  senk- 
recht auf  der  zugehörigen  festen  Grundlinie  steht,  zum  Product 
der  beiden  andern  ebenfalls  auf  ihren  festen  Geraden  senkrech- 
ten Strahlen  in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht^  oder  wo 
ein  Dreieck  entsteht  aus  einem  Viereck  durnh  das  Zusammen- 
fallen zweier  Seiten :  diesen  besondern  Fall  werden  wir  unten 
liervorheben  und  ausführlich ^ bebandeln  ,  sowohl  synthetisch,  als 
nach  der  Coordinatenmethode,  mit  der  noch  nahem  ]M'>tii))roung, 
dass  das  Verhältniss  jener  Producte  aus  der)  Strahlen  den  Werth 
1  annehme,  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Perpendikels) 
gleich  sei  dem  Producte  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel). 
Den  Werth  1  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Producte  auch 
unter  andern  Umständen  annehmen,  bei  vier  und  mehreren  Gera- 
den, hei  zusanimenfallendeii  und  getrennt  bleibenden  Elementen, 
wie  aich  von  seibat  versteht. 


§.  ± 

Geschichtt  und  jiusammenhantj  des  Prohlettui  mit  der  TfiCarie 

der  Megebchnüte» 

Nach  Pappna  war  das  Problem  Im  weitem  Sbine  eine  Klippe 
der  Alten  nnd  blieb  daher  unberührt,  bin  ibn  Deaeartea  rine 
neue  Berlibnitbelt  Terschaffte  dadurch,  daae  die  ernte  Anwendnng 

aeiner  analytischen  Geometrie  oder  Coordinaten-Geometrie  bestand 
In  der  Lüauog  dieses  Problema  durch  dieaelbe.  Seit  Descartes 
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ist  das  Problem  daher  bekannt  ooter  dem  Namen  „Problem  dM 
Pappiis"»  obgleich  es  schon  den  Sdiarr^iun  eines  Euklides  und 
Apolloniuto  erprobt  hatte.  Diese Geometer  des  Alterthums  haben 
die  Aufgabe  gerade  nur  für  drei  oder  vier  Gerade  gelöst,  in  wel- 
dmi  Falle  der  gesuchte  geenetrische  Ort  ein  Kei^elschnitt  iet^ 
«k  «aehher  bewiesen  werden  soll,  n-oravs  weiter  folgende  allge« 
meine  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  henrergeht:   Wenn  eia  be- 
liebiges Viereck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  00  steht 
dai<  Product  der  Elatfemungen  jedes  Curvenpoaktss  tod  zwei 
Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Entfernungen  desselben 
Punktes  von  den  beiden  andern  Seiten  in  einem  bestiadigen 
Verhältniss.   Newtoo  hat  dieses  letzte  Achtoe  Theorem  erwei- 
tert in  dem  »Sinne,  dsM  ans  den  Curvenpaakten  aaf  die  Seltea 
lietiebig  schiefe  Strahlen  statt  der  Perpendikel  gesofen  werden, 
und  von  dem  ae  gestellten  Theorem  einen  rela  geometrischen 
Beweis  gegeben,  obgleich  Chasles  das  Theorem  ihm  nur  in 
jenem  engeren  Sinne  zuschreibt   Der  Verfasser  der  Principia 
mathematica  philosopbiae  naturalis  bedient  sich  in  diesem 
Work  jenes  erweiterten  Theorems  mit  Vortheil  and  Gewandth^t» 
die  an  ihm  nidit  überrascht,  aber  doch  immer  Bewunderung  elo> 
flSsst,  zn  weiterer  fiotwickelang  der  Kegelschnitte.   Die  Werke 
filier  Kegelschnitte,  welche  zunfichst  oacFi  dem  (genannten  Werke 
lVewten*s  erschienen  sind>  haben  von  ihm  dieses  Theorem  io 
engerer  oder  weiterer  Fassnog  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
wendangen  davon  an  machrn,  deren  es  fähig  ist;  spftter  ist  es 
so  za  sagea  gaaa  ans  der  Theorie  der  Kegelschnitte  verschwun- 
den, wenigstens  laoge  ohne  Folgen  und  Entwickelang  geblieben 
bei  der  blossen  unvcrnndorten  Ueberlierprung  an  spätere  Zeiten, 
als  wire  es  so  ewiger  UniVuchtbarkeit  verdammt.  Diese  Unfrucht- 
barkeit, mit  welcher  dieser  Uaopt^afz  Jahrhunderte  hindurch  sich 
fortschleppte,  während  sich  aus  ihm  beinahe  alle  Eigenschaften 
der  Kegelscbnitte  ableitea  lassen,  und  die  geringe  Wtchtigkelf, 
welciie  bis  aaf  die  neuere  Zeit  die  schönen  Sitae  des  Desar- 
gves  nnd  Pascal»  die  nstdrllche  and  so  zo  sagea  nnmlttelbare 
Folgerangen  daraus  sind,  zu  verdienen  schienen,  rufen  nach  Chas- 
les eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  Id's  Gedächtniss» 
die  noch  durch  manches  Beispiel  In  Ckasles  Geschichte  der 
C^metrle  bestätigt  wird,    Bailly  sagt  nimlieh:  »Es  scheia^ 
das«  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  nnd  einen  anfSngfichen 
Smitand  der  SchwlclM  haben;  bei  ihrem  Entstehen  kHanen  sie 
noch  nicht  selbst  zeugen,  sondern  ▼erdanken  ihre  fhichtbrfngende 
Kraft  erst  dem  Alter  und  der  Zeit"  Seitdem  aber  hat  die  neue 
Geometrie  es  durch  die  That  bewiesen,  dasa  obigea  Theorem  vom 
liageschriebeneo  Viereck  des  Kegelschnitts  als  die  allgemeiaate 

1» 
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und  fnicbtbriDgendftte  Eigenscbafl  dieser  Cmfe  sa  betracbten  ist. 
Ais  einfftcbe  Folgerangen  daraus  sind  schoo  aog^eutet  und  bier 
nocb  bestininiter  anzufübreo:  das  bekaiiiite  »jfitiscbe  Secbseclc 
d«0  P«ecal,  das  Theorem  des  Desargues  fiber  die  InTolotion 
von  den  secbs  Punkten  einer  Tnuimreale,  die  entsteben  dun^ 
4eo  Durcbscbnttt  mit  der  Curre  und  mit  den  vier  Seiten  eiiM 
eingescbriebenen  Vierecks,  das  beständige  VerlriUtniss  des  Qua» 
4miM  einer  Halbsebne  (Ordinate)  tum  Produet  an«  den  Abscbni^ 
len  de«  e«Djiigirteii  Darcbmessers,  das  scbone  Tbeorem  des  New- 
ton Ober  die  „erganiscbe"  Be^cbreibung  der  Kegelschnitte«  dnreli 
gwei  der  Grösse  nach  beododige  Winicel ,  deren  jeder  um  seinen 
festen  Sebeitel  als  Pol  gedreht  wird  und  deren  eines  Sebenkel- 
pnnr  warn  Ort  des  Dnrchscbnittspunktes  hat  eine  Gerade»  nach 
Newton  aelbst,  oder  einen  Kegelschnitt,  nach  der  erneiterten 
▲aiSMMioog  der  eeoeo  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel- 
paar  sam  Ort  des  Dorchschnittspunktes  immer  einen  Kegelschnitt 
hat,  der  durch  die  beiden  festen  Scheitel  oder  Pole  geht»  Eben- 
dahin gebort  endlich  auch  das  Haupttheorem  Über  das  projecti« 
▼ieclie  Verhalten  der  Punkte  eines  Kegelschnitts,  aus  dem  sich 
wgolwlirt  die  meisten  iLigenscbalten  der  Kegelschnitte  ableiten 
iaaean,  aiHnbegriffeB  die  obige  Tom  eiegeaehriebene«  Vieiedt. 

St>  viel  zur  Einleitung;  ü'lier  Begriffsbestimmunjj,  Zusammen- 
hang  und  Geschichte  unsers  Problems  iiri  Allgciueiurn .  damit 
der  Rückkehr  zum  Anfang  und  Ausgangspunkt  der  Kreislaut  die- 
ser Begriffsentvrickiung  geschlossen  ist. 

I 

Mu^urämkmmg  im  Mi&mHmm  PrM^mu  dmrck  im»  Maeiw 
Newton^»  vom  emgesekrUheHen  Viereck  dea  KetjelsckuUlM, 

Um  die  liier  gestärkten  Grenzen  nicht  zu  überj-f  hrciten ,  heben 
\\\t  ans  dorn  weiten  Umfang  der  Be8fTnimungen  des  §,  1.  über  das 
allgemeine  Frohlem  des  l'appus  ad  tres  aut  plures  lineas  zu 
einlässlicher  Behandlung  bloss  heraus  dir>  auf  ein  V'^iereck  bc 
schränkto  Ortsbcstimniung  des  Rflittelpunktes  P  der  Strahlen,  wo- 
bei wir  um  des  geschic-htlichen  Gewichtes  willen  auffrischen  wol* 
len  die  geometrischen  IMethoden  Newton'a  und  aeinor  Zeit  an 
folgendem  an  sich  wicbtigeo  Theorem: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  P  einen  gege- 
benen Kegelaeinitte  nach  den  Seiten  einen  einge- 
eehriebenen  Vierecke. ilSDC  Gerade  gezogen  werden. 
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4«r«ii  jede  mit  der  zugehurigen  Seite  eineo  bestimm- 
teB  «BverSnderlicben  Winkel  bildet,  nämlich  PQ 
Bach  AB,  PR  nach  CD,  PS  nach  AC,  PT  nach  BD:  so 
Ist  das  Rechteck  oder  Product  PQ.PJt  der  Geraden 
nach  dem  einen  Paar  Gegenseiten  zum  Product  oder 
Rechteck  PS.PT  der  Geraden  nach  dem  andern  Paar 
Cregenseiten  in  einem  «gegebenen  \' erh ältnisse. 

Im  Sinn  und  Geist  der  vom  Einzelnea  inoi  AllgemeineB  fort* 
schreitenden  alterthumlichen  Synth  esis  onlBrecbeidet  Newtoa 
beim  Be\velse  dieses  Satzes  drei  Falle,  sowohl  Dach  der  Art  des 
Vierecke«  eis  nach  der  Ricbtaog  der  StiahleD. 

Erster  Fall.  Das  Viereck  sei  nach  Taf.  1.  Fig.  1.  eie  Tra 
pez  mit  den  parallelen  Seitea  AC  and  BD,  und  es  soi  sowohl 
PQ  als  Ph*  parallel  mit  dieseo,  and  sowohl  PS  als  PT  parallel 
wm  eher  der  nicht  parallelen  Seiten  Aß»  Nun  ist  nach  allbekann* 
ten  Eigenecbaften  der  Kegelschnitte  die  Gerade  XX  durch  die 
Mitten  4er  paralleleB  Seiten  als  Sehnen  des  Kegelschnitts  ein 
Durchmesser  der  Cerve  und  biUlet  auch  den  Abstand  RQ  zwischen 
den  TbeilpBokteB  R  und  Q  der  nicht  parattalea  Seiten,  da  nach 
der  Verausset/ung  A^i?  und  PQ  In  einer  so  den  parallelen  Sei* 
ten  AC  and  BD  parallelen  Riehtong  Hegen.  Die  Mitte  der  Strecke 
'  RQ  sei  O,  se  ist  PO  eine  au  jeaM  UerchMeeaer  ÄX  eoejogirte 
HaliMebae  oder  sogeaaonla  Ordinate  (ordiaatim  appBcata  ad  die* 
mhuM).  Veritegere  PO  mOk  ee  daaa  OK  gleleb  OP,  so 
lal  OK  Ofdiaale  avT  der  andeva  fitelto  dee  0iiicbaikeeaera  «nd  K 
im  eecbele  Pankt  wiaeier  Gene  wm  den  fliaf  TeranageMtatea 
B,  C,  M  Oa  HUB  alee  die  Paakte  A,  B,  K  wt  den 
KageleehnHt  Hegea  and  PK  die  AB  vntet  elaeia  gegebeneii  Whi- 
kel  acliaeldet«  ao  laC  (Sata  17.  oad  1&  Bncb  III.  der  KegelechBitle 
*  dea  Apelleniue)  daa  Rechteck  i^.^lT  avn  ReiAteck  AQ.QB 
b  eiMBi  gegebeDco  Verhütalaae.  Aber  QK  gleich  PB  ak  Dif- 
fmuen  der  glelcheD  GrSaaenpaare  OK  vad  OPp  OQ  vnA  OB, 
mA  dahet  aaeb  Reebteek  PQ.QK  glebdi  Raebteck  PQ.PB,  md 
Mgüch  anob  Reebteek  PQ.PB  am  Rechteck  AQ.QB  edar  aaa 
ÜMbteck  PS.PT  la  ebMn  gagebeaeik  VerbiltDiiae»  wie  sa  be- 

f>nrh  it  h  l)('.«4inne  mich,  dass  viele  Leser  den  Apoll  oii  ins 
^*f(!<  i  in  l  rsrhrifl,  noch  in  der  Uefierstetzung  llalsams  zur  Hand 
hilier),  um  den  iiew'»*is  des  so  elx  n  antjeliiiir ttMi  Satzes  selbst 
nachzuschlagen,  uenn  »  r  ihnen  nicht  schon  vorher  geläufig  it»t, 
sei  es  aus  synthetischen  iliilfsmitteln  nfk-r  nus  nnnlytischen  der 
Ctatdiaateii' Geometrie,  eine  Vorauaeetaupg»  die  mohi  alku  aiv- 
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▼erslishfiidi  aufgestellt  werdm  darf,  da  Jener  Sata,  der  nichste 
Verwandte  vom  Poteosaais  im  Kreide,  «elbet  in  aoslÜbrUcben 
fiandbaehera  der  Coordhiafen- Geometrie  fehlt. 

Daher  sei  für  alle  Fälle  so  kurz  als  muglich  ein  anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versucht 

Lehnatz*  Wenn  dareh  irgend  einen  Punkt  Q  innerhalb  oder 
anaaerbalb  eines  Kegelschnitte  awei  der  Lage  nach  Igegebene 
Gerade  so  gezogen  werden,  dass  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Reebteek  ans  den  Abschnitten  der  einen  Sehne  cum  Recht- 
eck ans  den  Abschnitten  der  andern  Sehne  in  einem  beständigen 
▼erbiltniss,  oder  nach  Taf.I.Ftg.  I.  Ist  AQ.QBtPQ.QK  ein 
gegebenes  Verhfiltniss. 

Beweit.  Erster  Fall.  Man  Terbindc  in  Taf.  I. Fig.  1.,  die  der 
Leser  aus  sich  selbst  ergänzen  vrolte,  den  Theilpuokt  Q  der  Aß 
mit  dem  Centrum  M  des  Kegelschnitts  durch  den  Durchmesser 
FMQG,  dessen  Enden  seien  Fund  Cr,  ziehe  aus  dem  Ciirvcnpunkte 
A  die  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Halbsehne  oder  Ordinate 
AFj—y.  Setzen  wir  ferner  fGr  die  Dorchmesserabschnitto  aus 
dem  Fusspunkt  E  der  Ordinate  FE  =  m,  GE  =  n,  so  haben  wir 
nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  y'^umr  -^p 
oder  das  VerhMitniss  des  Quadrates  der  Ordinate  rum  I< echteck 
der  Dnrchniesserahschnitte  ist  ein  gegebenes  (Apoll.,  Kegelschn., 
I  Bd.,  21.  Satz).  Nun  ist  der  Winkel  AQP  zwischen  AB  und 
PQ  ein  gegebener,  und  sicher  auch  der  Winkel  (r,  x)  ztvischen 
AQ  ~  r  und  dem  Durchmesser  FMQG  als  der  Axe  der  x,  eben- 
so der  Winkel  {x,  y)  zwischen  derselben  Axe  der  x  und  der  Oi^ 
dinate  AE^y,  Es  sind  also  gegeben  die  Verhältnisse: 

f^imnssp  und  r*:^/«  =  Sin«(;p, y):Sin*(r, 

und  daraus  auch  zusammeogesetzt: 

i^imnsssps  oder  i^^imnps  (1) 

Auf  dieselbe  Art  bekommen  wir  aus  QB  =  q  und  BL  als 
Ordinate  aus  dem  Curvenpunkte  B  auf  denselben  Durchmesser 
FMQG  als  Axo  der  t  das  <regcbene  Verlialtniss  i/^:fxv:^p,  des- 
sen  Werth  p  derselbe  geblieben  ist  wie  vorhin,  wenn  FL^p^ 
und  GL  =  V  vorstellen  die  Durchmesserabscbnttte  aus  dem  Fuss« 
punkte  L  der  Ordinate  BL^  wozu  kümmt 

als  ebenfalls  mit  den  fraglichen  Winkeln  gcp;ebenes  Verhältnis« 
und  gleich  an  Werth  dern  vorij^cii  Sinnsverhai {niss.  Aus  diesen 
beiden  Verhältnissen  aber  bekommen  wir  durch  Zusammensetzung: 
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^:|i#'«8|M  «dar  ^as|HV»t.  ffi 

Nun  i^ebeo  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  rQzs^p»^^mn^v  oder  das 
Product  AQ.BQ  als  ein  gegebenes. 

DIoMlbe  Taf.  L  Fig.  I.  »II  aStUfw  Ergänzungen  gibt 
PQ=zu,  KQ:sv  mit  Bezug  wti  den  nSmlicben  DnrGhmesoar 
FMQG  und  mit  Hülfe  der  conjugirten  HalbMlMMB  oder  Ordinaten 
ans  P  und  K  anf  daaaalbaa  daa  Prodact  m>  oder  PQ.KQ  ala 
ein  gagdbaaaat  waao  avch  wegen  der  Varaefaiadenbeit  der  Wia- 
kel  «iaaa  aadam  Werth  desselban.  Dabar  ist  auch  daa  Verhfttt- 
r^stiw  adar  AQ^BQtPQ.KQ  diaaer  Ptodncta  ala  MialMh 


Zweiter  Fall.  Setzen  wir  nun  das  Viereck  ABDC  hat)e 
par  keine  parallelen  Seiten  oder  sei  ein  Trapezoid.  Es  sei  aber 
in  Taf.  I.  Fig.  2.  PS  sowohl  als  PT  parallel  zu  Aäy  und  daher 
diese  liei.ien  Strahlen  in  einer  Hichtiirii;,  ebenso  PQ  und  PR 
parallel  zu  AC,  und  daher  in  e  irr  er  Richtung.  Nun  ziehe  man 
noch  die  Hiilfslinie  Hff  parallel  /u  .IC  und  verlängere  sie  bis  zum 
Durcti«ehnitt  mit  der  liichtung  S'f  in  /:  diese  Hiilfsünie  treffe 
««e!eich  <\ru  Kegt'Ischnitt  in  d.  Ziefie  O/,  die  /'(j  in  /  schneide, 
au  J'fJ  und  ylC  parallel  die  DMN,   die  (\l  in  j}J  uiul  Mi  in  IS 

sch  r^eiiie.  iViu!  sind  die  Dreiecke  ßTt  und  ßDJN  ähulicli»  und 
daraus  folgt  die  Proportion: 

diaaac 

RriDM^AQiAN  oder  RriPSz=i  DIU:  AJ\ ; 


PQ.RTiTt.PSz^DN.DMiAN^BN, 
■acb  daai  arateo  Falla: 

PQ.PriPS.Ptzs^DM.DNxAN.B^, 

d  daher s 

PQ.iPr^  thy,  P5(A-  TV) «  DM.  DNt  AN.  BN 


PQ.PB  xPS,PT=,DM.ÜJS:  A^ .  BN. 

oder  (las  VerhRltniss  jener  Rechtecke  ein  gegebenes.  Denn  Bd 
iit  der  Richtung  nach  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und  PQ^ 
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und  mit  dem  Kegelschnitt  auch  der  Durchsefinittspunkt  d»  daher 
auch  Cd  mit  C  \ir\<{  d.  Durch  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DMN  aus  dem  gegebenen  Punkte  /),  daher  auch 
ihre  Durch$chnitt8puDkte  M  und  N  mit  rlen  ijegebenen  Cd  und  AH. 
Damit  bt  endlich  das  Verbältniss  der  Rechtecke  DM,  DN:  AN,  BIS 
eio  gegebenes  und  nach  der  letzten  Proportion  auch  das  Ver- 
b&ltniss  der  Rechtecke  PQ,PH:PS.PT  ein  gegebenes,  wie  sn 
beweiaen  war. 

Dritter  Fall.  SeUen  wir  endlich  e^n  Trapesoid  wie  im 
vorigen  Fall»  nach  Taf.  I.  Fif(.  3.  aber  keinen  Strahl  PQ,  PB, 
PS 9  FT  parallel  au  irgend  einer  Seite  AC  oder  AB*  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt  Anstatt  dersel- 
ben siehe  Pq,  Pr  parallel  su  AC,  vnd-  Pi,  Pi  parallel  sn  AB* 
Und  wegen  der  gegebenen  Winkel  der  Dreiecke  PQq,  PRr,  PSs» 
PTt  sind  auch  gegeben  die  SeiteuTerhaitnisse  PQiPq,  PRtPr^ 
PSiPt,  PTiPt  und  damit  auch  die  zusammengesetzten  VerbUt* 
nisse  PQ-PB.Pq.Pr  und  PS,PTiPt,Pt  Aber  nach  dem  ohtm 
Bewiesenen  ist  das  VerbSitniss  Pg.Pr:  Pt.Pt  gegeben,  also 
auch  das  Verbiltniss  PQ.PRtPS.PT,  wie  zu  beweisen  war. 


§.  4. 

Umgdtehrier  JLekrmU  Newion^s,   (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Es  sei  wie  im  Vnritjen  gegeben  ein  belieltige» 
Viereck,  uu(\  das  H  e  c  h  t  e  c  k  PQ.  PR  der  8 1  r  a  fi  I  e  n  a  u  s 
einem  Punkte  P  nach  zwei  (jl  egen  selten  stehe  znni 
Rechter  Iv  PS.PT  der  8  l  r  a  h  I  e  n  ans  deniselhen  Punkte 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gei» ebenen  Vcr- 
hSltnisse:  so  ist  der  Ausgangspunkt  P  der  Strahler» 
auf  einem  K egeiscbnitte,  der  dem  gegebenen  Viereck 
umschrieben  ist. 

BeweU,  Durch  die  Tier  Ecken  A,  B,  C,  D  des  gegebenen 
Vierecks  und  irgend  einen  flinften  Punkt  p  aus  den  unendlich 
▼ielen ,  unter  obiger  Bedingung  muglicben  Punkten  P  sei  ein  Kegel« 
schnitt  beschrieben:  so  behaupte  Ich,  der  Punkt  P  liegt  immer 
auf  dieser  €urve.  Denn  angenommen  das  Gegentbeil,  so  ver- 
binde diesen  Punkt  P  mit  einer  Ecke»  s.  B.  A»  des  Vierecks»' so 
wtfd  die  AP  den  Kegelschnitt  in  einem  andern  Punkte  als  In 
P  treffen,  etwa  in  6,  wenn  es  niOglicb  ist.  Daher  siehe  man  aus 
diesen  Punkten  p  und  b  nach  den  Seiten  des  Vierecks  Strahlen 
1^,  pr,  ptt  pti  bk,  bQt  bi,  bd  unter  gegebenen  Winkeh,  so 
wird  nach  dem  vorigen  Lebrsatie  besteben  die  Proportion: 
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bk.b^'MM^pq.pnps.pissPQ.PRiPS.PT  (nach  d«r  Vor- 
aauetsang).  Aber  wegen  der  Aebnüchkeit  der  Vierecke  bkJs, 
IHtAS  beetebt  aacb  diese  PropoHion:  bkibiszPQtPSi  diese 
gibt  mit  der  Torigen :  bgibd^  PRi  PT,  und  daher  die  gleicbwtnk- 
Bgen  Tiereeke  Difbd^  DRPT  ibniich»  se  dtee  ihre  Diagonalen 
iib.  Dp  aneaBimenfatlen  mfiesen.  Aliio  flUlt  b  In  den  Darcbeebnitt  ^ 
der  Geraden  AP  nnd  DP  oder  filllt  mit  dem  Pnnkle  P  aneam- 
aen.  Daher  moee  der  Punkt  P^  wo  er  auch  angenommen  wird« 
anter  obiger  Bedingung,  fallen  anf  den  oben  beatlmroten  Kegel- 
aebnitt»  wie  zu  beweiaen  war. 

Zusatu  Wenn  daher  aoe  einem  gemeiDacbaftllehen 
Anpgangapunkte  P  drei  Strahlen  PQ^  PR,  PS  nach  drei 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  AC  oder 
nach  den  Seltenricbtungen  elnea  Dreiecks  geaögen 
werden,  so  dasa  zu  jeder  festen  Geraden  ein  Strahl 
gehSrtt  mit  Ihr  einen  gegebenen  Winkel  bildet  und 
augleich  das  Rechteck  PQ*PR  aus  zwei  Strahlen  sum 
Quadrat  PS^  dea  dritten  Strahle  In  einem  gegebenen 
VeTbSttnisse  steht:  so  liegt  der  gemeinschaftliche 
Attsgangapnnkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel- 
achaltt»  welcher  die  Geraden  AB,  CD  in  A  und  Che* 
rührt,  und  umgekehrt:  Wenn  gegeben  Ist  ein  Kegel- 
schnitt mit  swel  Tangenten  AB,  CD,  ih  reu  Berührungs- 
punkten A  und  C»  und  folglich  der  Berfibrungssebne 
AC,  und  es  werden  aus  einem  beliebigen Curveapiinkte 
P  Strahlen  unter  gegebenen  Winkeln  nach  Jenen  drei 
Geraden  gesogen:  so  steht  daa  Rechteck  PQ,PR  der 
nach  den  Tangenten  AB,  CD  gesogenen  Strahlen  sum 
Quadrat  PS^  des  nach  der  Berflbrungssehne  AC  gezo- 
genen  Strahls  In  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Denn  in  Taf.  I.  Fic.  4.  falte  die  Gerade  zusammen  nnt  der 
Geraden  ACf  ohne  Aonderung  in  der  Lage  der  drei  (»oraden 
ABy  CDf  AC;  ferner  falle  d^r  Strahl  PT  zusammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  ruiR  dem  Uecliteck  PS .  PT  das  Quadrat  PS* 
oder  J^T^y  und  die  Geraden  -lA?.  f^f).  welche  die  Curve  in  je 
iwi»i  Punkten  A,  B;  C,  D  srlmitten,  können  sie  nun  to  jenen 
Eusammetifallenden  Punkteu  nicht  mehr  schneiden,  sondern  nur 
noch  berühren»  . 

« 

Erklärung.  Der  Name  Kegcigchnitt  wird  hier  im  weiteaten 
Sinne  gelaast,  so  dasa  er  auch  in  sich  schlieast  sowohl  den  gerad- 
ÜDigen  Schnitt  durch  den  Kegelsebdtel«  als  den  kreisförmigen 
Schnitt  >  der  parallel  ist  sur  Eageibasls  im  aufrechten  und  sehle* 
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fen  Kegel,  als  den  kreisförmigen  Scbaltt,  der  «atipaaiUel  ist  wm 
Kegelbasi«  im  ecbiefen  Kegel. 

Anmerkung.   Die  letite  UDterscheidung,  obgleich  hier  über- 
gangen von  Newton  und  von  uns  beigefügt,  kann  jenem  uninög« 
lieh  fremd  gewesen  sein,  da  er  ja  überall  zu  diesen  Beweisen 
den  Apollonius  anruft,  der  dieses  Alie^  scharf  unterscheidet. 
Denn,  um  /.ur  Sache  zurückzukehren,  wenn  der  PuiiKt  ;>  aul  irgend 
eine  Gerade  der  Punkte  ^1,  ß,  C,  /)  (allt,  so  verwaiulelt  .sich 
der  Keiyelschnitt  sofort  in   ein  i*aar  Gerader,   deren  eine  den 
Punkt  })  enthalt,  deren  andere  eine  lierade  irgend  zweier  andern 
Punkte  iett,  und  das  Verhaitniss  der  Hechtecke  bekommt  0  zum 
Werthe.    Wenn  zwei  gegenüberliegende  Winkel  des  Vierecks  ein- 
ander zu  zwei  Rechten  ergiinzeu  und  die  vier  Strahlen  PQ,  PH, 
PS,  PT  rechtwinklig  oder  schief,  aber  unter  gleichen  Winkeln 
nach  den  Seiten  gezogen  werden,  und  das  Rechteck  P(J.PR  des 
einen  Strahlenpaares  gleich  ist  dem  Rechteck  PS.  PT  des  an- 
dern Strahlenpaar*;s,       i^t  der  Kegelschnitt  ein  Kreis.  Dasselbe 
findet  Statt,  wenn  die  vier  Straliien  zwar  unter  ungleichen  Win- 
keln nach  den  Seiten  «gezogen  werden,   aber  mit  der  Bedingung, 
dass  das  Rechteck  PQ,PR  des  einen  Straiiluüpaares  zum  Recht- 
eck PS.PT  sich  verhalte  wie  das  i»t'clite(  k  aus  den  Sinus  der 
Winkel  (PS,  AC)  und  {PT,  BD)  zum  iiechteck  aus  den  Sinus 
der  Winkel  (PO,  AB)  und  (PA*.  €/)),  so  dass  die  Strahlen  und 
ihre  Winkel       den  Seiten  in  unigekehrier  Ordnung  erscheinen. 
In  allen  andern  Fällen  ist  der  Ort  des  Punktes  P  als  des  gentein- 
schaftlichen  Ausgangspunktes  der  Stralilon,  eine  der  drei  eii?ent- 
lieben  Kegelschnittfiguren.    Statt  des  gemeinen  Vierecks  AB  CD 
kann  aber  gesot/t  Vierden  das  voli«täudige  Vierseit.  das  alle  Ge- 
raden der  vier  l^unkte  A,  B ,  C,  D  zu  Seiten  hat.    Es  kann  aber 
auch  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  1)  ein  es  solchen  \  ierseits 
einer  oder  ein  Paar  in's  Unendliche  hinausriK  Leu ,  wodurch  die 
Geraden  parallel  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten  converj^ir- 
ten.    In  diesem  Fallo  geht  der  Kegelschnitt  durch  die  äbrigen 
Punkte  und  verwandelt  sich  in  ein  Paar  Paralleler. 


■ 

Aufgabe,  Zu  finden  el»«»  Pniikt  P,  an«  dem  vieif 
dtrahleii  PQ»  PR,  PS,  PT  nach  Tier  gegebenen  ttera- 
den  AB,  CD,  AC,  BD  der  Reibe  naeb  nnter  gegebenen 
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Winkeln  gezogen,  geben  ein  bestimmtes  Verhfiltnis« 
der  Rechtecke  PQ.PR  and  PS.PT. 

Die  Geraden  Aß,  CD»  nach  welchen  die  das  eine  Rechteck 
bildenden  Strahlen  PQ,  PR  gezogen  werden,  schneiden  die  an- 
dern zwei  Geraden  in  den  Punkten  Ay  B,  C,  D.  Aus  einem 
dieser  Punkte,  z.  B.  A,  ziehe  in  beliebiger  Richtung  eine  Gerade 
Aß,  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  P  liegen  soll.  Diese  schneide 
die  Gegenseiten  BD,  CD,  die  erste  in  H,  die  zweite  in  J.  Weil 
nao  alle  Winkel  der  Figur  ?^?^hpn  sind,  so  sind  damit  auch  ga* 
geben  die  Verhältnisse  PQ  -.PA,  PA:  PS,  und  daher  das  Ver- 
h&ltniss  PQ  zu  PS,  Das  vorausgesetzte  Verhältnis^  der  R«eht- 
ccke  ist  PQ.PRiPS.FT;  dieses  dividirt  durch  das  vorige  gibt 
PRiPT,  dieses  insammmigesetzt  mit  PJiPR  gibt  PJiPT,  und 
dieses  zusammengesetzt  mit  PT :  PH  gibt  eodlidi  PJiPM  und 
damit  aoch  deo  Punkt  P,  d«r  ca  iaden  war. 

Zusatz  1.  Daher  kann  auch  so  jedam  beliebigen  Punkte  D 
unter  den  nnendlieh  vielen  Punkten  die  unter  obiger  Ortsbe- 
dingung möglich  sind^  eine  Tangente  gesogen  werden.  Denn  In 
Tnf.  L  Fig.  5.  gebt  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  xum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  und  D  zusammenfallen«  d.  b,  wenn 
die  AH  durch  den  Punkt  D  geht,  also  in  AO  fibergebt  in  die- 
sem Falle  *ird  das  letzte  VerbSItniss  dier  bis  mm  Terschwinden 
abnehmenden  Akscbnitle  PJ  und  PH  mit  Hfilfe  des  vorigen  Be^ 
weises  gefunden  wie  folgt:  Man  siebe  Dq  parallel  so  PQ,  Dm 
parallel  su  PT,  als  dem'  Cnrrenpunkte  D  entsprechende  Strahlen 
no  AB  und  AC,  deren  Jeder  mit  der  sugebSrigen  Geraden  immer 
seinen  gegebenen  Winkel  bilden  soll. 

Nun  geht  unsere  obige  Bedingung,  dass  PQ.PRi  PS.PT 
ein  gegebenes  Verhältnis»  sei,  durch  ()io  besondere  Lage  des 
Panktes  P  bei  D  unmittelbar  über  in  {Dq  l  a;).Pr :  (Ds-\-if).Pt, 
welcher  Aufdruck  denselben  gegebenen  Werth  hat,  und  wo  P 
vorstellt  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  von  />  bis  zom  Ver- 
schwinden abnehmend  gedacht  wird,  so  dass  j:  und  ;/  gletcbralls 
und  gleichzeitig  mit  Pr  und  IH  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nan  verschwinden  die  unendlich  kleinen  ./  nmi  y  vor  den  end- 
lichen Grössen  Dff  und  iJs,  .so  flri'^s  ^vir  liuben :  Dq.PriDt.Pi, 
gleich  demselben  Werth,  den  «ir  lür  PQ.PR: PS.PT  voraus- 
gesetzt haben;  D(/  und  Ds  sind  aber  durch  die  besondere  Lage 
des  Punktes  P  bei  J)  unmittelbar  gegeben  und  damit  auch  das 
letzte  Verhfiltniss  PriPt  der  bis  zum  Verschwinden  abnehmen- 
den Pr  und  l't  oder  die  „ultima  ratio  evanescentium**  mittelbar 
bestimmt,  so  dass  n  ii-  haben,  PQ  .  PU  :  PS .  PT  ^  y  voraasge» 
•etst«  Pr:Pt=:g.Ds  :  Dq,  wo  das  Vef bältuis«  der  upendlicb  klei- 
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nen  Pr  ond  Pt  flbm«tst  Ist  in  «in  Terbftitnis«  mdlichw  GrüM» 
nnd  erst  dadoreh  sar  Coastruction  geeignet  eracMot  Mun  siebe 
man  nacli  Newton  CF,  perallel  sn  ilZ>»  theile  sie  In  jenem  letzten 
Teriifiltniss  der  JP  nnd  PN  in  E  und  siebe  DE  als  geencbte 
Tangente,  well  CF»  deren  Endpunlst  F  auf  der  Ricbtnng  BD,  und 
das  verscbwindesd  kleine  Jff,  nnendlicb  nabe  an  D,  xa  einander 
nnd  zu  AD  parallel  sind  nsd  daber  ancb  in  E  und  P  in  demsel- 
ben Verbaltniss  getbeilt,  das  als  letsles  Verbaltniss  der  bis  zum 
Versebwinden  abnebmenden  JP  nnd  PH  ans  dem  letzten  Ter- 
hXItniss  Pr  i  Pt  abgeleitet  wird  wie  Im  vorigen  Beweis  JP:  PH 
aus  der  Bedingung  PQ»PHsPS.PT^g  nnd  den  übrigen  geo- 
metrfocben  Bedingungen. 

iSoch  unmittelbarer  lässt  sich  aber  nach  Taf.  I.  Fig.  5.  a.  die 
Tanrrcntenrirhflinc;  DE  niis  dem  einmal  £refimdenen  letzter)  Ver- 
bältniss  Pr'.Pl  bestimmen  nie  folgt:  Man  ziehe  ^fQ  parallel  zu 
PR  BUS  einem  beliebigen  Punkte  q  der  (  I)  in  belif  liiorr  Lange, 
durch  ihren  Kridjiunkt  M  eine  Gerade  6  pnrallrl  zu  I) ,  aus 
einem  beliebigen  Punkte  x  der  BDF  die  Ar  parallel  zu  HUF,  so 
dass  3Jq:Nt  =  Pr:  Pt=^ g.  DsiDf/,  d.  h.  die  T.nnije  der  JSx  nach 
Älaassgabe  des  letzten  Verhältnipses  Pr  iPt  ;  diirt  h  den  Endpunkt 
JS  eine  Gerade  K  parallel  zu  BDF:  der  Trefii  unkt  L  der  Gera- 
den G  und  Ä,  verl>unden  mit  />,  gibt  die  tiesiu  hfe  Tangente  des 
Kegelst  1ml ttes  im  Punkte  I).  Oer  Leser  möge  in  Taf.  1.  Fig.  5. 
die  nutbigeo  Ergänzungen  selbst  macben. 

Zusatz  %  Daraus  kann  aueb  naeb  Taf.  I.  Fig.  6.  die  Orts* 
ennre  des  Punktes  P  bestimmt  werden.  Durcb  irgend  einen  der 
vier  gegebenen  Punkte  A,  Bs  C,  D,  z.  B.  durcb  A,  ziebe  eine 
Tangente  AE  der  Ortscurre  nnd  dnreh  irgend  einen  andern  Punkt 
B  eine  Parallele  BF  zu  derselben,  deren  Treffpunkt  mit  der 
Cnrve  F  sei;  dieser  wird  aber  gefunden  nacb  der  Analysis  der 
vorigen  Aufgabe.  Dann  biU%e  BF  in  ans  dem  Berflbrange- 
punkt  A  der  Tangente  AE  ziebe  AG  nacb  der  Mitte  Cr  der  pa> 
mllelen  Sebne  BF  unbestimmt  lang»  so  wt  AG  eine  Dnrebmee- 
eerricbtungy  zu  weleber  die  Sebne  BGF  conjugirt  ist  Die  AG 
trele  die  Cnrve  in  H,  dann  ist  AB  eine  Dnrcbmesserlänge ,  wekbe 
mit  dem  Parameter  p  gibt  die  Proportion  ptAM^BG^tAG.GB. 
Wenn  kein  Durcbsebnitt  Statt  findet  zwischen  AG  und  der  Cnrfe, 
oder  wenn  AB  unendlich  gross  wird,  so  Ist  die  Ortseurve  eine 
Parabel  und  der  zu  AG  gehörige  Parameter  (latus  rectum  oder 
BG^ 

erectum)  ist  ~jfQ*  Wenn  aber  die  Punkte  A  und  B  auf  dersel- 
ben Seite  ?on  G  liegen  in  endlicher  fintfemung,  so  ist  die  Orts- 
curve  eine  Hyperbel;  eine  Ellipse  hingegen,  wenn  A  nnd  B  sn 
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Men  Seiton  von  G  liegen  in  endlicher  Entfenmiig;  es  sei  deim, 
dtw  der  Winkel  AGB  ein  rechter  sei  und  ausserdem  das  Qua- 
drat BG^  gleich  dem  Rechteck  AG»  GH,  In  welchem  Falle  ein 
Kreis  sich  ergibt.  Damit  ist  also  niiseinandergesetzt  die  Aufgabe 
der  Alten  de  qnttiior  linels,  die  von  Euklid  aufgestellt  und  in 
dcfLSeung  begonnen,  von  Apollonius  fortgeführt  worden  ist. 
M  iwAf  gibt  dieser  Zusatz  die  Aiifloenng  nicht  durch  Rech- 
•Dg,  sendeni  durch  geometrische  Conetructien,  wie  nie  die  Alten 
amlrebien. 

Du  IVoUem  de$  Pappus  im  Kreise  und  xmgleieh  hes^rankt 
mtf  drei  Gerade,  wo  der  ¥VerÜi  de»  Verhältnisses  i  ist. 

Schon  oben  in  §.  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lehrsatz  den 
Newton  Ist  das  Problem  des  Papp  us  auf  drei  Gerade  beschränkt 
worden*  Eine  noch  engere  Begränzung  desselben  liegt  darin, 
weno  jenes  die  Orfsbedingiing  des  Punktes  P  enthaltende  Ver* 
hiltniss  des  Rechtecks  zweier  Strahlen  zum  Quadrat  des  dritten 
Strahls  den  Werth  1  annimmt,  d.  h.  vrenn  das  Rechteck  zweier 
Strahlen  gleich  ist  dem  Quadrat  des  dritten  Strahles  und  zugleich 
die  Strahlen  auf  den  festen  Geraden  senkrecht  stehen.  Auch 
in  dieser  Beschränkung  der  Aofgabe  geht  im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  als  Ortscnnre  aus  derselben  hervor:  nenn  aber  noch 
bestimmter  die  drei  festen  Geraden  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden,  so  spricht  sich  das  Ergebniss  unserer  Ortsbestimmung 
'  ans  In  dem  Lehrsätze : 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  P,  dessen  Ent- 
fernung Ton  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen 
Dreiecke  dns  geometrische  Mittel  Ist  iwischen  den 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  gleichen 
Schenkeln,  gibt  als  Ortscurve  einen  Kreis»  welcher  die 
beiden  gleichen  Schenkel  in  den  Basisecken  berdhrt. 

T^rweis.  Es  sei  also  7u  diesem  Ende  in  Taf.  1.  Fig.7.  als 
gegeben  anf^enommen  der  Punkt  C  mit  der  Hestimnning,  dass 
seine  Entternuni;  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen  seinen  Ent- 
fernungen  CP  und  CQ  von  den  Schenkeln  AG  und  BG  des 

Mecks ,  dass  also  bestehe  die  Voraussetzung  Ci)^  =  CP.  CQ, 
nl  es  sei  SU  soeben  der  Ort  des  oe  bestimmten  Punktes  C* 

Nun  ist  Winkel  ussDCQts  DCPss^ABGs:  BAG  wegen 
PerpendikulnrltSt  der  Schenkel ;  aus  der  Voraussetsung  aber 
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folgt  die  Proportion  CP:  CD  =  CD:  CQ  ;  also  in  den  Dreiecke« 
CDP  und  CDQ  ein  Winicel  gleich  und  die  einschliessendeo  Sei- 
ten io  gleichem  Verhältnisse  womit  hergestellt  ist  ihre  Äehnlich- 
keit.  Zugleich  sind  ADCPnni]  ^Z>CQ  Kreissehnenvierecke,  und 
zwar  speciell  solche,  wo  eine  Diagonale  zugleich  Durchmesser 
des  umschriebenen  Kreises,  weit  wegen  der  Perpendikel  CD,  CP, 
CQ  ein  Paar  Gegenwinkel  Rechte  sind,  woraus  die  in  der  Fignr 
mit  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Winkel  gleich  sind,  uod 
daher  die  Dreiecke  A DP  und  BDQ  ebenfalls  ähnlich;  aber  auch 
Winkel  ACB  =  Y-\^ß  =  a  =  ABG:=  DAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel  an  der  Grundlinie:  was  den  Ort  des  Punktes  C  constituirt 
als  den  Kreis  auf  der  Sehne  AB»  \rp\vhc  abschneidet  das  Seg- 
ment, das  den  Peripheriewinkel  €lz:=ABG  =  BAG  in  sich  fasst; 
ugleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  nud  BGt  trie  so 
beweisen  war. 


Umkehrunti  den  votii^tn  Satzes. 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  swei  Tangenten  nndibren 
Bertibrnngspunkten,  also  ancb  der  Berfifarungssebne 
AB:  so  ist  die  Entfernung  jedes  Peripberieponktes 
▼on  der  Berflhrnngssebne  das  geometrtscbe  Mittel 
swiseben  seinen  Entfernungen  von  den  Tangenten. 

Der  Satz  vom  Ilütienquaiirat  d*  s  r(M;lit«  inklij^en  Drcit  cfcs  nHf>r 
vom  Quadrat  dor  Ordinate  auf  den  Durchmesser  bildet  am  besten 
den  Eingang  zu  einem  besoitdern  Fa!l<»  nnsers  Satzes  und  damit 
auch  den  l'eljer^au!?  zti  iinserm  ailLiciiM'iiicii  Satze  selbst.  Wer- 
den Tiamlirli  an  die  hnden  des  Durchraesser» ,  auf  welchen  die 
Ordinate  izefallt  ist,  Tangenten  gelegt»  zugleicti  die  DurchmeS' 
serrichttinL;  parallel  mit  sich  sefbst  verschoben  bis  an  die  Peri- 
pherie, so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinate,  weil  durch 
jene  Verschiebung  die  DurcbmesserabM  Imltte  die  Maasse  abge- 
ben fiir  die  Fntferrnngeu  des  Peripheriepunktes  von  jenen  (paral- 
lelen) Tangenten,  lolgeodermaassen : 

Die  Eotfernnng  jedes  Peripberiepunktes  von  einem 
Dnrebmesser  Ist  das  geometrische  Mittel  swiseben 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tan- 
genten In  den  Enden  des  Dnrcbmessers. 

Nun  liegt  die  Voraussetzung  nahe,  dass  der  Satz  allgemeiner 

gelte  in  obii^er  Fassung.  Dazu  ist  der  Beweis  folgender:  Wird 
nocli  in  Tat.  I  Fi^.S.  der  Fussponkt  D  der  Ordinate  CD  verbun- 
den  mit  den  t  u^spunkten  P  und  Q  der  Perpendikel  auf  die  Tan- 
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gemtem,  so  baben  wir  vermuge  der  PetpoadUrol  sw«i  Kt^ctebiiM* 
vtoiccke  CDAP  und  CDBQ  mit  ihren  Diagonalen  AC  wd  DP, 
BC  und  DQp  die  mit  den  Seiten  die  Paare  gleicher  Winkel 
machen«  die  mit  denselben  Buchstaben  e  nnd  fi  beselehnet  sind, 
bei  A  nnd  P,  bei  A  and  i>;  dase  aber  aneb  die  Wnikel  u  nnd 
^  bei  ^  nnd  S  eiosein«  denselben  Buchstaben  entsprechend  *  ein- 
ander gleich  sind  9  folgt  ans  der  Eigenschaft  der  Tangeoteneebnen* 
trinket,  so  dann  ans  der  GleiGhheit  der  Winkel  folgt  die  Aehn 
liehkeH  der  Dreiecke  CDP  nnd  CDQ  mit  der  gemeineehafttiehw 
Seite  CD,  wotanf  eben  Allee  ankam  inr  Efsengang  der  etstigs» 

l^roportioii  PC:  CD  =  CDiCQ,  wo  znr  hpsseren  üeber.sitlit  (ier 
jeder  Seite  gegeiiiiberstehende  Winkelbuchstabe  oben  daraiil  L;e- 
setzt  wurde»  nsd  diese  Proportion  ist  die  Behauptnogt  die  zu 
beweisen  war.  , 


J.  7. 

Jmwentlung  de$  vorigen  SaiutB  auf  4^  KvmudmmmmA^ 

Schon  oben  in  §.  4.  ist  nach  Newton  hervorgehoben  worden 
der  Fall*  wenn  als  die  durch  das  Problem  des  Papptis  bestimmte 
OrlsenTve  der  Kreis  hervorgeht  aus  dem  Viereck*  Darauf  kom- 
men wir  hier  wieder  suröclc ,  nicht  onr  des  niheren  Nachwelsee 
wegen y  eondem  weil  der  Beweis  jenes  besonderen  Falles  ngr 
eine  wiederholte  Anwendnng  nnscTs  SO  eben  bewiesenen  Batzes 
ist  Ist  nSmlicb  in  Taf.  U.  Fig.O.  gegeben  das  Kreissebnenfferecfc 
ABKL  mit  den  Tangenten  an  den  Ccicen,  der  HBnfte  freie  Punict 
C  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seitender  Figur  geOillt  die  Perpendikel  CD—f,  CG^g,  CE=h, 
CF=k  und  auf  die  Tangenten  in  den  Ecken  derselben  Figur  die 
Perpendikel  €P=m,  CQ  =  r,  CV-n,  CV=s,  so  gibt  die 
widerboICe  Anwendung  des  obigen  Batsee  folgende  Reihe  ron 
CUeiehmigeo : 

^h  MnlUplleation: 

nmn^fV,  g^ifitanmn  oder  ß=^gh, 

and  in  Worten: 

D.'is  l*r  oduct  il  e  r  Entfernungen  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  von  einem  l*;irir  zu^e  ordiieter 
Seiten  eines  cingeschriebeiitiii  Vierecks  ist  gleich 
^era  Prodttct  der  Eotfernungeu  desselben  Punktes  von 
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dem  einen  oder  andern  der  Qbrigen  Paare  sttgeordne* 
ter  Selten. 

ZuBammtHkan^  dieses  SaUes  mit  dem  Satz  des  Pielemäus 
vom  Jhreduei  der  IHagonalen  eine»  KretMeAneniitmeftf . 

Ein  allgemeiner  Toa  jedem  beliebigen  Viereck  ABCD  gel* 
Ceiider  Satz  sagt  in  Besag  auf  einen  Punkt  £  seiner  Ebene  aae 
die  Gflitigkeit  folgender  Fllcbengleiohnng  zwischen  den  Drele^en» 
deren  gemeinscbaftlicber  Scheitel  £  und  deren  Gegenseiten  aind 
die  aecha  Strecken  swiacben  den  vier  Ecken  A,  ß,.C»  Di 

^EAC.^EBD=i^EAB,^ECü  +  ^EBC.^EAD 

oder  (die  Fignr  «'eggelaaaen) : 

:g.Aa9.BD  =  m.AB.n.CDi^p.BC.q.AD, 

wo  s,  m,  fif  q  der  Reibe  nach  die  Perpendikel  ana  E  auf 
AC,  BD,  AB»  CD,  BC,  AD  vorstellen»  die  aber,  nra  Üeberla- 
dung  sn  vermeiden.  In  der  Figar  weggelaaaen  aind.  Nnn  gilt  die- 
ser Satz  aicber  auch  vom  Kretaaehaenviereck  für  einen  belie- 
bigen Punkt  £  auf  der  Peripherie  des  iimacbriebenen  Kreisen 
und,  damit  nach  dem  Lefaraats  dea  Ptolemlna  bestehe  die  GM* 
cbung  AC.BDssAB.CD^BC.AD,  mnss  notbweadig  Aysnm 
:^pq  sein.  Die  Gleichheit  der  Perpendikel -Prodttcte  gilt  also 
fttr  alle  drei  Paare  angeordneter  Seiten,  d.  b.  noch  I3r  die  soge- 
nannten Diagonalen,  wie  auch  ana  Taf.ILFig.9.  leicht  gezeigt 
werden  künnte,  waa  nicht  geacbehen,  um  ihre  Ueberladung  za 
vermeiden.  Noch  ein  Beweis  an  noaerm  Sata  ergibt  aieb  ans  den 
projectiviacb  gleichen  Strahlbüscbelo  im  Kreia,  nimlicb 
in  Tat  II.  Fig*  10.,  wo  />,  9,  n,  e  der  Reibe  nach  die  Perpendi* 
bei  ana  m  auf  PA,  PB^  RA,  RB  voiatellen.  and  gfiWg  ist 
die  ProportioB: 

SinmP^  _  SiomP'^'t  mP,^\x%mP  \   mP'  .Sinm/^.4 

^i^iÜ^-^^imPB  «P.SinniPJ  »P'.SinmPNB 

also  wieder  die  in  Kede  stehenden  Producte  der  Perpeodikelpaare 
auf  angeetdnete  Seiten  dea  Kreieaebaenvicracka  eiaaader  gleidi. 

Necb  eia  Fall  der  Kreiaerseugnng  asa  dem  Viereck  dnreb  daa 
Pkeblem  dea  Pappaa  lat  oben  in  (.  4.  nacb  Newton  betvetge- 
beben  worden,  aimlicb  d«  besondere  Fall,  wo  die  vier  StraUea 
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zvrar  onter  otigleichen  Winkeln  nach  den  Seiten  gezogen  %verden, 
aber  mit  der  Bedingung,  dass  in  Taf.  I.  Fig.  3.  PQ.PR  .PS.  PT 
=  Sin(P5.  JQ.SiniPT,  BD):S\n(PQ,  AB).S\n(Pil,  CD),  also 
in  onigekehrter  Ordnung  der  Strahlen  und  Seiten.  Diess  ist  aber 
oar  eine  andere  Einkleidung  des  Satzes  der  gleichen  Perpendikel- 
producte  im  Kreissehnenviereck,  denn  die  vorliegende  Bedin- 
gung gibt  nach  und  nach,  wenn  p,  v,  u  der  Reibe  nach  die 
Perpendikel  auf  AB,  AC,  CD,  BD  vorstellen: 

p.CoaeciPQ»  AB).vCoBeeiPR,  CD) 

:gCoHec(PS,  AQ.uCoseciPT,  BD) 

zsSm{PS,  AC),8\n(PT,  BD)iSm{PQ,  AB).Sin(PB,  CÜ) 

oder  p9Z=gu  wie  oben. 


Eummmmihang  deMiethen  Salzes  mit  Her  Involution  des 

Desar^ues, 

Schnn  nlien  im  §.  5.  ist  angedeutet  dpr  Znsnnmienhani^  umscts 
Siatzes  mit  dem  des  Desar^nc«  i'ilirr  die  Involution  flpr  nechs 
Pnrilite  einer  Transversale  dnr  f  h  einen  Kc<:<  Ist  fniitt  und  die  vier 
Seiten  eines  eingcschriehenen  \  ierecks.  Sind  nur»  in  i  al.  II.  Fiir.  IL, 
zur  näheren  Beijriindun^:  dieses  Zusanunenharir  's  oder  vielnn  fn 
zur  Ableitung  des  einen  Satzes  aus  dem  andern,  a  und  n'  die 
Durchächnittspunkte  zwiscluMi  drr  Transversale  und  dein  ein(U  Paar 
zugeordneter  Viererlcpsriteii  Aß  nnd  Ef),  ferner  h  und  fiir 
das  andere  Paar  A/)  nnd  ßE ,  endlich  c  und  t'  die  Ditrrhschnitts- 
punkte  zwischen  Tnrve  nnd  Transversalr .  so  spricht  sirh  da«» 
bvolotionstbeorem  anter  andern  aus  in  folgender  Gleichung: 

ae*a'exbe,  b'e = ac' .  a'c' :  6c' .  6 V. 

Werden  nun  aus  dem  «inen  Curvenputikte  c  gefilUt  die  Perpen- 
dikel m  auf  Aßf  dann  n  auf  DE,  p  auf  AD,  q  auf  BE\  aus 
<iem  andern  Currenpunkt  c'  in  derselben  OrdnoDg  die  Perpendi- 
ImI  m' ,  Ii',  p' ,  f/  auf  dieselben  Seiten,  »o  Ist  m  =  ac.  Sin or, 
n=a'c.Sin^,  p  =  bc,Smf,  q^ö'c.SinS,  wo  a,ß,y,6  die  Win- 
kel tvrischen  der  Transversale  und  den  einzelnen  Vierecksseiten; 
•benso  m'scic'.Sincr,  n'=:aV.Sin^, 6c'»Siny,  9'=6V.Siod. 
NoD  gibt  aaaere  obige  Involatfonsgleicbong,  Terbooilen  mU  der 
i^Dtischen : 

Sin a Sin p : Sin y Sind  =  Sin  aSin^:  Sin  ^Sind-. 
ThtiL  XXXVm.  2 
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ac  Sin  tt,afeS\nßibeS{ny»h*e  Sin  6 

—  ac'Sina.a'c'Sio  ß :  bc'  Sin  y  .6^6-'  Siu  6. 

Wird  nun  die  Transversale  gedreht  um  den  festgehaltenen  Punirt 
,  SO  bleiben  die  Perpendikel  m',  n\p\  g'  unverSndert»  80  das« 
vermöge  unserer  Proportion  das  bestftndige  Verhaltniss  ihrer  Pro- 
ducte>  nämlich  m'.n'ip'q'  oder  <ic'.Sina.aV'.Sinj?:6c'.SIny.6'e'.Siiid, 
auch  aar  Folge  hat  die  Beständigkeit  des  Pmdiictenverhältnisses 
m*n:p.q  oder  a€*S\nu,a!e,S\i\ß'.bc.S\ny,b'c.Sm6,  womit  bewie- 
sen ist  die  allgemeine  Eigenschaft  der  Kegelscboitte  vom  bestSn« 
digen  Verhftltoiss  der  in  Rede  stehenden  Perpendikelproducte. 


(.  8. 

Das  MeeifToke  des  Satzes  van  den  EntfernMinge»  xwUehen 
Curvenpunkt f  twei  festen  Tangenten  und  ihrer  BerührmnjfS' 

sehne  heim  Kegelschnitt, 

Es  seien  in  Taf.  11.  Fig.  12.  gegeben  an  einem  Kegelscbnitt 
awei  feste  Tangenten  AF,  BF  mit  den  Berührungspunkten  A 
und  B  und  dem  Treffpunkt  F,  eine  dritte  freie  Tangente  sei  JPQ, 
die  die  beiden  «festen  schneidet  in  ^:  zu  bestimmen  die  Be- 
aSebnngen  aussehen  den  Entfernungen  AC  und  BD  der  festen 
Berührungspunkte  A ,  B  von  einer  freien  Tangente  PQ  md  der 
Entfemong  FJ  des  festen  Treffpunktes  F  von  derselben,  Non 
ist  nichts  leichter,  als  diese  Beziehungen  zu  finden,  wenn  wir  sn 
Hälfe  nehmen  die  projectivischen  Fiirenschaften  derKegetscbniCtn» 
taugen ten.  Es  sind  nämlich  ans  Taf,  II.  Ifig«  12.  selbstrerstind- 
lich  die  awei  Propertienen : 

FJzACssFP'.AP, 

FJiBD^FQiBQi 

•nd  daians  die  ansammengesetste: 

FJ^iAC.  ßD=  FP,  FQ  lAP.BQ 

oder 

FJ^iACBD^^'^, 
für  eine  aweile  freie  Tangente  PtQ,t  in  der  Pignr  w^. 

FJ.^.AC.BÜ,^^:^^ 


V 
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ist  Mch  iIm  angeHttirten  projecüviaclieii  ElgeiiicluiftvB  dm 
Kcgelacbttittotanfienteii ; 

FP,FP,  _  JSQ  BQ, 
AP  '  AP,  -  FQ  '  FQ, 

oder 

AP'  FQ  —APf  'FQ,  ' 

abo  aacb 

FJ«:  AC.BD  =  F/«:  AC,.ßD,  =  constonte, 

d  h.  die  angeführten  DoppelverhflUoieee  fOr  alle  freien  Tangenten 
PQ,  P^Q,»  ^«9«  V«**  ▼on  beatindigem  Wertiie.  Daraua  der 
Sats,  daa  Reciprolw  an  dem  anf  daaDreieelc  beecbrinkten  New- 
tonecben  Sats  in  {•  4.:  daa  Quadrat  des  Abatandea  awi* 
■eben  dem  Treffponkt  aweier  festen  Tangenten  nnd 
einer  beliebigen  dritten  Tangente  steht  an  dem  Recht- 
eek  der  Entfernungen  zwisehen  den  festen  Berflh- 
Tingspunkten  and  derselben  Tangente  in  einem  be- 
■tindigen  Verbältniaae. 

Oben  in  6.  6.  hat  die  ürtsbestiromuug  des  Pappns,  auf 
Kreis  und  i,'lcich8chenkli«?os  Dreieck-  besrhriinkt ,  den  Werth  des 
UaL'lit  fu  ii  iM'ständieeri  Verliiiltnisses  zur  Fol^e  j^ehabt.  Nun  kunnte 
es  scheinen,  auch  der  reciproke  Satz  fübre  für  den  Kreis  auf 
denselben  Werth  1  dos  bicr  in  I?ede  steherHlen  be8th*ndis;en  Ver- 
hältnissen. Dass  es  a!)cr  nicht  so  ist.  da«  veranlasst  uns,  den 
zwar  schon  in  voriger  allucniriner  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
eingeschlossenen  besondcrii  f  all  des  Kreises  hier  noch  besonders 
hervorzuheben,  für  ^^^n  ^vtr  zudoni  rinen  nciuMi  Beweis  gefunden 
zu  halten  L'laoben,  besonderi»  zur  ErhartiHiii  <]er  Tbatsacbe,  dass 
das  fragliche  Verhhltniss  nirlit  1  ist,  sondern  einen  anderen  Werth 
bat,  aod  endlich  zur  Bestimmung  dieses  Wertbes  eeltwt. 

Es  sei  also  in  Taf.  II.  Fig.  13.  gegeben  ein  Kreis  ans  dem 
Centrum  M  mit  dem  Halbmesaer  MG  =  r,  den  festen  Tarrgenten 
AF,  BF,  den  Berfihrnngspnnkten  A,  B,  also  der  Berübmngs- 
Mbae  ABp  mit  ihrem  Pol  F  als  dem  Treffpunkt  der  Tangenten, 
eine  freie  dritte  Tangente  i'Q,  die  festen  Tangenten  in  P, 
Qaehseldend,  ihr  Berflhrungspaokt  6*;  der  Abatand  des  Poles 
Prem  Centnun  Mf  hingegen  Fjlf  =  e;  der  Abstand  des  Berfih« 
mDgspanktes  G  der  freien  Tangente  PQ  von  der  featen  Pobre 
<to  Berfibrangasehne  il0  sei  GE^p;  der  Almtand  des  festen 
Bttttbrungspanktea  A  wou  der  PQ  femer  ACssui  der  Abstand 
^  andern  festen  Berflbrongspanktes  B  von  derselben  PQ  end- 
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lieb  BDss^i  AWfeuid  dw  frateii  B^fikningspiHifclw  Cr  wom 
der  feeten  Tangente  AF  «ei  GM=ACssmi  der  Abetand  des* 
•elben  G  y^n  der  andern  festen  Tangente  BF^ndlieb  GK^BD^v, 
denn  anch  AP^  GP  nnd  CQ  BQ  ala  Tangentenpaaie  am  Kreis : 
ao  llaat  aicb  ana  dienen  Veraneeetanngen  Iwweiaen  die  Aebn* 
liebketC  der  Dreiedce  FJM  nnd  EGM  mit  dem  gleicben  Winkel 
JFM=zEGM=^  eder  die  Prepertion  JFtFMszEGiGM.  E« 
Ist  nimiich  FJL  aenkrecht  anf  PQ,  elienao  der  BeHIhmngabnIb' 
meaaer  MG  aenkreebt  nnf  PQ,  daher  FJL  parallel  sn  GM,  ebenen 
LM  paraUel  an  PQ  nnd  glelcb  JG.  MJS  parallel  in  AB  nnd 
gleich  OB,  nnd  daber  nadb  und  naeb: 

etsiFM,  JFiFMzsCoB^-^^t 

c 

p^GE^  GN-^EN^  GUi^OM^  r  Coed— » 

c 

Tt=iGM,  EGtGM^Com»^-, 

nnd  damit  bewleaen  die  Prepertien  JFiFMssEGiGM  oder 
mie=ptT  oder  die  Prodoctengleicbnng  eps^im,  Nnn  fat  aber 
in  {.0.  bewienen  GE^^GH,GK  oder  |»*£^«a»  also  m*r*s5cjV>^9 
m*r*=c*ni>,  oder  »•:iie=5:c^;f*,  d. b.; 

im  Kreis  ist  das  u a d r  : l  t  1 1  c «  A  b 8 1 a i id  e s  /wischen 
dem  T  rell  ]» unkt  zweier  festen  Tangenten  und  einer 
freien  Tangentt»  zuin  Hecht  eck  der  Ah  st  aride  t;  wischen 
den  festen  Berührungspunkten  ii  mi  derselben  Ireien 
Tansrente  in  einem  b  eis  tä  k  d i g  e n  \  e  r  h  ?H  t  n  i sse,  und 
zwar  ist  dieses  V  fr  h  fi  1 1  n  i  s  s  wie  dlis  Quadrat  des  Ab- 
standes  zwischen  d  e  ru  testen  I  relt  punkt  und  dem  Cen- 
truiii  /lim  Quadrat  des  Halbmessers,  welches  Flächeri- 
verhäUoisa  oder  quadratische  Ve.rh&ituiss  sicti  aucb 

ftbernetaen  Unat  in  das  lineare  FMtOM  oder  c:^ 

Dnrcb  wiederbolie  Anwendnng  dieser  Beaiebnngea  ergibt  nieh 
dan  an  {.d.  reclproke  Tbeorem: 

Ist  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umischrie- 
benen  Viereck  oder  einem  Tan genten Viereck :  so  steht 
dasRechteck  aus  den  Entfernungen  zweier  Gegeneckeii 
von  einer  freien  fünften  Tangente  zum  llochteck  der 
Kn  tfer  n  u  n  g  e  II  der  zwei  andern  Gegeuecken  von  dersel- 
ben freien  Tangente  io  einem  beständigen  Verhalt-. 
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Bisse,  das  aber  beim  Kreis  nie  den  W  erth  I  annimiut, 
so  dass  in  diesem  Falle  nie  ein  Product  gleich  einem 
andern  ist.  * 

C§mMiMi§ummaijf9is  stau  Smh  dei  NewUn  tmd  seines 

Zam  SdiliM  m!  «ocb  die  CoonlimteiiMalyal«  in  Wettkanipf 
ftweUt  mH  wmmn  «jrntlietiiieheii  «ad  neagMoMlrfKlieii  Melhe* 
dcBy  samt  am  Lehrsvti  de»  Newton  {.4  Kegelschnin 
■od  den  eiegeechriebeoen  Viereck.  Die  dort  aufgesteilte  Orts» 
^bedingung  des  die  Com  beschreibenden  Punktes  P  gibt  sofort  die 

PR  m  n 

Gkicbwg        pf^9  oder  wo  die  Perpendikel  oder 

tcUete  Strablen  PQ^m,  PR=n,  PS^p,  PT=g,  durch  die 
I— fanden  Coordinateii  x,  y  dee  Ptaktee  P  nus^edrfi^t,  lineare 
Fanetionen  dieser  Coordinaten^  vorstellen,  so  dass  wirklich  die 

Bedingangsgleicbuog  wo  je  swei  solcher  linearer  Fnne- 

tionen  zum  Product  verbunden  sind,  eine  quadratische  H-ird  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y,  und  also  im  All|^emeineii  einen 
Ke^elschnift  vorstellt,  der  durch  die  vier  Ecken  des  gegebenen 
Vierecks  geht;  denn  wenn  n  =  0  Ist,  so  muss  auch  f/  oder  p  =0 
sein,  und  wenn  niz=0  aucli  p  oder  q  =0.  Die  Curve  nius6  aUo 
durch  die  vier  Ecken  schert,  da  mir  soN  lio  Punkte  je  zwei  der 
Strahlen  oder  Perpendikel  zugleich  /.u  0  machen. 

Hier  ist  überhaupt  zu  bemerken»  <Iass  immer  mn  -^-gpqzzzO 
Tnrstellt  die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades,  die  dsrcb  vier 
Darcbschnittspnnkte  der  Geraden  geht,  deren  Gleichmgan  sind 
m  =  0,  n  =  0,  p  =  0,  9  =  0.  Mit  Hülfe  dieser  einfachen  Zeichen 
iisst  sidi  nach  leicht  obiger  Sali  New  ton 's  onhkchrenj  wie  folgt: 

Die  Curve  sweitea  Grades,  die  dem  Viereck  der  Geraden 

q^y  +  04x4-^4=0 
■wehrieben  ist«  hat  die  Gleiehong : 

Jim  +  5r;>r/=0. 

Die  Perpendikel  aus  dem  beschreibenden  Punkt  ix,^)  sind; 

N==-r^..  P=n:=iL^,  Q=  " 


Vits?'     vtm?'     VTfiji'  ^"vt+s? 
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Die  Punkte  {x,  ff}  der  Carve  mÜMen  auch  die  durch  die  Cw- 
vengleichung  mn-i-ffpg  :=  0  ausgedrückte  Bedtri«^uug  erfüllen,  und 
also  geben: 

nm^-m  oder  MN.  VTfi?.  VIü^-g.PQ.VTfij^.  VlW 
oder 

MN:  PQ  ^  g  V^iT^.     l+<i4^:  V  1  +  fli*.  V  1  + 

die  Prodocte  der  Perpendikel  zugeordneter  Seiten  beständigem 
VoiMtDie«,  WM  eieli  auf  beliebig  ecbiare  Sttebte  aeedebnen  IM. 

Auch  der  zum  Newtonschen  reciproke  .Satz  fotn  Kegel- 
schnitt und  dem  umschnebenfn  Viereck  lä$«t  ^ich  ilurch  eine^ 
ebenso  einlache  Coordinatenanaiysiä »erledigen  wie  folgt: 

Wenn  dae  Predoci  der  Ahatiade  m»  n  einer  freien  Geraden 
ve|i  awel  feelen  Ponkten      B  m  dem  Prodnct  der  Abetinde  f 

deteelben  Geraden  Ton  awel  andern  festen  Penkten  ü,  D  Sn  eieeai 

111,11 

beständigen  Verhältnisse  steht»  so  dass  ^~^^9»  so  umhüllt  die 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Cnrre  den  awelten  Grades»  welebe 
die  Wer  Gereden  berdbrt  ane  der  VerUndeng  den  A  eder  B  nlt 
C  eder  JD.  Denn  was  annlehet  den  Grad  der  Umhiilnngnearte 
befrlfl»  eo  wird  eie  gefenden  nrie  folgt:  Wir  eetsen  a,  ß  §h 
Ceordinaten  dee  festen  Peairtes  A,  femer  d  ab  Geordlniiten 
des  festen  Punktes  ß,  dann  <•  (  ale  Ceerdiaaten  dee  feelea 
Pnnktes  C»  endlicb  n»  ^  Coerdinalen  des  festen  Pnnktee  D 
nad  jf  f  €tjr-|-6=:0  als  Gleielrang  der  freien  Geraden  wdt  den  ver- 
inderlicben  Parametern  a  und  Ä.  Dann  sind  die  Perpendikel  ane 
den  festen  Pnnkten  anf  dieselbe  der  Reihe  nach : 

und  die  Bedingung  ii»t: 

Die  verändorlichen  Parameter  a.  b  der  Geraden  y  +  rr.r4Ä=0 
oder  der  Tangenten  zur  gesuchten  umhüllenden  Curve  heissen 
nach  Pliicker  und  Chasle^  Tangentialronrdinaten,  und  da  un- 
sere Bedingungfigleichunt;  in  Hozucj  auf  diese  offenbar  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  i^t  die  Gleichung  der  uuibüllenden  Curve  In 
den  Punktcoordinaten  j*.  y  eljenfalls  vom  zweiten  Grade,  nie  zu 
beweisen  war.    Was  dann  ferner  die  Berührung  der  Geraden 
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iwiscben  A,  B,  C,  D  durch  unsere  umhfillende  Curre  betriCt^ 
80  ist  gleichzeitig  der  Abstand  zwischen  dem  Testen  Punkt  von 
A  ■nd  der  Taogente  mit  dem  Abstand  des  festen  Punktes  B  oder 
Dfon  derselben  Null.  Die  Curre  berührt  also  die  beiden  Ciera- 
den  AB  und  AD,  ebenso  die  beiden  Geraden  BC  nod  CD,  d. 
ile  ist  dem  Viereck  ABCD  eingeechrieben. 


10. 

ihr  KegeUdmiti  hm  ungleiehgeHigeH  Drmeek,  heBÜmmt  al» 
Oti  iur^  das  PrMem  des  Pappus,  wo  da$  ^erftülfntw 
eines  Perpendikelprodncts  zum  Quadrat  des  dritten  Perpendi' 
ktUden  ff^erth  i  hat,  oder  wo  eiu  Perpendikelproduet  gkieh 
dem  Quadrui  doM  driiien  Perpendtkeh,  in  s^heiii^ter  Af- 

wicklung. 

Ee  aei  also  in  Taf.  II.  Fig.  14*  gegeben  ein  Dreieck  ABU  und 
in  eemer  Ebene  der  Punkt  C  m  beetimmt»  daea  seine  EntTernnng 
C£  Ton  einer  Grandlinle  AB  das  geometriache  Utttel  aei  swiaeben 
peinrn  Entfemangsn  CF  and  CG  von  den  beiden  andern  Seiten 
AB  and  BH  oder  daas  als  Vorauaaetsang  gelte  die  stetige  Pro« 
portion  CFiCE^CEiCG  oder  die  Glelebimg  CE^z=CF.CG. 
Znr  Vergleicbttog  und  Vermittlnng  dieser  Bestimmung  mit  Frtibe- 
rem»  nameotllcb  mit  }.  6.«  und  sur  Herstellung  beliebig  viele/  ao 
bestimmter  Curvenpnnkte  C  dient  folgende  HSIfsconstruction ;  aus 
einer  liestimmten  Lage  C  dea  Curvenpunktes  werde  parallel  mit 
der  Bisseetrix  BM  des  Dreieckswiokels  ABBszüa  die  Richtung 
CD  gezogen  und  darauf  von  C  aus  abgemeasen  CDssCEs=p 
als  eine  bestimmte  Grosse  der  Entfernung  eines  Curvenpunktes 
C  von  der  Grandlinie  AB  des  gegebenen  Dreiecks  ABB,  dann 
dareb  das  Ende  D  dieser  Strecke  JK  senkrecht  xu  derselben 
snd  folglich  auch  sur  Bisseetrix  MM,  bia  an  die  Dreiecksseiten 
AB  und  BH  In  J  und  K,  wodurch  aus  dem  nogloichseltigen 
Dreieck  ABB  abgeleitet  ist  das  glelcbscbenklige  BJK,  das  den 
Wlokel  JBK^^a  mit  jenem  gemein  hat  Durch  diese  Drehung 
4er  ursprünglichen  Perpendikelrichtung  CE  In  die  CD  mit  unver« 
bderter  Strecke,  da  die  Seitenrichtungen  AB  und  BB  und  da* 
ker  auch  die  Perpendikel  CF  und  CG  darauf  ebenfalls  unverSndert 
geblieben  sind  nach  Richtung  uifd  GrCsse,  und  durdi  die  Drehung 
^  Grundli&le  AB  in  die  JK  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ist 
^  Curvenpunkt  C  xurückgefllbrt  nach  f.  6.  auf  einen  Periphe- 
^puakt  C  des  unter  den  neuen  Bedingungen  entstehenden  Krei- 
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BQü,  and  die  bloss  aOinen  Dreiecke  CEF  und  CEG  mit  der  Sei- 
teiiproportioii  CFiCE=  CE:CG,  ohne  Gleichheit  der  Winkel 
zwischen  diesen  proportionalen  Seiten,  vertrandelt  in  die  ähnlichen 
CDF  und  CDGt  wobei  zu  merken,  dass  der  Kreis,  als  Stell- 
vertreter unserer  Ortscurve  für  vier  Punkte,  sein  Centruni  Ai  aul* 
der  Bissectrix  UM  hat  und  die  Seiten  AH  und  BM  m  J  und  K 
berührt. 

Die  Tier,  unserer  ursprüngiicben  Ortscorve  und  dem  Hfilfs- 
kreifl  gemeinschalltßcheo  Punkte  C  ergeben  eich  leieht  aus  der 
Beetimmong,  dass  immer  die  Entfernung  CE=p  zwischen  einem 
beliebigen  Gurvenpunkt  C  und  der  festen  Grundlinie  AB  des  or 
sprünglichen  Dreiecks  ABB  gleich  sein  mnss  der  Bntfemunf;  CD 
swisehen  demselben  CurTenpunkt  C  und  der  beweglichen  larund- 
Itnie  JK  des  veränderliehen  gleichschenkligen  Dreiecks  BJK. 
fis  ist  nSmIicb  der  Ort  des  Punktes  C,  der  von  swei  Geraden 
AB  und  JK  gleicbweit  entfernt  ist  nach  unserer  Bestimmung, 
nichts  .anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Neben wio< 
kel  der  AB  und  JK  hätften,  wie  Taf.ll.  Fig.  14.  zeigt  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  AB, 
aber  immer  zwischen  den  Enden  A  und  B,  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  Seiten  AH  und  BN  und  senkrecht  zur  Bissectrix 
errichte  In  J  ein  Perpendikel  JM  auf  AH  bis  an  die  Bissectrix 
in  M,  beschreibe  aus  .jV  mit  dem  Halbmesser  MJ  einen  Kreis« 
.  der  die  AH  und  BH  in  J  und  K  berOhren  und  zugleich  ein  erster 
Ort  sein  wird  för  vier  Curvenpunkte  C  auf  einmal ;  dn  zweiter 
Ort  flir  dieselben  vier  Punkte  ist,  wie  gesagt,  das  Paar  Gerader 
CPC  und  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  AB  und  JK  hSlften» 
und,  ebenso  leicht  zu  constrniren»  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Abo  schneidet  ein  solcher  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Bis* 
sectrix  HM,  und  der  die  Seiten  AH  und  BH  berfihrt,  unsere 
Curve  immer  In  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verbindungs- 
linien derselben  rechtwinklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkte 
sind  übrigens  die  einzigen  gemeinschaftlichen  zwischen  dem  ge- 
nannten Kreise  und  unserer  Curve,  die  nach  dem  frfiher  in  {.  4. 
Zusatz  und  in  §.  6.  Bewiesem^n  %veder  ein  Kreis,  noch  eine  hubere 
Curve,  sondern  nur  ein  anderer  Kegelschnitt  sein  kann ;  denn 
wenn  noch  mehr  Punkte  des  Kreises  unserer  Curve  angehörten, 
so  mOssten  sich  Kreis  und  Kegelschnitt  In  mehr  als  vier  Punk- 
ten sehneiden,  was  unmöglich  ist. 

Als  zwei  Grenz fMlle  unserer  Curvenpunkte  sind  nach  Taf.  ILL 
15.  zu  betrachten  die,  wo  eine  Berijhruns;ssebne  AD  des 
stellvertretenden  Kreises  durch  die  Gruiidlinieneefce       und  eine 
andere  BE  dieser  Bertthmngssebnen  durch  die  andere  Grund» 


Digitized  by  Google 


Brdnäii:  Dom  FnMm  di$  Papp  um. 


25 


fioieoeeke  B  des  gegebenen  angleielieettigeii  Dreieeks  ABB  g«ht. 
h  den  etoen  Crrenzpmikto  A  rallen  twei  Cnrven punkte  zasamraeo 
in  einen  einfachen  BerOliningspankt  swieeben  Curve  und  nellver- 
treteodem  Kreis*  AB  iet  nleo^ Tangente  xn  lieiden  in  diesem  Punkt; 
ÄMi,  eeakreebt  auf  AB  in  A  bin  an  die  Bissectriz  BM^  iet  Be- 
rfkrongebalbmesser  des  eteiivertretenden  Kreises,  und  bat  also  die 
Richtung  der  Normale  snr  Curve,  wenn  auch  Mi  nicht  Krfim* 
nongsmittelpunkt  und  daher  ABi  nicht  Krfimmungsbaibnesser  ist 
Oer  Kreis  uro  bat  dann  ausser  A  nur  noch  die  sirei  Punkte 
und  Ci  mit  derCnrre  gemein;  sie  liegen,  wie  Taf. III. Fig.  16. 
t«igt,  auf  den  Geraden  AC\  und  ACi,  welche  die  Nebenwinkel 
swischen  der  Grundlinie  AB  und  der  Berdhrungssebne  AD  des 
beriihrenden  Kreises  um  üfj  hllflen.  Ebenso  Ist  B  Bergbrang»- 
pnnkt,  BB  Tangente  an  Cur?e  und  BerÜhrun^skreis,  BMt  senk- 
recht auf  BB  in  B  bis  an  die  Blsscctrii  BM^  Halbmesser  des 
lierOhrenden  Kreises,  M  Centrum  desselben:  ausser  B  bat  der 
i>er«lbrende  Kreis  um  M  nur  noch  die  swei  Punkte  C  und  C  mit 
der  Cnnre  gemein;  sie  liegen  auf  den  Geraden  BC  und  BC,  die 
die  Nebenwinkel  awlschen  der  Grundlinie  AB  und  der  Beräbrungs* 
sehne  BE  des  berührenden  Kreises  um  M  bftlften.^  Wie  die  Be- 
rCbrungssebnen  AD  und  BE  als  Grundlinien  der  gleicbscfaenkligen 
Dreiecke  ADB  und  BEB  gefunden  werden»  ist  wohl  nicht  nOtbig 
so  bemerken* 

Noch  unmittelbarer  ergeben  sich  AB  und  BB  als  Tangenten 
nnwrer  Curve  mit  den  Berabrongspunkten  A  und  B  aus  der  Be- 
diugungsgleiehung  C£^=:CF.CG  an  Taf.  II.  Flg.  14. ;  denn  in  A, 
iadem  man  sich  von  swei  Selten,  sowohl  von  oben,  als  von  onten 
her  In  Betng  auf  AB  nSbert*  wurd  CEssO,  CFs=0,  daher 
CE^=iO=z6.CG  =  0,  und  deshalb  die  Bedingungsgleicbang  be- 
friedigt. Bei  B  geschieht  dasselbe  und  es  ist  C£s:0,  CG=zO, 
daher  C£*=sO=CF.OssO  und  die  Bedingungsgleichuag  ebenfalls 
befriedigt,  »o  dass  vorerst  wenigstens  A  und  B  als  Curvenpunkte 
aufgezeigt  sind,  da  ide  die  Ortsbedingung  erfüllen.  Aber  gleich- 
Mtüg  nähern  sich  die  Curvenpunkte  C  von  xwei  Selten  her,  bis 
»HB  Verschwinden  der  £ntfernnngen ,  nicht  nur  den  A  und  B, 
•ondeni  auch  den  Richtungen  AB  und  BB,  da  nach  der  Bedin- 
gung gieicbaeitig  CF  mit  CE  oder  CG  mit  CJE  bis  tum  Ver- 
•chwinden  abnehmen  muss«  und  swar  sowohl  fibr  ein  positives 
oder  oberhalb  AB  liegendes  CE,  als  auch  ffir  ein  negatives  oder 
literhalb  AB  liegendes  C£,  uomit  AB  und  BB  als  Tangenten 
aufgezeigt  sind,  nach  allgemein  anerkannten  Grundsfitaen.  Die- 
ser Bewci«  gilt  auch  für  den  allgemeineni-Fall  in  {.4.  Zusatz,  «vo 
dm  Verhältniss  swiseben  dem  Rechteck  sweier  Perpendikel  zum 
Qndrat  des  driften  Perpendikels  ein  beliebiges  Ist.  Noch  zwei 
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Ourvenpunkte  sind  mittelbar  gegeben  in  und  mit  dem  Dreieck 
AB/Jy  nämlich  der  Mittelpunkt  C  des  ein^^eschriebenen  Kjtmam» 
in  Taf.  III.  Fig.  16.  und  der  JMittelpunkt  C  des  angescbrielieiiea 
Kreises,  der  die  Richtangen  Aü  und  ßH  In  ibreo  Verlingeffue* 
gen  und  die  Grundlinie  JZ^zwisctien  den  Ecken  A  und  B  berflhit. 
Denn  in  beiden  Fällen  haben  wir  CE^CFstCG  ond  daher 
CE^siCF,CG  nach  der  Bedingong  noeerer  Ortscurve.  Aber 
mit  jedem  dieser  Punkte  ist  eine  ganse  Qoalerne  von  Cnrveii- 
ponkteo  und  ein  stellvertretender  Kreis  gegeben.  Diese  n-erden 
geftinden  wie  folgt:  Ans  dem  Centrom  C  des  dem  Dreieck  ABß 
eingeschriebenen  oder  des  ^uf  die  beschriebene  Art  angeschrie- 
benen Kreises  lalle  man  das  Perpendikel  CE  auf  die  Grundlinie 
AB,  hälfle  den  Winkel  DCE  durch  die  CP,  wo  SCDM  Biseee* 
triz  des  Dreieckswinkels  AUB=^u\  die  CP  treffe  AB  in  P, 
durch  P  siebe  man  JPK  rechtwinklig  sa  BCDHt,  und  CPC 
rechtwinklig  zu  CP,  so  ist  JPK  Beriihrungssehne  des  die  Seiten 
AB  und  BH  berührenden  Kreises»  JM  rechtwinklig  in  J auf  AH 
bis  Hin  gibt  den  Halbmesser  des  unsere  vier  Ourvenpunkte  C 
auf  CP  und  CP  enthaltenden  Kreises  fflr  beide  F&lle.  Und  da- 
mit  wieder  aqht  Cunrenpuokte  gefunden. 

Da  AB  und  BH  Tangenten  an  unsere  Cnrve  in  A  und  ß 
sind»  also  AB  BerOhrungssehne  derselben,  so  ist  HO  durch  die 
Mitte  O  der  AB  eine  zn  AB  conjogirte  Dnrchmesserricbtnng« 
und  es  Ui  daher  zur  völligen  Bestimmung  unserer  Curve  Alles 
daran  gelegen,  su  finden  die  Corvenpunkte  auf  HO,  d*  h.  su  be* 
sfinmen  die  LSnge  dieses  Durchmessers  und  mit  der  Mitte  des^ 
Sellien  auch  das  Centrum  der  Cnrve,  ferner  den  su  HO  eonju* 
Irrten  Durchmesser  parallel  au  AB,  Nun  gibt  es  eine  einfache 
Htfifscenstmctien  nur  Bestimmung  der  Curvenpunkte  nicht  nur 
auf  der  Durchmesserriehtnng  HO,  sondern  auf  jeder  'beliebigen 
durch  H  gehenden  Bichtnog  HQ  nach  Taf.  HL  Fig.  17.  Man  w&hle 
auf  der  Bissectrix  HM  des  Winkels  AHM  einen  beliebigen  Punkt 
M,  nUle  ans  M  anf  AH  oder  BH  das  Perpendikel  üf Joder  MK 
als  Halbmesser  des  die  Selten  AH  und  BH  berührenden  Hlllfs* 
kreisen,  welcher  die  HQ  etwa  in  X  schneiden  wird,  aus  X  ftlle 
XT  senkrecht  auf  die  Berdbrnngssehne  JK,  aus  demselben  X 
Alle  XZ  senkrecht  auf  die  Grundlinie  Aß,  messe  anf  XZ  ab 
von  X  aus  die  Strecke  ÄV=:XV,  ziehe  durch  F  su  AB  die 
Parallele  WU,  die  die  AH  und  BH  in  W  und  U  schneidet, 
siehe  WX  und  aus  A  die  AC  parallel  zu  WX;  der  Punkt  C,  wo 
AC  die  HQ  trifft,  ist  der  gesuchte  Corvenponkt.   Der  Beweis 
dieser  Construction  beruht  eigentlich  auf  der  Theorie  Shnlicher 
Kegelschnitte,  die  dem  Winkel  AHB  eingeschrieben  sind,  des- 
sen Schenkel  AH,  BH  gemeinsame  Tangenten  derselben  sind. 
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dessen  Seheitel  Ii  ihr  AelinlichkeiUpankt;  die  Construction  kann 
aber  aocb  elementar  bewiesen  werden  wie  folgt.    Es  sei: 

LX=^m,  PX^n,    WXi^q.  ÄC=^,  üXssr, 

CF=mi,  €G=n^,   VÄ=p,   C£=:pi,  CB:=zt^, 

•o  bMtebt  die  Gleicbann  p^ssjmi  nach  $.6.  und  die  ProporHmieii 

mxiiii  =9:91  =p:pi  iini  der  Parallelen  willen* 
sr  :r|  =p:|»t  aus  gleichen  GrQnden, 

ifin:nt|n|  =  ffT'9i'''i  =P*'Pi*  durch  ZosammenseUung. 

Weil  naa  nach  $.6.  besteht  die  Gleichunt^  mn,  so  ist  ancfa 
l^*=5iai|ii|,  wie  an  beweisen  war,  oder  C  ein  Punkt  der  gesuch- 
ten Curve  und  X  der  entsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Hulfs- 
carve.  Die  Don  selhstveratSndlicbe  Taf.  III.  Fig.  18.  zeigt  dieaeibe 
Constrifction  mit  Beaog  aof  den  Carvenpunkt  C  der  Darclunea* 
aerrichtung  IfO. 

Vorhin  ist  aus  der  allgemeinen  Theoriß  der  Kegelschnitte  an- 
geführt und  angenommen  worden  die  ThaL^uche,  die  nicht  nur 
cUt  für  unser  auf's  Engste  beschrankte  Problem,  sondern  auch 
für  das  Wettere  im  Sinne  des  Zusatzes  zu  {.  4.,  wo  das  Verhält* 
niss  zwischen  dem  Hechteck  zweier  Perpendikel  zum  Quadrat 
des  dritten  Pcrjieüdikets  ein  beliebiges  ist,  dass  nämlich  in  Taf.  IV. 
Fic.  VJ.  die  Hcrührungssehne  AB  der  Tangenten  AH  und  BH 
und  die  //O  aus  dem  Treffpunkt  //  dieser  Tangenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  conjngirte  I» i<  htungen  sind,  oder  dass  HO 
alle  zu  AB  parallelen  Sehnen  unserer  Curve  halftet.  Die  Gründ- 
lichkeit der  Methode  verlangt  aber  iliess  nicht  nur  so  uimiittclljar 
aos  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  anzunehmen,  son- 
dern ins  Besondere  zu  beweisen  aus  dem  hier  gerade  vorliegen- 
den (iriindsatz  der  Curvenbeschreibung.  Dieser  Forderung  nun 
wird  genügt  aut  folgende  ziemlich  (  in fache  Weise,  mit  Hülfe  der 
Taf  fV.  Fig.  19. ,  in  der  wir  setzen:  den  Curvenpunkt  C  recht« 
von  iJÜ  mit  der  Voraussetzung,  dass  seine  Entfernung  von  Aß 
nc\  CE  —  p,  von  AH  aber  CF~u,  von  BB  endlich  CG  9, 
Qrjti  dass  diese  drei  (iiössen  eingehen  nicht  nur  die  hier  in  die- 
gern  Paragraphen  geltende  beschränkte  Beziehung  p*:«p==l  oder 
p*  — wt?,  sondern,  wie  gesagt,  die  nach  §.4,  Zusatz  erweiterte, 
wonach  p^:uv=ff  oder  p'^=.yuv,  d.  h.  das  (^lunlrat  der  Entfer- 
nang  CE  des  Curvenpunktes  C  von  der  Cirundlinie  AB  soll  zum 
Rechteck  CF.  CG  <ier  Entfernangcn  desselben  Punktes  von  den 
beiden  andern  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABU  in  einem 
beständigeo  Verhältnisse  stehen,  desseu  Werth  g  gegeben  sei. 
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Am  dem  so  bestimmteii  Camnpaokto  C  reckte  voo  JSO  leiten 
wir  ab  die  Lage  einea  sweiten  Doch  fraglichen  Pnnktea  Cmo,  daaa 
durch  jenen  eraton  gezogen  irlrd  die  Gerade  parallel  an 

auf  deraelben  abgerueaaen  OC  linke  von  BO  gleich  dem  gege- 
benen OC  rechte  von  derselben«  wodurch  wir  ingleich  bekoni* 
men  auf  ACOCB  waa  folgt:  OC=OC=d.  AO^BOsse, 
ACOC:sBCOC=e-^d  udd  AC:::^  BC=e^dt  AtaAB 
wieder  auf  AH  und  BH  liegen.  Aua  der  nun  aelbatveratf  ndllchen 
Taf.  IV.  Fig.  19.  läaat  eich  unter  dieaen  Vorauaaetsnngen  bewei- 
aen«  daaa  C,  links  von  HO,  ebenfalls  ein  Punkt  nnaerer  durch 
obige  erweiterte  Bedingung  beatimroten  Curve  tet,  d.  h.  daaa  auch 
CE^=sg.€R.CS  oder  f^szy.st,  wo  CR:=$  und  C5aB<  ange> 
nommen  wird.  So  bekommen  wir  nimlich  filr  unsere  Perpendikel 
unmittelbar  folgende  trigonometrische  AuadrOcke: 

Cf'ss:uss(e-^d)SmA,  CG^es: (r— <l)Sinir, 
CÄ=  «  =  (c-d)Sin^,   CS=t  =  ici^d)8'mß» 
und  darana: 

CR.  CS=tt  =  (c—d)  (c^d)  Sin Sin B 
»  ssCF,CG=wfz=(c-d)(c'^  d)S\nASlnB, 

daher:  ggi^gw^p^y  d.  h.  der  I^unkt  C  links  von  £fO  ebenfalls 
ein  Gurvenpuokt  und  damit  bewiesen  der  Satz,  dass  HO  alle  zu 
AB  parallelen  Curvensehnen  ACOCB  hälftct  oder  dasa  HO  nnd 
AB  conjugirte  Richtungen  sind  und  HO  folglich  eine  Burchmes- 
serrachteng. 

Ist  nun  nach  Tai.  HI.  Fig.  18.  heRtinimt  die  Diirchmesf-eriange 
COC  auf  der  Kichtunj?  //O  und  hentinimt  die  Mitte  P  auf  CC, 
80  ist  eine  (ierade  durch  parallel  zu  ABi  der  zu  COC  con- 
jugirte Durchmesser  der  Richtung  nach«  auf  der  nur  noch  die 
CuTvenpuukte  zu  bestimmen  übrig  sind.  Dnch  diese  besondere 
Aufgabe  geht  auf  in  «ler  niigenleineren  :  auf  einrT  {»egebener. .  zur 
Grundlinie  AB  parallelen  Richtung  zu  bestimmen  die  l^unkte  un- 
serer Curve.  Die  Analysis  dieser  Aufgabe,  die  man  sich  in 
Taf.  IV.  Fig.  20.  gclr.st  denkt,  ist  folirmde:  ACBy  parallel  zur  Grund- 
linie  AEB ,  habe  \  on  dieser  die  bntlt'rmme  CE  =  p  und  enthalte 
den  Currenpunkt  C  mit  der  liedini^nn!»  ~  t/f?,  wo  CF=u  und 
CG~r  vorstellen  die  Entfernungen  dieses  I^nnktes  von  den  Sei- 
ten All  und  B//  de«  gegebenen  Dreiecks.  Dann  geben  die  Ab- 
schnitte der  ACB  im  Curvenpnnkte  C  die  trigonometrischen  Aus- 
drücke ./IC=:  uCoseCil,  BC=:  vCosccB  und  beide  zusammen  die 
Gleichung : 
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oBd  die  BedingiingsgteichuDg  gibt :  , 

ti  CoTOC /I .  V  Cosec    =  p  Cosec  ^ .  p  Co«ec  i?  SS  ^.  ^ 

oder  Xf-^Xfi^df  ^t^^x^^fs  oder  9^'-^d»\fg^^t 

welche  letzte  quadratische  (ileichuiii;  nach  einem  bekaiinteti  Lehr- 
sätze zu  Wurzeln  bat  die  Auedrücke: 

x^sttCoMCil«  dr^s  9 Goseck, 

mit  deren  Construction  aii(  h  gedindeu  i^t  der  Currenpunkt  C  aui 
der  zur  Graodiinie  AEB  |iaralielen  ACß»  Nuo  ist 

f=zpComeeAssAA  nod  g  =:pCo99eBtsiBB 

und  die  Construction  unserer  quadratischen  Gleichung  ist  eins 
mit  der  Construction  der  Proportion  f:a:=zd — ^ig,  deren  Süssere 
Glieder  f  und  g  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
onbekannten  Glieder  x  und  d  —  jr  chcnfalis  bekannt  ist.  Man  er- 
richte also  auf  ACB  in  den  Enden  A  und  ß  die  Perpendikel 
AtC^AA  =  f,  BL=^  BB=z g,  ziehe  durch  die  Enden  dieser 
Petpeodikel  die  KLj  aus  der  Mitte  M  der  KL  den  Halbkreis 
KCrjj  mit  dem  Halbmesser  hM  =  KM.  Dieser  schneidet  die 
ACB  in  zwei  Curvenpunkten  C,  C,  wegen  der  ähnlichen  DreierVe 
SCK  und  BCh  und  der  daraus  folgenden  Proportion  BhißC 
^ACiAK  oder  gixssd-^xif.  Ini  Grenzfalle  dieser  CnnstmC' 
tten  ikllen  die  beiden  Curvenpunkte  C  der  ACB  in  ehieo  Bertih* 
nmgfpBokl  dieser  Geraden  als  Tangente  des  Kreises  und  der 
Cvre  zaaMmen  und  die  beiden  HalbmeMer  MC  io  einen  Berfib* 
raagslwibmeeser,  so  dass  wir  haben; 

MC=H^K-i^ßL),  KL^mC=^AK  {  BL-f^€jmM\  AC=BC 

edor  den  OMbraa^vpitnl^t  C  nnf  der  Mitte  der  ACB,  and  daher 
t^gleich  aof  der  Rlehtung  JBO  oder  der  Mittellinie  des  gegebenen 
Dreieeke,  die  verbiodet  den  Scheitel  H  mit  der  Mitte  O  der 
Gnndlble  AEBssfe*  Olees  gibt  nach  Tat  IV.  Flg.  91.  •  wenn 
fasetst  wird; 

HO=m,  €0=0!»  CH=:m-x,  ^AHB  =  '2a,  jLAJJO^a-^qf, 
^BaO^ai-9,  AO^BO^e,  ^BOH^^^  l»«arSinfi« 

AH=zb,  Bü  =  tt  . 

db  FliehmigleSchttng: 


V 
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so  '  Brämäii:  9m  fHHem  4f»  Pmppmi. 

oder, 

fis(fli'->«)8ls(a-*^),  vs=:(«i— jr)8io(«c|*t^)» 

gosetel; 

a  (m  —  x)  Sin  («  +  9)  +  6  (»*  —  x)  Sin  («  —  <p) 

-fSe(fli*jr)  VSia(a+7)SiD(«'-*90='9«»SiBfi; 

■ 

av  =  6« 

oder 

«(m— «)Sin(a+g>)=6(m-a:)Sin(a— 9)  oder  aSin(o4-9)):=ASiii(a— 9)), 
und  daher: 

2a(jif  —  a;)Sin(tf -1-9)  -f  2c (m  —  o:) 610(04-9)  ^  ^=:2ciff6infi 
oder 

(a4ey  ^)(m-;r)Siii(«-f  9)=scmSiii(ii$ 

abor 

emShi(cr-|'9)  s  mSiD  f»  und  daher  Sfai(cr  -h  7)  ^  Jjf ^''f^» 
wett  BH.PO^BO.ÜQ;  «iletxt^. 

 amVk  w»  Vfl^ 


cm  ctn 

FOr  den  andern  Carvenpiiakt  C  auf       haben  irir : 

a 


TU     afj  ein    cm  rmSin/» 
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Die  Formel  lur  enthält  im  Nenner  c  —  yTöh  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Durchme^serlängc  auf  der  Richtung  HO  un- 
endlich uird.    Diess  üridet  nSmIich  8tatt,   ueiin  dieser  Nenner 

c— Va6=0  oder  <■  \  af>,  d.  h.  worm  die  halbe  Grundlinie 
c^AO—JiO  das  ufdueti isrhe  Mittel  ist  zwischen  den  beiden 
andern  Splt^n  a  =  Ii ii  und  b  —  Ali  des  gegebenen  l)r(  iccks.  In 
diesem  Falle  ist  unsere  Orf^i  iirve  des  Piinkfes  C  offeubu:  eine 
Parabel.         Zabienbeispiei  für  eine  «oiche  ist: 

^ß=26  =  12  oder  c=6,  BH=a=^i,  J//=6=9  oder  6=  VO. 

Bm  Ellipse  hingeges  ist 

daber  jr.  = —  77=  positiv  wird.  Zabienbeispiel: 

«aU»  6^13,  2c=15»        74«  e^=s6&i,  «*c=J82, 

1^0  entschieden  c*  <  ff6  oder  c  <  V^a6.  Eine  Hyperbel  endlicli 
geht  kerww,  wenn  €^^^aö  und  daher  4;,?=: — — -  negativ 

e —  V  nfi 

wird,  und  luiglidi  du  rhalb  AB  liegt,  während  fiei  der  Ellipse 
unterhalb  dieser  Grundlinie.   Zahienbeispiel  für  die  Uyp#rbel: 

«»4«  b^n,  se=7|, 

no  entschieden  <7i)^  >  4.13  oder  56|>52.  Die  Bediogong  der 
Parabel,  wsBsch  e=V^«6»  seigt  uns,  dass  es  an  diesem  Kegel« 
schnitt  TaegeoteBpsare  a  und  6  gibt,  deren  halbe  Berühnnige» 
«ebne  e  des  geometrische  Alittel  ist  zw'mthoa  den  Strecken  det^ 
selben  ¥00  den  BerähcMgepitolUeB  hie  sum  Treffponl^t  Deee 
aber  der  Sats  nicht  allgemein,  sondern  nur  besondei«  liegen 
d«  PsfebeiteegepteB  gilt,  dafür  ist  das  schlagee^ete  Beispiel  der 
Psiaaeler  c  f  lic  zur  Axe  rechtwinklige  Ordinate  aus  deei  BieiiD» 
^okte)  ond  ihr  Psi,  der  auf  der  DirectriK  liegt,  in  Dirchtohdtt 
mit  der  verliagerten  Aze.  Die  Tangenten  aus  dieeem  Aiokt  «■ 
db  Carve  sind  recfatirioklig  m  einaader«  glefteh  lang,  jede  sei  m, 
si  Ist  ihr  Prednet  i^s2^»  aleo  akht  tpie  ehea  ea  Vei  eder. 

Die  Durcbmesserlänge  auf  HO  ist : 

cm       iemV^  ah 


^  cmV  ab  _  m   ni  V  äh 

""«6 — c*  ~"a6  d^c 
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213  Bränäli:  Dm  FroUem  des  Pappus, 

ob 

iMilber  Onrebmemer,  wo  «{=s  ^  «dar  vimrte  Proportimal«  so  den 
drei  Seiten  6. 

Der  liall"'  Durchines«!*»r  B,  parallel  zur  Grumllinie  Ali,  himI 
zu  Ü  auf  der  Kidituog  i/O  conjngirt,  bt  gegeiieu  durcb  die  Fra- 
portifMi: 

»,:e*=J»:»»  oder  i5ZI3l-«^=3rrgi-^*  *> 

m—   c  c*ff 

•  rf— e         e  ~  i<— c  * 

l>ie«e  Grüftsen  il  um!  B  «  erden  aber  leichter  nach  Tal.  III.  Fig.  18. 
und  Taf.  IV.  Fig.  20.  aJ»  nach  dieaeo  Formeln  coitt»triiirt. 

Neeb  eribrigt  die  Beetemaog  solcber  Offvenpsnkte»  die  aef 
beiMigen»  tob  A  eed  B  eeegebendee  Ricbtengen  llegee;  dieee 
lieet  eicb  m  ee  lelcbter  eeefllbren,  «le  elcb  die  |prn]eetiTieeben 
Beeiebeoge«  eirieebea  des  Peekten  nneere  Kegefecbeittee  vnd  den 
sw«l  Tangenten  AB  nnd  BB  vermitteln  laaeen  mit  nnnetm  Qe- 
nnte  der  Cnrvenbenobrelbvng.  Int  nlmlich  In  der  eeibntvemtKnd* 
lieben  Tnf.IV.  Fig.».  allg^ein  CF. i C£* = ^ aln  ein  gege- 
bnnni  Verbiitnlnn  oder  fnxj^^g^  und  Terbnnden  der  Oarrenpenkt 
C  mit  den  BerUbmagspankten  A  nnd  B  der  Tangenten  AB  nnd 
BB  dnrch  die  Geraden  ACD  nnd  BCK^  die  Jene  In  D  nnd  K 
treten,  ee  beben  wir  eienbir; 

EhiXR  stpiv  ftnA  iUTt  AITs pCoaecilteCoeecC 

DMiDPsapiu  und  BntMD:^p€oaßcß:uCo8ecC» 

AK  BB  y*.CeeeciiCoeecg 
WBd"^   tieCoeee«C>  * 


*)  Sittiie  Ar«iloBiea,  Kegelwliaille,  Iii.  B.,  IT.  lu  18,  SaU. 
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AK  BD  __     p^Sin^C  ;i«c» 

oder,  wo  AB^c,  BÜ^a»  Aü=ö: 

BK  HD      ahuv      abg     .     HK,BD  aba 

oder  das  projectiTUcbe  DoppelTerbftltniss  der  vier  Abschnitte  ein 
bMtSodiges.  In  nnseram  besonderen  Falle  ist  ^=1,  weil 

CF.CG=C&  oder  |i*=iiü,  nnd  daber  ^•^  =  ^-|* 

B  D 

Ist  nun  gegeben  AD  und  damit  das  Verhältiiiss  j^iJ^^^» 

ist  das  VerbSItnise  ^=         vnd  damit  dieRtebtnn^  BJTaucb 

Termittelt,  so  dasfi  der  Durchschnitt  C  der  AI)  und  BK  den  ge*  « 
sachten,  auf  AD  liegenden  Curvenpunkt  gibt.   Aehnlich  wird  ge- 
fanden  der  Curvenpunkt  C  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
BKf  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  zu  betrachten  ist. 
^ur  merke  man  sich  für  die  Constroction,  dass 

ab  ^    d  ,  j 
-5*«sa-.«,  wenn 

oder  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Seiten  c»  a,  ö  des  gegehc- 
oen  Dreieclcfi  ist. 


Tangentenconstruction, 

Sei  in  Tat  IV.  Fig.  23.  wie  bisher  Immer  AH  nnd  BH  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  vorigen  allgemeinern  6e- 
90la  bestHnmten  R^elsebnitt  mit  deii  BerQbmngspunkten  il  nnd 
Bf  se  dann  die  Entfemnegen  CVssuj  CVt^t,  CP=p  eines 
Miebigen  Cnfvenpnnktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  nnd 
BH  nnd  Ihrer  BerfibrungssefMie  AB  eingeben  die  Beziehnng  eines 
kcstftndigea  Verhiltntsses  swischen  dem  Quadrat  der  Entfemang 
p  nnd  dem  Reekteefc  der  Entfemnngen  tt  und  v,  nnd  daber  geben 
4is  Gleiebnng  p'^tw:^ff,  wo  p,  n,  v  verSndertieb,  hingegen  g 
«iatn  bestSndigen  gegebenen  Werth  dieses  VerhXttnisses  vor- 
Mt  Wird  nnn  der  so  bestimmte  Cnrvenpnnkt  C  verbunden  dnreb 
iC,  BC  mit  den  festen  Berfibrungf^punkten  A  nnd  B  und  diese 
Gttaden  vcrlingert  bis  an  die  festen  Tangenten  BHm^  AH  oder 
Hth  D  und  E,  diese  Dnrcbsebnittspnnkte  verbunden  durcb  die 
6«ide  ED  und  diese  verllngert  bis  snm  Durcfcscbnitt  T  mit  der 

llwU  XXXVUI.  8 
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B  T  ä  n  di  i :   üas  Problem  des  Pa  pp  «1. 


Richtung  der  Berübrungssehne  AB,  00  i«t  C7dfe  Taog«iite  des 

Kegelschnitt«;  im  Punkte  C. 

Beweis.  Bei  Apolloaius  Kegelschnitte,  IV.  Bach,  im  Ad- 
fang  and  die  Theorie  der  barmoninchen  Pole  und  Polaren  im  Kegel- 
echnitt*  mit  Anwendung  auf  den  Punkt  T  aU  Pol  und  auf  HCt 
als  Polare,  wegen  des  Vierseits  CDHE  and  seiner  harmonischen 
£igenachaften,  die  fibrigens  leicht  zu  vermitteln  sind  mit  unserm 
Gesetz  der  Curvenbeschretbunj?,  wie  wir  bei  Taf.lV.  Fig.22.  und 
im  Anfange  diesea  $.  K  an  Taf.  ILFig.  12.  geaeben  haben. 

BtMondertr  Fall  dieser  ConslrticUon,  VurchmesserconstrucUou. 

Die  nächst  liegende  Anwendung  dieser  Tangentenconstnictlon 
ist  wühl  die  aul  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
geschriebenen Kreises  in  Taf.  V,  Fig.  *24.,  wo  aber  der  besondere 
Fall  eintritt,  dass  F  ein  Punkt  desjenigen  Kegelschnitts  Ist«  des- 
sen Punkte  in  obigen  Zeichen  die  Beslehnng  eingehen  f^ssfre, 
oder  w  o  die  Entfernung  p  eines  beliebigen  Corvenpnnktes  C  von 
der  Grundlinie  AB  des  Dreiecks  das  geometrische  Mittel  Ist 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Panktes  von  den  beiden 
anderen  Seiten  AC,  BC  desselben.  In  der  selbstverstlndlicbeo 
Taf.  V.  Fig.  24.  ist  FT  die  Tangente  de«  nlher  bestimmten  Kegel- 
schnitts im  genannten  Pankt,  ebenso  TB  die  Tangente  derselben 
Curve  im  Mittelpunkt  H  des  liussern  der  Grandlinie  AB  ange- 
schriebenen Kreises,  der  zugleich  die  Selten  AC,  BC  anf  Ihren 
Verlän'j^erungen  herflbrt.  Femer  ist  G  die  Mitte  der  Corrensebne 
FH  nnd  daher  TG  ein  Durchmesser  der  Corve }  im  Darchsehnltt 
J  Ischen  der  Mittellinie  CiV  als  einem  andern  Durchmesser  und 
deia  Durchmesser  TG  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.  Die  ange- 
führten Umstände,  verbanden  mit  dem  weitem,  dass  CT  inneve 
and  CT  äussere  Bisseetriz  des  Winkels  ACB  und  seines  Nebea* 
wir  k eis  oder  Aussenwinkel«  ist,  machen  den  Curvenpunkt  F  und 
den  Curvenpunkt  B  mit  den  Tangenten  FT  und  BT  an  neoen 
bedeutsamen  Verblndongsgliedetn  swischen  Blementar-Oeonieltie 
und  Kegelschnitts» Geometrie»  wbicbe  Bedeutung  noch  erhobt  wird 
dadurch,  dass  aus  diesen  Gesichtspunkten  neeb  nlüier  vermitteH 
werden  die  oben  sebon  vorläufig  gefundenen  Bedingungen,  unter 
denen  aus  unserm  Gesets  der  Curvenbesebreibung  die  ^nzeliieii 
Arten  der  Kegelschnitte,  nimiich Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  her- 
vorgehen. Wird  nimlleh  In  TaC  V.  Fig.  24.  der  Durehmesser  TG 
parallel  zur  Mittellinie  CN  des  Dreiecks«  so  rfiekt  der  Durch- 
Schnittspunkt  /  als  Mittelpunkt  der  Curve  la'e  Unendliohs  Unmw, 
so  daäs  wir  es  in  diesem  Falle  ofenber  mit  etaer  Parabel  n 
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Brtndiit  Dm  Ftwkim  tU»  ^mßpms^ 


9tkm  wir  mm  Biker  wm,  wtm  <I«m  Amukmm  wil» 
lir  miM— tit  io  Bmmg  wut  ^  QrlUMiliMhhwgtn  dbr  SeHMi 
des  Dreiecks  ABC  mAm  «kMnto,  «o  «rgikt  sich  wMk  aod  nacfc 
F«%9iidM:  Wiokal  iV&O»KJ^0),  dM  k«ia«t  gldek  der  kal* 
k«  IWer«ii  der  Winkel  «n  der  Oraedlkiie  AB.  ^hnm  folgt 
Mck  mmd  neek  unter  den  Aneaknen 

^A=^=c.  ^C^a.  AC=ib 

ieea  Relke  Ten  BnaMungeo  non  der  edketferetlndlieken  Flgvr: 

GO«i¥O.Sec4(4^10-c^,j(^_.^-  (Hh^CiSC' 
wen  Mck  dea  G^iekoogen  Mollweide'e 

ireil 

ÜO: idO »  BC«  AC=iaib,  BT*. AT=l  BCiAC^axb. 

Nao  gibt  die  fär  die  Parabel  geltende  AnDahme  TG  parallel  aa 
GZr  die  Proportion s  NOiCO^OTiOG,  oder  wo 

irae  in  die  Proportion  elogesetit  gikt: 

(«  — 6)£/2a6Co8iC_  Aabc  .   2c* 

0+6   *     a  +  r       a«— 6* '  (o  +  6)  CoalC 

•der 

(a—  6)  c :  2ii6  Cos  i  C  =3  WCoe  i  C;  (a  -  6)c , 
nd  damtne: 

wao  c=  V  a6  utiii  damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

rwai#t    (c-l-6-|-2c)(a-l-6-2c)    (a+6)«-4c^.(a-f  6)«-4a6  _(«-6)« 


36  Brämäii:  Dm  HMm  des  Pmppmi, 

Zo  «kmsftlbea  Krgabnlgen  geingt  m»  durch  die  UOlCBlinie  GA' 
PmIMmCW.  lo  atiMmi  Falle litMtadfeh€rlCeh0irftar«id 
JC  alt  7  «der  jrar=sO>  M  das»  wir  IwkM: 

IC7=iVJ-AICs=0  oder  JVr^JiV+^Z'^ir  +  j^a^ji^i 
A'A:  ==  NG  •  Cotg  ^  =  c  Tg  iCCotg  ^, 

and  daher: 
oder 

(a  +  6)  Sin  O  —  (« — 6)  TgiCCos^  =  0 

oder 

(a  4-  6)  CoeiC8ia^-^<a-**)  SieiCCoo^s  0. 
2(a-f6)€aiGoeHCSIii«— S(e— 6)MiSiaiCCoeiCCoe^s=0, 

wo  CN—m  vod  Coe4^=:=^^5 

(a  +  6)  «6  Sio  CGos«K^~     -    («^^  Sla  0, 

Wie  wieder  voraoaMlit  es  Vei  oder  die  kellie  Gnoidlleie  c  glekb 
den  geometffeelien  Mittel  eee  des  lieldeii  eadere  Dreieck  »selten 
BC—a  mod  AC^h, 

Diesethe  Hüli^liiiie  GK  hilU  auch  bfatifumen  die  Strecke  NJ 
znriscfaeti  «U-in  Fusspunkte  N  der  Mittelliiiie  CiV  auf  der  Grund- 
lioie  AB  uad  dem  Ceatrum  J  der  Ciir?e,  nämlicb  aiio  folgender 
Proportion : 

JNiGK=NTtKT,  wo  ^ITssJ^G.Coeee^sseTgiCGeM^. 

«o  daiui  nach  den  Obigea: 


JiV;cTgiCCosec^=^jt^^:fet^_  cXgiCCotg« 


odc^ 


, _    («4  6)c«  Tg  ^CCosecd    _  (o -|-d)cTs4^'   

""(«-|^)c-(«-d)cTgiCCotg*^  («-^«)6ia^«-^>Tg^CCee»' 
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 4c»iit 

■"4ii6Co«HC-(a— 6)*' 

_„       4c'«t  cm 

«•  «1=5  »  oder  vUvte  ProportlMMl«  aa         tf.  lat  onn  P  der 

nähere  riirvenpiinLt  auf  dem  üarchmesMr  CNJ^  «o  haben  »ir 
Mcb  6eite       die  Gieicbuiig : 

uud  daiief  iixt  den  UaUnnenäer : 

irie  auf  Saite  31.  Fctdot  «rgibt  «iob : 

„  _       __       _  efit  dut 

"  tt  —  f      d — c 

ud  da»  Prodoct  a««  C/  and       andlMh : 

M  daaa  s»««re  BrgehiiiMe  die  Probe  Mteo«  naefc  iPtMber  der 
CarfeBbaltoeeeer  aeie  nmae  dae  geowetiUiafce  Mittel  iiviaoben 
Cl  «ad  HJ  aad  gafnadaB  werden  Icmib  dwcb  eine  OeMtraetleii» 
Jte  Mcirttr  tat  als  alle  ftibetea. 


Ihr  zu  AB  parallele  ut^d  zu  CjSJ  conjugirie  Durehmesser, 

Oben  auf  MCft  39.  and  SL  ivt  an  Tar.1V.  Fig.  2a  geaeigt  iror* 
im  eine  Metbode»  aowebl  die  la  AB  |iaraliele  Darcbmeaaeribige, 
di  irgend  eiae  an  deraelben  Riebtnng  parallele  Sehnenliage  aa 
faMtmlrea.  Mocb  leicbler  trird  die  Geaatroetioa  dieaer  llmeb- 
aemrilage  aar oaaena  jetaigen  8taadpaakie.  Wird  aSailieb  la 
TiC  V.  Fig.  24w  aaa  der  Ecke  A  dea  gegebenen  Dreieeka  AßC 
pnigen  AHL  fiaraUel  aam  DniebMaaer  CNJ,  ane  dem  CaiMi* 
•Mba«  die  aa  AM  paraUeie  and  an  CHfJ  cenjngirte  Onidli* 
aiiieriidbtaag  JBQ,  bin  aam  Daiebaobnitt  Qmk  derSeileariebliiag 
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AC  aU  einer  Cortentangeotoi  so  ist  Q  der  Pol  mr  ARL,  wo  L 
•In  Oorrenpnalrt,  troll  RL^AL  and  B  i>iifcbociiiiitt  Mrüchea 
AL  und  JQ*  Mnn  ergibt  sieb  sofort: 

uod  dos  Prodnct  ans  JQ  und  JR  ist: 

JQ,JR:=JQ,AJS=:  j~  =  . 

wie  oben  auf  Seite  32.  gefunden  für  die  LSnge  13  des  zu  AB 
parallelen  und  zu  CAV  conjugirteu  Halbmessers ,  der  also  wieder 
da»  geometrische  Mittel  ist  zwischen  «/Q  und  JR  und  daher  auch 
leichter  zu  coostruircn,  aii»  iriiiier. 

Auf  dieselbe  Weise  coiistmirt  nsa  an  der  selbst verstSndlicbeo 
Taf.  V.  Fig.  25.  die  DurchmesserliDgen  auf  JV  parallel  zur  Bissee» 
triz  CFOGH  uod  auf  der  dazu  coojogirten  Rtebtaog  TGJ,  dereo 
GrSssenbestimmaDg'  durch  die  Elemente  des  Dreiecks  alMsr  hier 
zu  weit  führen  wQrde.  Auf  dieselbe  Art  ▼arftbrt  man  auf  jeder 
iieliebigeo  Dnrchmesserrichtuog. 


$.  11. 

CoarJUtwUnsleMmmy  dm  KßgettMiU  out  Taf.  F,  Fig.  96, 

Naeh  den  vorangegangenen  üntersaebongea  kann  ee  nicht  nebr 
aweifelbafi  sein,  iroiebes  €oordioatent>y stein  das  be^emsto  ist 
Uk  die  Goscdinaleoanalysis  «asers  Ortes,  da  AB  als  Berabmngn- 
sebne  der  swei  festen  Tangenten  AC  «nd  BC  nnd  die  Mlttettinie 
CD  als  Dnrcbmesser  der  Gurre  nnmittelbar  als  conjugirte  Rieh«' 
tnngen  gegeben  sind  nnd  ab  Coordinatenazen  die  einfacbsto  Glei- 
cbnng  Mr  die  Cwre  nnsere  Ortes  in  Anssicbt  stellen.  Sei  also 
bi  Taf.  V.  Fig.  26.  die  CD  Axt  der  die  AB  Aze  der  und 
wie  frBbor  ABs^^,  CDv^m^  AC^k^  BC^a  nnd  P  ei«  sei- 
ober  Punkt,  dass  seine  Entfernung  PK^t  von  der  AB  oel  des 
geonMtrisebe  Mittel  striscben  seinen  fintfemungen  PM^p,  PGs*^ 
TS«  den  AC  und  BC  oder  bestebe  die  Gieicbung  s*=pg,  Sntano 
wir  den  Coordinatenwinkel  CDilas«  nnd  die  Coordbiaten  den 
Pnnktes  P  wie  Figur  self^  PJ^xs^LD  und  PL^JDsaj,  wo 
EPLF  dnreb  P  parallel  tu  iIiB  und  £  der  Dnrcbecbnilt  awMien 
C0  und  EF,  lemer  EL^tFttsm  nnd  EPssu^y,  FPasu-^y; 
eo  gibt  die  Plepnitbni  LFiBD^CLxCD  in  dienen  Zeichen: 
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,           c(in — x) 
ii:c  =  ]|i — xim  oder  m  =  i 

fe^  Icmart 

FP=ir  +  3r  =  ^^^^+y  =  i(cm-«r  +  ii.y).  ' 

BS  vi 

Df€«c  Wtttb»  bennlst  tvr  B««tiniDung  jeaer  P«rpeiidik«l  g«bes: 

PU =p  s  P£ .  Sio  ^  SS  (cm  — cj: — m^)        =  (cw  —  ca:  —  «ly) 

Diese  firgebiüsse,  eingeführt  in  die  BedlogoDgegieicliniig  g^szpq. 
Mm»  sa  der  OorveiigleieboDgi 

•der 

■ 

oder  geordnet  nach  den  Coordinaten: 


4 


Wird  nun  gesetzt  x  etatt  g-f^^^^»  «o  ist  der  Anfangspunkt 

GmilMle»  vemti*  fo  dsn  Mitiel^viikt  dtr  Gan«,  and  wir 
htbes: 

Iis  MitlilpaiifclsRleiciiinig  b«iog«ii  «nf  afei  AyMta  «mjaglrlir 
DvebasMr,  wo 

  nhc^m'^  _  abnß       cilm"^     ^      ahtß  _  c^d_  ab 
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oder  vierte  Proportieiiale  cn  a,  b,  e,  welche  Ergebeiese  aoTs 
SchOoate  flbereinetimineii  mit  denen  der  frOheren  Syntheeis  auf 
Seite  38.  Taf.  V.  Fig.  24.  und  Seite  31.  und  32.  Taf.  I V.  Fig.  dl. 
Auch  die  Ebtfemang  dee  orsprfinglichen  Anfangspnnlctes  D  In 
Taf.  V.  Fig.  26.  vom  MittelpnnlLt  der  Corve  oder  die  Strecke 

AJ  =  J^^^  =  J^e  *°        ^  •       ^  «timmt  gans  libereio  mit 

dem  zweiten  Gliede  des  iiiiionis  g'f  unserer  ursprüngli» 

eben  Gleichnng,  welches  bezeichnet  die  Strecke,  am  welche  die 
Aze  der  y  verschoben  werden  niaee,  nm  den  Anfangspunkt  der 
Ceordinaten  in  den  Biittelponkt  au  versetzen.  Wird  in  der  or- 
sprffnglichen  Gteichong  gesetzt  y^O,  so  folgt: 

c^m       cmyfab    -  em{\f  ab^e)  em 

uas  wieder  übereinstimmt  mit  iScite  .30.  Tnf.  IV.  Fig.  21.  In  den 
Ausdrücken  Ü  und  ]0>  für  die  eonjnijirfen  llallimesserlängen  sind 
zuj»leich  die  Bedingungen  ansgefjprochen,  unter  denen  aus  unse- 
rer Ortshestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Keijolsrhnif ten, 
Dänilicli:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  hervorgehen.  Uie&e  «sind 
wie  oben  c—  S^nh  für  die  Parabel,  c  <  V  nb  für  die  Ellipse  und 
i;>  Va6  Ii9r  die  Hyperbel.  Ini  Fall  der  Parabel  gebt  unsere  ur- 
aprUnglicbe  Gleichung  dber  in: 

2c«mx+mV=«*"»*  ö^^er  3f2-c«~^:r=  ^(im— = 

wo  p= — 9  d.  b.  der  Parameter  die  dritte  Proportionale  zur  hal- 
■  in 

ben  (irundKnte  e  und  sur  Mittellinie  m,  «ad  statt  \m—x  ge- 
setzt ist.  Die  Gleichungen  fir  AC  und  BCIn  unserem  ursprang* 
liehen  Coordinatensystem  sind: 

^ =  I  ..d 

m     c  m  c 

und  es  lisst  sieb  leicht  zeigen,  dass  diese  Taugentengleicbuiigen 
sind»  wie  folgt: 

--  m 

aus  den  Gleichungen  der  (.'eraticn  AC  und  BC  eingesetzt  in  die 
ursprüngliche  Curvengleichung,  gibt  narolicb: 
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T  2abcy  +  a^^*  ==  —  abc* 

«der 

M  dw  die  Gerad«       Dar  eincA  Pnvkt 

•  «ss-|-e  snd  «as«  .««0 

nItderCisnre  gemein  bat,  ond  ebeDso  die  Gerade  jffCnmr  den  PiidH 

y  =s  ^  e  imd  x  =  m  +    •  (*e)sC, 

wie  zu  i)eweU«n  war. 

2e%te  oben  «cIiod  die  Fofm  der  «rapHloglicben  Corfesglel» 
Afutg,  der  das  Prodact  sff  der  Coerdtsates  feUle,  dsreli  diesen 
Caataad»  dass  k  Taf.  V.PIg.96.  die  ^0  ned  die  CD  eonjogirfe 
Kchtnngen  der  Cnrre  sind  and  also  mit  Recht  gewlhlt  iruide» 
da  Coerdihatenazeo»  ae  aeigt  der  andere  ünatand,  daaa  dieselbe 
ClDvesgleidisBg  kein  y  der  ersten  Pofena  entbilt,  die  CD  sogielidb 
ili  Dnrchnesserricbtang  sod  bestXtigt  mit  der  Taagenteneigen- 
•tiaft  dsr  AC  «sd  SC  osab  n«br  jtse  Wabl  das  Ceerdtaatas 
^ilasM* 

Qkkhung  der  TamymU»  FT  und  HT  m  de»  MUtelfninkUtk 
Fmtd  B  der  dm^  DreMt  ABC  9im§e§€hri^mm  JTrwse  nsdb 
1^.  K  Fig.  9^.  im  ursprünglichen  Cem'dmmtmtt^tem  dw  AB 

und  CN. 

hdisss«  sM  die  GosrdfBafsn  WK^FF^at  snd  FK^NF:r^$ 
^Ptaiktes  F  gegeben  dareb  die  Prepeiliaasa: 
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»KxdftmOFtCO,  FEtNOssCFtCO, 
wo  Meli  frfibmn  Ergebnkwen  und  VoraoMflttoDgMi : 

CJ\=m, 

,.„^1^.  »0=«^.  <:f=^^, 

also: 

-     _      AabeCoH  IC  ,  2o^;  Cos  |  C 

oder 

2cin  (a--A)c_2a6Co8|e  aa»Coo|€ 

oder  ^ 

Wird  Boeh  gezogen  PF  parallel  zo  CA  bis  auf  die  Aß,  ferner' 
lüe  Tangente  7T  verlängert  bis  L  auf  CiV,  so  eled  die  Dreiecke 
LNT  und  FFT  fthnlicb  imd  gebeo  die  ProporttoD  LNiNT 
ibFFsPT,  wo 

«•JM    (a  +  6)c  2em 


_„(a  +  ^_     2cm    .  4a6c+2acH26c«    .     .„  (a+6)cii 

Endlich  aus        und  US  die  Gleichung  der  ZiFT*,  nämlich: 

oder  (^^ft-f  flC-f  6c)^     (a-^)y  , 

oder 

(2o6  +  flc  -I-  Äc)  jr  4  (a  —        =  (ff  +  A )  CM. 

Ebenso  gibt  die  hObere  Analysls  durch  AbloituDf  au  der  €ar- 
▼eoglelehaDg 

DSr  den  Berühmogepmikt 


JDigitized  by  Google 


MrämäW  Dm  frHkm  äe$  Pap  put.  43 


dj«  laogeateDgleiGbnog : 

(i-»)f,'(*.  jr)+(r-y)/;'(»,  jr>-o. 

vvn  JT,  F  die  laufenden  Coordinaten  und  x,ff  die  4es  Berfiiiciilig*> 
poiiklM  «ind.   So  kiekommen  irir  oimltcli: 

/T    _2<?w»_v  2fl6iflc-K6c      y     (g— fe)c  ^  (g  — 6)1»  _^ 

(^6  -I-  ai:  -1^  6c)    -1^  (a— 6)  m  F  =  (4  -|-  6)  cm« 

wie  «bee  dorcb  SynfbeeUu 

Ist  Q  der  Treffpunkt  zwischen  TU  und  CNJ,  so  sind  C,  X, 
iV,  Q  barrooniscbe  Punkte  und  geben  die  Proportion: 

CQiCL^HQiLN,  eder  m'^NQim--LNT9lfQiL19, 

oder 

titeiebuBg  der  TJdQ  diese: 

—  *    .  («c  -t-  61?—  2fl6)a:  (a--6)y 

(ac-|-^-'^6}^-|-(« — 6)eiy  s  (a-f  6)aii. 

Oeekes  wir  au  im  TaT.  V.FIg.35.  e«e  £r  oeeb  CW  die  //U 
fvattel  sa  AB,  so  folf^t 

i»C/:^^-l(a+6+2c)SeeiC:?!^?, 

«,T         ^>("-*-^H-2e)c_  (o  — 6)c  _ 

"^'^      m  CwHC      ~  «+6— 2c  -9-^^' 
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wenn  HVwn  CNJ  parallel  nacb  il/^^  gezogen  Ist  Dann  folgt  «ach 

VT—IVT    «rr— iiii/'lf  _  (a  — 6)c  iah r-'2ac*-2b^ 

"'■^^        a-b      a  +  6~2c'         ^  (a^6Ka+6--2c/ 

ood  BF  ist  gegeben  dardi  die  Proportion: 

aViaO=^ClS.CO,  oder  iyF:CÄ— CO  =  m:^^j Co« 
oder 

oder 

daraus  die  Taitgeuteogieicbuiig  im  Punkte  Hi 

,y        2fm       2a6  —  ar — -yy^         — v  (^^ — b)cin  - 
2c  -         *  "27^a  —  6^+  <       a  +  6  -  2c-^ '  tTp^c 


«  ,v  ,x  — <fc— 6c). 2rm -!•(«— *)*ijifi 

{ac  +  Äc— 2a6)x  +  (a— 6)wi^='  a^^— 2e   ^  ' 

/    ^/              w               (2flA— 2cc--2Ac -t- fl« -f  6») cm 
(oc  +  ^w— 2fl6);r  +(a  — 6)my=:'  a-f^— 2c  ^ — ' 

(ac -f  ^^3a6) -f- (a — 6)  mjy  =  (a -f  6)  cm ; 

wie  oben  durch  Syntbesio. 


Axenrichtunßen  und  Axenlämgen. 

Sind  nach  Obigem  nicbt  nor  anrei  conjogirle  Dnitthmeaaor  nach 
Lage  und  GrSooe,  aondem  sogar  zwei  Paare  solcher  leicht  gefun- 
den» so  ergeben  sich  nach  der  Methode  Ton  Chaales,  Geschichte 
der  Geometrie,  Seite  42.,  Note  43  der  Ueberaetzung  von 
Sobnckot  leicht  Greese  und  Alehtnng  der  Azen,  welche  Con- 
«tmctlon  am  einen  oder  andern  Paar  conjugirter  Darchmesser  ans* 
geführt  werden  kann.  Vergleiche  noch  das  obengenannte  Werk  von 
Chasles  Seite  386.,  wo  Irorausgeht  die  Eotwickelong  derselben 
Constmction :  Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  beiden  con- 
jugirten  Balbmesaer  sieht  man  eiae  Gerade  aenkrecht  gegen  den 
aweiten  HmlbmeoMt  «Ul  Mgt  auf  dlesir  Gmden  von  A  nun  swel 
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I  äimMm  waip  j«d«o  gleidi  deai  sweHra  HilbmeMr;^  die  Bad- 
pnte  B  wbA  C  dleMT  M<l«ii  Absdmitta  veriblndet  num  nlt  den 
MüMpnakie  itf  dar  Gm«  d«rdl  dl»  Gmd«ii  MB,  MC*,  d«i 
yfkM  BMC  «Ml  Miofln  MebeMrinM  bSUIet  mn  dirob'  iwti 
Mse  CSmde,  di«  die  RMilopgeii  Hh*  die  Mdeii  Axen  der  Gurre 
aB{?tlie«.  Die  Simiiiie  MB-^MC  wird  der  groceen  Axe  »d  die 
DHntae  MB  —  JfC  der  kli^ee  Axe  gMcb.  Eine  andere  Bnt^ 
«ielMlang  dieser  Cmieffoetion siebe  im  „Problem  des  Nxdorge** 
reu  Gynoaeiallebrer  Brändli.  Schaf fhansen  1860.  S.36. 


f  12. 

Htiupier^ebniss  imd  Schluss  unserer  Untersuchitnß. 

Erklärung.  Nach  Steiner  S.  157.  der  j,Sy»tematiscbeii 
Eatwicklang  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten." Berlin  1832.  heisst  ein  Kegelschnitt  einem  Viereck  har* 
luooiach  u mscbriebenj  weoo  er  der  Ort  eines  freien  Panirtea 
Ist,  der  die  festen  Ecken  dee  Viereclw  in  einem  hamonisehen 
StnblbOeebel  prejiclrt. 

Eben  fio  beissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf 
den  7ui;ehörigen  Keprelschnitt  vier  harmonische  Punkte,  ohne 
auf  einer  Geraden  zu  liegen. 

£in  Kegelschnitt  heisst  einem  Vierseit  harmonisch  ein* 
xesebrieben,  wenn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Tangen- 
ten des  Kc(;elschiiitts  jede  filnfte  freie  Tangente  desselben  har-  . 
monisch  schneiden.  Ebenso  heissen  die  vier  festen  Tangenten  in 
Bezug  auf  den  tngebörigen  Kegelschnitt  vier  barroonieehe 
Tangenten»  olroe-^inen  Strablbdsebel  an  bilden. 

Ana  dieaen  Veranaaetsnagen  ergibt  aiab  noch  leicbt  Ar  die 
fier  bannenlsebes  Punkte,  wenn  man  den  DBnUea  freien  Carrea- 
paakt  mit  Irgend  einem  Jener  vier  anaammenlalIeD  nnd  Ihn  aeine 
ilgeae  Prejeetion  aela  liaat«  ao  dasa  die  Tangevf«  In  denaelben 
Proje<^on«iatrabt  lat,  Folgende» ;  Die  Taneente  In  jedem  der  vier 
iMenliteben  Pnnkte  lat  zu  den  drei  Strahlen,  weiebe  er  mit  den 
M  Abrigea  beathnmt,  der  vierte  barmonlMbe  Strahlt  nnd  awar 
injenigen  SCrabI  angeordnet,  welcher  dorcb  den  dem  Jedeama- 
Igea  l^■1lkt•  angeordneten  Pnnkt  gebt.  Die  Tangenten  in  je  swel 
mgeordnetea  Pnakten  «nd  die  Gerade  zwiseben  den  awd  <br|gen 
Fakten  geben  dnreb  einen  Punkt  Erfflüen  umgekehrt  vier  Punkte 
flMeKegelscbnittaeinederawei  Bedingungen,8o sind  sie  barmeniacb. 

f^;!>>t   iti  Ii,   ciicn^o  den  iit'i  n  fii  iiriLjKpunkt  der  fönflen  freien 
Tftogeate  xu^ammeii&Uen  mit  cieiu  Üerubruogspunkt  irgend  einer 
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« 

geilt«  so  einm  Paukt  wtmmmwB^MmM^  im  tmmmmmWä  od! 
ihrnn  DoiciwdiiiittaiNHilit  s. «.  1»  «o  M^ts  0«  B«nlmi8*P«nfct 
«Imt  j«d«ii  der  ? itr  lestM  iMmMiiMliw  TaaeeiitMi  Ist  sn  ömi 
df«l  Peakten,  In  waletai  «fo  di«  dr«l  fikrigea  gomhaitlM 
«rlrd»  der  Wert«  hemoaieclie  Peakt»  «ed  ewer  dmjeelgee  sege- 
erdnet,  in  welehem  die  jedtemtlige  Teegente  iren  der  ibr  i«ge. 
erdeeten  geaehnittee  wird.  Ferner:  die  Befflkfongepeekl» je eiveier 
ivgeoidBeCen  Tangenten  end  der  Oarehachnittspuakt  der  awel 
übrigen  Tangenten  liegen  in  einer  Geraden.  Erfttilen  angekekit 
vier  Tangenten  einen  Kegelecbnitta  eine  der  iwei  Bedingungen, 
ao  aind  ale  hameniack.  Vier  Tangenten  einee  Kegeledinitte, 
deren  fieftknngspunkte  barnioniaeb  aiad«  beetnben  aeihet  nie  har- 
moniacbe.  Vier  baraoniache  Tangenten  eiaea  Eegefecbnitta  beben 
vier  barmenlacbe  Berflbmngapnnkte.  Allee  dieaea  zeigen  die  Flg«* 
ren  24.  n«  3S.  auf  TaC  V.  gana  dentlicb,  und  awar  enter  der  lieeon- 
deren  Bedingung,  dam  in  den  bamoniaeben  Strablbdaebeln  A  oid 
B  daa  eine  Paar  sngeordneter  Strahlen  AF  nnd  AB,  BF  und 
BS  reebtwinklig  und  die  Winkel  des  andern  Paares  zugeordne- 
ter Stralilen  AC,  AB  und  BC,  BA  hhUten.  Ferner  sind  die  vier 
lurmonischen  Punkte  ABFH  die  Ecken  eines  Krei8selinenTierecik&. 

Ist  nun  ABFH  ein  beliehli^eft,  einem  Kegelscknitt  einge*  ' 
acbriebenes  tiarmonisches  Viereck,  an  deaaen  Ecken  Tangenten 
eanatmirt,  auf  dieeeiben  nnd  die  Curvenpnnkte  nngewandt  der  Sata 
Ten  den  EfitferTitin!»en  zvrischen  Cur?en|ninktett,  Tangentenpaaren 
nnd  Seltan  dea  Vierecke  ala  fierahrangaeehnen ,  a«  ergibt  eich  der 

Lehnnit,  Ist  einem  Viereck  umschrieben  ein  harmonischer 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Product  der  Entfernuni^en  eines  beliebi- 
gen Curvenpunktes  von  zwei  coordinirten  Seiten  ^leicli  dnn  Pro- 
duct der  hviitfernangen  desselben  Punktes  vou  je  zwei  andern 
coordinirtea  iSciten. 

Beweis  aus  Taf.  V.  Fig.  ^11,  durch  projectivische  Eigenscbaf* 
ten:  Es  seien  a,  b,  c  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die* 
selben  projicirt  aus  dem  vierten  Pnnkte  P  desselben  Kegelschnitts 
durch  die  Strahlen  .1,  /i,  C;  aus  dem  fünften  Peekte  P,  dnrcb 
die  Strahlen  A\  B*,  C  nnd  alle  dieee  Elemente  als  fest  n«ge- 
Dommen,  hingegen  m  als  freier  aeelieter  Punkt  der  Cur?««  «nd 
•derselbe  ebenfalla  projicirt  ana  deaaelhcn  Punkten  P  und 
durch  die  Strahlen  3i  und  M' ,  so  gibt  die  projectivlaebe  Eigen- 
schaft der  Kegelecbnitte  die  Proportion; 

S'm(A ,  M) .  Sm{A,  C)  _  ^\u_{A\^M') ,  Sin (/I' ,  O)  . 
Sin(Ä,  Ä>  Sin(Ä,  C)  ~  Sio(Ä',  M') Sin(Ä',  C) 
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gi^,  M)  -  Sin  (Ä',  m  Lsin  {B,C)'  Sin  (B' ,  6^)  J 

Sin  (Ä,  ilf ) ^  •  Sin  (Ä* .  Jf ') ' 
w«  4er  coMtale  Coelideiit  X  g^geban      darcfc  die  Gleicimiig 

^  *~Siu(Ä,  C)'siD(i*', 

Dieser  GoefBcieet  1  kaea  den  Werlli  1  annehmen  vnter  der  Be» 
diagMg,  d«M  Winkei  {A,  Q  a  Winkei  (il',  C) ;  Winkel  {B,  O 
5  Winkel  (B',  C%  wae  einen  Kreie  veraeesetot  In  dieeem  Falle 
haken  wir: 

Sin(Ä,  itf;    Siii(/^',  M*)  ^  Miyiuidi,  M)  ~  if'  Sin  (ir.  M') 

oder  edcr  pq=-uc,   «1.  h.  im  kreissehnenviereck  aPFM 

iit  die  Pk'educt  aas  den  Entfernungen  eines  Peripheriepunktes 
fen  awei  coordlnirten  Seiten  gleich  dem  Prodoct  aae  den  Ent- 
fefimiigen  deaeelben  Punlites  von  je  twei  andern  eeordinirfen 
S^leo,  wie  ecken  eben  in  {•  7.  gefunden. 

Der  zweite  Fall^  wo  l  den  Werth  I  annimmt,  ist  die  Bedin« 
Sin(i4,  C)     S\n{A' ,  C)  _  Sin (A^)  _  SinM\  T) 
geog,  daee  {5|„(^^     —  s\ii{B\c')  ~  Si«(iB,  ü)  ~  Siü(i?',  7) 

^  Sinr.^  ,  ^     SinM ,      ^      ^ gemelnechaftlieiien  Strahl 

der  beiden  ßCIschel  P  und  P,,  und  T,  die  Tangente  in  P,  hin- 
gegen jT  die  Tangente  in  P,  vorstellt.  Diese  Ikdinmini;  setzt 
voraus  i'inen  dem  Viereck-  aPPJb  umschrieljeiK'n  liarmoiii^cheu 
Ikegelficiinitt  und  führt  als  .Scfilussergebniss  den  oben  ausgespro- 
oheoen  Lehrsatz  herltvi  :  tltMui  die  liarmoniNcfx^  Proportion  für  den 
freien  Curvenpunlit  m  unii  seiix^  Proj<;'('tioiissti afileu  iU,  M'  nach 
P  end  Pf  gibt  aue  Taf.  V.  Fig.  27.  nach  und  nach : 

Sin(^.  Jl)  SinC^',  .V)     ,     .      ;V.Sin(i<,Ä),jr.Sln(.<',ilf')  , 


i4ffr  oder  iMraaie»  wie  an  beweinen  war. 

e  >  9 

lel  der  CoefÜcient  X  nicht  1 ,  sondern  ein  anderer  W,erth,  so 
hll^  auf  dieselbe  Weise  der  allgemeine  Satz  Newton* s  vom 
digOiebriebeBen  Viereck  des  Kegelschnitts  nach  §.  3.,  wie  er  bei 
dha  ScMftetelleni  Uber  nene  Geometrie  eicb  findet. 
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II. 

Gruodzüge  der  Theorie  der  hyperboliscbeo  Functio- 
nen and  der  Anwendung  derselben  sur  Ansriebong 

der  Wurzeln  und  zur  Auflösung  der  Gleichungen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


J.  1. 

Da  die  Wichtigkeit  der  Theorie  der  hyperboliaeheii  Fanctio- 
iien  für  die  Analysis  sieb  irnmer  mehr  heraaeznatelleii,  mir  aber 
die  bisherige  Entwlcl^elang  derselben  und  namentlich  ihre  An- 
wendung zur  AnflSsong  der  Gieichnngen  noch  in  mancher  RSek- 
siebt  einer  Verelnfacbmig  and  Verbesserang  ftbig  xu  sein  scheint; 
so  hsite  ich  es  Itir  zvreckmdssig^  in  diesem  Aufsätze,  ohne  irgend- 
wie anf  VolistSndIgIceit  Ansprach  machen  in  wollen ,  so  seigcn, 
wie  :nach  meiner  Ansieht  dieser  Gegenstand  darsusteilen  sein 
dürfte^.  Bemerken  will  ieh  Itlr  jetzt  hier  nnr,  dass  der  Um* 
stand,  dass  die  hyperbolischen  Functionen,  —  wie  übrigens  nscb 
der  Natnf  detselben  von  Torn  herein  sn  erwarten  war  and  eigenl* 
Heh  sieb  von  selbsf  Terstand  —  eben  so  gnt  wie  die  Logarithmen 
snr  Aossiebnng  der  Wnneln  gebraucht  werden  können,  nicht  Im- 
mer mit  der  erforderlichen  Bestimmtheit  und  Dentlicbkeit  hervor- 
gehoben wird;  nnd  rflcksichdicb  der  AoflOsuug  der  cvbiscbeo 
Gleichungen  bin  Ich  der  Meinung,  dass  ein  besonderer  Vortbett 
der  in  Rede  stehenden  Functionen  gerade  darin  liegt,  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  die  cardaolsche  Formel  ganz  entbehren  kann, 
sich  also  von  derselben  auch  mittelst  der  byperbollscben  Functio- 
nen  gans  unabhängig  machen  muss.   Dies  wiren  etwa  die  we* 

*)  >Uii  vergl.  die  «ehr  verdleoiülcbca  Esiwickelungen  tob  Herrn, 
Matz  kl  in  Tbl.  XlXVli.  S.  809.  nnd  toq  Herrn  Groasu  in  den  naten 
notnfnhrenden  Schriften. 
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WcBD  #  wl«  gewOhultcb  die  Baal«  d«r  natlirJiclieD  LogariÜi- 
Ml  ■nd  9»  eine  beliebige  verlaterllehe  l*rllM«  besriehaet;  ao 
yimm  die  betdee  Fotiettoneii 

— 2^  ™  — S — 

iwpeeflfe  der  byperboliscbe  Cosinee  «nd  der  hyperboli- 
iflüe  Sieve  ven  9,  aed  werden  dereb 

I)  .  .  ,   .  Cos  9  =  ^ — >    0109?  =  2  

bezeichnet,  inffem  man  sich  zur  (n  forschet  dang  von  dem  cykli« 
wichen  Cositiue  umi  Mimi8  coftcf-  unU  »iiiqp  hei  der  Bezeichnung 
der  hvperholischen  Cusinus  nmi  S'mtiB  grossier  ADlaiigsbuchstA" 

bell  ijcdient. 

Bekanntlich  können,  indem  wir  fOr  jetzt  hier  nur  reelle  Wertbe 
roe  9  betrachten  wollen ,  Rlr  jede»  reelle  q>  die  Fimetieiien 
in  die  eonvergirenden  unendlicbeD 


f    tp     tp^  (p^ 

entwickelt  werden,  woraus  sirli  mit  Dc/ui^  auf  1)  unmittelbar  die 
beideo  folgeoden  aUgemeiu  güU^eu  Gleichungen  ergeben: 

Co.»  =  1+ j-5  +  j—j  +  J--J+..... 

Ä«»- ,  +172.3+ r:;:6+n..:f+' 


man  eegleich  erkertnt,  das9  Cos  9  stets  pesltir  ist, 
Md,  weoo  9  von  '•«•od  bis  +qc  wächst,  von  -|-qo  bis  1  sbniraMt 
«I  vea  l  bis  -f-ee  wächst;  dagegen  ist  ISin^  negativ  oder  posi- 
it,  jenachdem  q>  negativ  oder  positiv  ist.  und  wächst  von  —  OP 
kb  -^oe,  wenn  9  von  —  oc  bis  -f-oo  wächst.  Es  kann  also  Coe^ 
Mov  positive  Wertbe  annehmen,  die  nicht  kleiner  als  die  Einheit 
dagegen  kann  Sin  9  jeden  beliebigen  negativen  oder  posItiTett 
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Mit  und  Sbvs  m»  bat  4at  ämmmäm^  Umm  WnwdiUmm  w«4l 
n  beachte 

So  wie  In  der  Tbenrie  der  kreifefniii  tlonen  bildet  mau  au8 
den  hyperboUiicben  Cosinussen  and  Smusseo  neue  byperboliscbe 
FuDctiooeo  nach  deo  Formeln: 

_  Sinop  Co»« 


a.    w,9  was  biar  natfirlick  aiobl  vraltar  arliatert  u  weiiaa  laawAl. 

Aus  den  Lieideii  i  undauieutaUortaein 

1/089  =  — Y — »     oui^ss  1 — 

laaaan  alcb  laiebt  alaa  Meage  too  Ralalionan  awlaeban  dleaea 
Foaelionaa  ablaltao,  von  danea  wfr  jadaab  nur  eiaiga  dar  wicb*- 
6gatan  avMakala  wallan. 

Weil 

Coa(-9)a — ^«    — — , 


öin  (—9)  =  j —  =  — 

lal;  aa  tat: 

S).  .  .  .  Coa(--a>)=:Cos9,  Sio(— 9)=— 81119. 
Faraar  tat  aaeb  da»  GraadfonaalB: 

4)  Cm«)*— SiB9*isl 
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folglich,  weil 

S)  Co8<3P«  +  Singp«s=Co«29. 

AmB  4m  Gleicboog  4)  folgt: 

4tm  oiwre  «to  wtoM  Zeiche»  niut«  JlnMIieMi  ^ 


pMHi«  oder  aegufi?  Ist. 
Weil 

Ca89>6iii9=s  j — .  ^  Ä  j  

ist«  M  iet: 

7)  SCes^Stti^rsSiQ^. 

F«fBer  i«t  «adi  <ieh  ttrewlibniites 

<9  +  ♦)  *  3  =  4  


—  i 

«  j       +—5  ^  . 

iiin<9  -I-  ^)  =  j  =  j  

 L^:::  ^  

a— j— — 5— -1^— 5  i 


4* 
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52  Brünett:  Tk€arU.d§9  ki/ferMUcMen  nmeikmem 
«tso: 

i  Co«(qp-|-tl')  =  Co8  9)Go8^4-6inop6in^', 

8)  .  .  .  J 

(  Siii(9»4^)  =  Sm9Co««f>-|-Co09)Sin^. 
Setzt  man  io  dies«»  Farmeiu  — ^  tüt  ^,00  wird: 
Cos  ((p  —  ^)  =  Cos^Ce«  (—  1^;)  +  Sin  9  Sin  (—  'V') , 

also  aacb  ^: 

■ 

9)  .  .  .  ] 

folglich  nach  8)  und  9) : 

{Cos  (9  ^)  s  Cos  9»  Cos  ^  ±  Sin  ^Sin  if, 
Sin(9i^)  =  6in9Co8i|>i  Cos^6iu^. 

Hiernach  ist : 

Cos      4*  ^)  +  Cos      ->     =  2Co8|^Co8^ , 

Cooi<V+^>— CosKv  «aSin^^SIni^, 

SiniCqp  +  tp)  +  Sini(qp  —  t^)  =  SSiniijpCosi^, 
SloK9»+^)-Si»««-*)  =  2Cos^Slo*^; 

also»  wenn  man  Ar 

leapeetive 
setst: 

Cos  9  4-  Cos   3=  9  Cos  1(7  4  ^)  Cos  K9> — ^) » 

Cos  9 — Cos  ^  =s  2  Sin  i(9>  +  ^)  ^io  4(9    ^)  > 

biucp  -f  Sini^is:  26iu^(9-|-^)CoaK9 — 
Sfo9 -Sinifr  8  2Coai(9-|-^)SiiiK9~^). 

Nach  10),  5)»  7),  4)  ist: 
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=  Cos  29  Co«  9  4-  «SiD  2^  Sin  9 

9  (€08  9>*  4- Sl»^  Cos  9»<f  98lii  ^Cm  ^ 

s4Co«9*--3Cos9>, 
SiDa9  95Sin(29-|-9>) 

■ 

=:  2  Sin  q)  Co«  90^  4-  (Cos  9^  -f-  äiu  9^)  Öiu  9 

98Siii9(Slii9*-|-lH9Slii9«  :f  l)8iii9 
=  4äui9*-|-33iD9i  .  .  ? 

also  die  Mdeo  folgendoD  GleicliaBges  hati 


! Cos  9'— I  Cos  9  —  i  Cos39  s  0» 
Sfai  9«  4- 1 SI09 -iSln  39  sftO; 


13).  .  .  .  .{ 


nnd  wsiiv  man  19'  lllr  9  setsi: 

Cosi9' —  a  0osi9  —  iCosqt>  =  0, 
Shi  i9>  + 1  Sin  i9  - 1  $iD  9  »  0. 
Die  aus  tlem  Obigen  bekannte  Formel 

Co»  29  =  Co8^>|.Sin^ 
kann  mau  nach  4)  auch  auf  Tolgende  Art  darstellen: 

Ciisi9  =  SCos99— 1  SS  2SiB9^ -!>  1 , 
nroraus  sich,  wenn  man  I9  lür  9  setzte  dl«  Aiisdräcke 

Co09=2Cas|9«— ]ssSSiiil9»f  I;  ' 

ofgsben,  das  obere  oder  untare  Zeichen  geaoainmn»  Janadbdem 
9  peeitir  oder  negativ  ist 

Man  siebt  Mcbt  eio»  dass  man  diese  Theorie  ganz  eben  se 
darcbRihren  kann,  wfe  die  Theorie  der  Krelsfonctionen,  was  Boch 
weitef  zu  entwickeln,  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde.  Haiipt- 
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•icUleli        9im  dar  «pltorea  Amytoy  w«||Hi  m&A 
einig«  Forateta  •Mbig,  die  wir  in  IbigandM  PangrapbM 
wlekeln  woUm. 

« 

Dwcb  MttlttplicmtleB  eriitit  mwis 

(Cos  <p    6iu  9?)  (Cut»  9>|  9^^) 

aUo  naeli  10): 

(Cos  9> £  Sin^) (Cos  (jP|  i:  Sitf  ^  s  Goii(9  4  9i )  ±  Sin  (7  +  ^)» 

vnd  dordi  &aioiotm\w%  Asweoiaag  dieier  Gleiekuig  ergidbt  «icli 
•ogteieii: 

sCm(949, -I- 9,-|-....4^t):tSin(9-|-9i -|-9s-|-....-|-^Pki^/. 
Setit  OMUi  liierio 

g>  =  y,  r=      s=  .  ,    =  , 

M  «giebt  sicliy  «oter  der  Venoaeetai^^  defs  n  eine  pesitffe 
guse  Zelil  iet: 

17)  (Co89;Jb^i"?)"  =  ^^o*^''9^:L'^^°''9* 

N«D  lel,  weon  «ucfa  fefoerbin  h  eine  peeilive  gmee  Zehl  be- 

(Co»  qp  4  Sin  g»)" 
^  (€oe^:b  Sin  9)«(Göe9^SiÖ9)" 

s(Co8«p=FSbi9)", 

weil 

(Co«  9  db  Sin  9)(Coe  9  T  Sin  9)  =  Coe      Sin  9)*=:  1 
Ist   iNacb  17)  i9t: 

(Gee  9  T  Sin  9»)*    €nn  «|i  qFSin«^* 

aUo: 
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(Cos  9±  Sim^)r^  SS  JCo^ßSP  T  i^in  »9 » 
und  foIgUcb,  weil 

Cosii^s  €08(^119),  Siiis4is=»Sin(^]i9) 

Wt: 

JQ.  .  .  <C4M|9^Siii9)-»^Co«(— ii9)i:Sin(— »qp). 

Nach  17)  ttud  18)  mi  üt#P  lür  jeiip«  positive  odei  negative 
gioze  »;  ' 

19)  .        .  .  (Cm  9  db  SId  9)*  =  Cosfi^rtSlnnv* 

Bezeichnen  oan  m  uod  n  beliebige  positive  oder  negative 
pue  Zahlen»  so  ist  hiernach: 

(Cos  ^9  J:  Sin  ^  9)^ 

55  Cos  «  —  9?  db      w  ~    =       '"9  i      "'9  » 

uuii  iiiigiicb,  weil 

Cos  1119  ±  Sinin9  ss  (Cos  9  J:  Sin  9)*" 

ist: 

m  7n 

20)  .  .  .  (Co8--9±Sin-9)-  =  (Co89i:6in9)'"- 
Also  Ist^  WMMi  II  eine  positive  ganze  Zahl  beaeicbnet, 

Los  - 9?  ±610-9 

ein  Werth  der  «teo  Wurzel  aus  der  Grösse 

(Cos  9  J:  Sin  9)« 
oder  eio  Werth  der  Grösse 


m 


V(C3ös9J:Siii9)»    oder  (Cos9JbStn9)". 

« 

Weil 

Cos  9*  —  Sin  9*  =  1 

«der 

Sin9*sCos9^^1, 

mA  daher  immer 
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ist;  00  Ist  die  Grosse 

deren  erster  Theil  stets  positiv  wt,  immer  positiv,  was  eben  so 
natfiriicb  such  voo  der  GrOsse 

IVK  IM 

Cos— ^^SId— 7 

gilt«  so  dsss  aiso  nach  dem  Obigen  diese  Grosse  jsdefseit  den 
positiven  Werth  darsteUt,  welchen  die  Worxel 

m   M  ' 

V  (Cos9dbSin v)*  «Hier  (Cos 9  ± Sin  9)) • 

immsr  hat 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  mit  den 
entsprechenden  Maivre'scheu  Foriuelo  von  den  Kreisfunctioneo 
erkennen. 

{.  6. 

Jetzt  lässt  sich  schon  zeigen,  wie  man  sich  der  byperholi- 
schen  Functionen  zur  Ausziehuns;  der  Wurzeln  aller  Grade  be- 
dienen kann.  Zu  ilera  Ende  sei  a  eine  beliebige  positive  von 
Null  verschiedene  Zahl.  Da 

eise 

und  felglicli 
ist»  so  ist 

und  man  kann  (olglich 
21)  


"2«  >*• 
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«etMD,  wo  q>  poriHv  nid  nigativ  genommen  «lerdm  kann.  Nun 
ist  aber,  wie  nao  cogleich  flberslelit: 


also  kann  man,  vermöge  der  Gleichunic  4),  und  weil  der  hyper- 
bolische ^inuci  jeden  Werlh  vuii  — ^  bi«  -f  3C  auiieiinieii  kano, 

'22)  Sia9  =  -^p 

setzen,  wo  q>  immer  gleichen  Vorzeichen  mit  dem  Bruche  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  hahen  niu8.s.  Daher  kann 
mao  tp  iraoier  so  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 

+  1  -  I 

23)  Cos9>  =    ^   »    iiing)  = 

lagleicb  genügt  wird.  Offenbar  ist  aber 
alse 

folglieb,  weott  wir  iminar  aar  die  positiven  Werth«  der  WarMln 
io's  Aaga  faaaeo: 

a"  r=  (Coa  fp  -|*  Sin  9)" ; 
also  oacb  den  vorlieigdbenden  Paragrapben: 

M)  o»«Cea*9  +  Sln5y, 

iwb  welehen  Formeln  alch  aleo  jede  Waraei  durch  hyperboliacba 
Fonetlonen  bereelioen  llaat 

Zur  Cerech Illing  der  GrOsse  9  bat  man  nach  2J)  auch  die 
folgende  Formel: 

»)...■.  .T.M,^::~l^<^^'>. 

Nach  14)  iat: 

Coay-i-1     ^  Cos<p— 1. 

tüäi<jp-':=  g  >     9iui9>^=  2   » 


iho  nach  23): 
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58  Crunert:   TAeun'e  der  /4j/perättltu£Aen  tuuctiotuH 

nnd  folflicli: 

de^  ilaM  mftn  bMC 

•etzen  divf«  erfceHet  sowohl  qpiniHoifcw  vom  Am  OUfta»  ib 


also  Dieb  S3) 

«•Id  wOrde,  da  doeb  MMb  7)  Mcaimtiidi 

ist   Aus  ^26}  lol^t  endlich  uoch  <lie  xur  Berechouog  von  ^  «elv 

•   27)  1a"gi^=^q:i- 

Da  Ulan  HiUtelst  der  hyperbolij^ciieü  1  nnctioneti  Wur^elu  aller 
Grade  ausziehen  kanti,  so  kann  man  dieseliM  u  natürlich  auch  bei 
der  Aufltisnng  der  quadratischen  Gleichuugeo  beiuitsoB,  wa«  hier 
nicht  «veiter  erläutert  m  werdee  braucbt 


{.  6. 

Der  AuliiiMung  der  cubischen  Gleichungen,  welche  wir  uns 
auf  die  Forni 

gelebt  deakettt  bdüMiitlieb  iauner  mOgUcb  itC»  ttegett  die 
beideo  warn  d«T  Theorie  der  Kreiafanettoaea  bekaaalaDOlflldioiigtB: 

coai^  ^  |eMi7 — i  cos  9  3«  6« 
aioi9*— I  aioi^ -f  iein^  s  0 
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uod  dir  aus  13)  beiiaoBten  Gleichiiogeo  zwbcheu  ii«it  byperibo» 
KkImo  FiiootioReu: 

$io      -|- 1  Sin        (6109  =  ü 

n  Greode.  Indem  wir  ab^  diesen  ttlelehongen  noch  einen  be- 

Jiebigoi  Fiictar  ^er  Uiriiof  r  bni^en»  weUea  wir  sie  aiM*r  den 

Formens 

/co8^(p\*      3     coölg?  cosg>  


(sin^yN'      3    sin  {9  siuqi; 


/Sin 

V 


\ '  .  3    Siniflp     Sin  9}  „ 


Wenn 


die  Gleichung 
ait  der  Gleichung 


vergleicht,  so  erbftlt  man  die  Gleichungen: 


A        cosy  cosjy 


dse: 


,1   


COS  f>  SS  — 


Damit  r  reell  sei,  niuKs  a  negativ  «ein,  und  damit  mittelst  der 
xweifett  Gleichung  q>  iNStinimt  werden  kann»  rouss 


abo: 


276«  = 


4a<  < 
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sein.  Ist  nun  m  der,  der  Gleichung  cos  qd  =: — ihr^  genügende 
Werth  von  9,  weicher  zwUcbeo  0  und  s  liegt;  ao  «ind,  weil 

ist«  aberhaupt 

drei  der  in  Hede  stebeinlen.  Gleichung  geofigeode  Wertbe  von 
ip,  und  et»  ist: 


also: 


0)  4-  'Iti 


In  Fig.  I.  oind  daher  die  mit  A,  Ai,  A^  beseichneten  Intervalle 
diejenigen,  in  denen  sieh  reNpective  die  Bogen 

eodigen,  woraus  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  im  Allgemetueii 

m        .0 — 2«  fli*f2ff 
CO«  5 ,  cos  — ^ — *  — 

simmtlieb  unter  einandsr  nngleleh  sind;  also  sind 
eos^     cosKs> — ^2»)  cosi(«-t-2») 

drei  im  Allgemeioen  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  bleichoog 

Dief^c  Auflüsuiig  gilt  also  nach  dem  Obigen  unter  den  toi- 
genden  Bedingungen: 

n  »egütiv,    -  4^  <;  I- 


Digitized  by  Google 


0 


fteifsi  Aameuäuhyen.  6| 


■It  der  Glefeliwg 


wiMcIrt;  M  «rUII  Mn  die  GMüraogen: 


DiMK  r  reell  ad,  miiM  «  aegetlr  sein,  ond  danrff  mltlelet  der 
nviitee  Gleiehoog  ^  betttmnft  irerdfn  Jieon, 


4a>  < 

sein.  Ist  nun  w  dor.  der  Gleichuug  sing?  =  46r'  genügende  Werth 
foa  ipt  welcher  ^^wiscben  —in  ui^d  -i-in  liegt;  mo  sind,  vreil 

int,  äberhau|)t 

M  der  io  Bede  etehende«  OMehnng  genflgende  Werthe  ro«  ip, 
nd  eeiet: 


— j — 

+        +      +  5». 


I 
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In  Fig.  2.  sind  daher  die  mit  A,  A^,  A^  beMlehMten  lllterf«lle 
diejenig«»»  lo  dea^o  mteh  revpttctive  die  Begwi 

Midinea,  wonwa  auf  der  Stelle  eriieUet,  4iee  im  AHgemeineo 

«iäiunitlicb  unter  eiuauder  ungleich  siod;  also  sind 

drei  im  AUgemeieee  ungtoiche  voeUe-  Wonele  der  ^tteiehnt^ 

Diese  Aonoennfr'  gilt  «lee  ivMerem  -nter  4ien  felgendee  Be^ 
dingongee : 

976*  r= 
e  negativ,  —  4^1  <*5 

eed  wir  kabee  dalier  jetst  ttr  dieses  Fall  swel  Aet'ldettBgen. 

Nur  an  den  äussersteu  (iränz«n  der  Intervalle  können  in 
gewissen  «janz  speciellen  Fällen  zwei  der  dn  l  Hr/eln  init  ein- 
ander /ui.ütiinH'[iiallen ;  eine  besondere  Betrachtung  dieser  Falle 
halten  wir  aber  hier  nicht  für  uuthig. 

Vetgleidien  wir  die  GlekiiaBg 

«"-f  aer<f  ^=«0 

mit  der  CHetcliaDg 
se  erhalteo  wir: 

3      ,        Cos  er  Ceei9. 

alse: 

Damit  r  reell  sei«  mess  «  eegaliv  sein;  da  Maaatlieh  Cei^ 
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stete  positiv  oo4  uMt  kMmr  9h  ikt  £lnMI  ist»  omm 
Ii  4«r  FotmI 


obere  oder  untere  Zaicliea  n^hrnrnt,  Jenachdem  6  iMgatN 
oder  positiv  ist.  Es  mtiss  aber^  wmui  sieh  ^  mittoUt  d«r  swei> 
len  CUeiebimg  besliaiwen  Imeii  «oll» 

>  Ü4      a  > 


1 


4a»  > 

«ein. .  Setsen  u  ir  unter  diesen  VoraiissetzuDgeo 

Cos  l(p 

ind  MgiM 

+  iMf  +  6  =  +  a(a;— ») 

Horaas  sich  zur  Bestintmonc^  der  beiden  aedereii  Warsele  der 
gegebenen  Gktcbeog  die  GleiobuDg 

ergtebt,  dereb  deieii  Aefldeaeg  hi  Beug  anf  x  ale  aobebaaote 


«biiL  Nun  ist  aber 

•+Ji^=-j|ia-CoeH^ 

MgÜcb»  weil 

Ceai^*~i&$ini9>>^l 

in: 

g 

QOd  (olglicii 
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Besoidiiieii  wir  also  die  drei  Wvrsalii  unserer  Gleichung  durcli  u« 
9«  <p;  SO  sind  dieselben : 

Cos  1« 
— — • 


Cos  ^9  Sini<p  w^-^ 
=  ^  +  \  — 1>» 

=  


oder; 


»5=  ^Coisiy, 


■ 

Diese  AufliimiBg  gill  alee  nach  den  Ohlgeti  unter  den  fol- 
genden Bedingungen; 

a  negativ,  -  4^1  ^ 

Veigleiclien  wir  die  Uleicbung 

1  oa;  -f-  6^=0 

mit  der  Gleichung 
se  erhaiten  wir: 

3       .         SIny  Sinjqp, 

e  =  jS,  jpr*  «  =  — f-» 

aleo  • 

Damit  r  reell  sei,  muP!«  «  posi«?  sein;  q>  Ifaet  elcb  aber  Inor 
bestimmen,  weil  Sing)  alle  Werthe  vee  — •  bin  +  od  iBMk- 
men  kaoiu    Also  gilt  diese  Auftösung  iMOier,  wenn  «  peeÜlv  let 
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BaMicbora  wir  die  auf  iHmo  W«i«e  bestentt  retHe'  Wmel 
4«feb  «»  md  toteen  ilso 

•o  werden  aof  ganz  Shnlicbe  Art  wie  im  vorhei^hendeB  Falle 
iBe  Mdee  anderen  Weraelo  mlttelet  der  Ferinel 

eiMten,  Nnn  lat  aber 


aleo,  weil 

M: 

und  tol£^iu:iii 


o+|fi»  =  ^(l  +  Siiii9«), 


«+Ji^«|5Ceai^; 


Bezeichnen  wir  also  die  drei  Wurzeln  unserer  Gleichung  durch 
u,  V,  Wf  so  ist: 

Sin  4» 


«  se  


»SS  ^8ln|9» 

1   

e=a— ^(Siniy -~Co8i9  V^), 

= — ^  (Sin  i9  +  Goa  ^9 

IMeee  Aoflfleitag  gilt  also  nach  den  OW^d  aUgemeltt  neter 
w  Bedingongi 

a  positiv. 

Tk«u  xrxYiii.  e 
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habeo  wir  im  Umacli  Volltlliidige  AnfltanigM  für  dl»  Mgw- 
den  Fälle  gefiiiMleB:  | 

IL  e  neg^tif,  ""4jjr>^5 

III  a  potfiüv« 

Uaee  Uenlt  alle  mOglldiee  Fliie  veiletiiidig  eiseMpft 
ist  Uer«  od  mieere  caMedM  GleiekMi  iet  dalMr  jelst  eUgeMlB  i 

^edgel<^^ 

I 

Die  Werthe  von  r  in  die  im  Vorbergebcitden  entwickelteo  i 
Formeln  ««'irlclich  eimsfähreii«  halten  wir  nicht  tfir  nuthig,  und 
\  «iad  eelbst  der  Meinung,  da»«  dadufcli  die  Einfacheit  nicht  ge- 
winnen wflrde.  Auf  jeden  Fall  sefaeint  ose  die  obige  Entwickeliug  : 
der  Natur  der  Sache  %m  Meisten  zu  entsprechen,  and  das  g^eii* 
••itige  Verhältniss  der  cydieclien  «ed  hyperbolbebea  FottetieaM 
«B  Deetlicketeo  in«  Lieht  m  eetaee. 


{.  7. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperboliMhea  FancttoM 
mit  d«r  Quadratur  der  gleicbveitigea  Hyperbel  zusamnienhängaa.  ' 
In  Flg. 3.  i«t  in  gewöhnlicher  Weise,  was  einer  ausführlicbereB 
ErliateniBg  hier  sieht  bedfirfen  wird,  eine  Hyperbel  swischeD 
ihteo  Asymptoten  dargestellt,  deren  beide  Haibezee  wir  derch 
«  nsd  b  beieiehoeo«  Wir  MtstB: 

CQ=^u,  PQ^v  BodCÖ'  =  jp.  PQ'^^. 

Veriingem  wir  PQ  bis  zur  Asymptote  in  IV  md  ziehen  durch 
P  eine  die  Asymptote  in  Rf  schneidende  Parallele  mit  der-Haopt- 
axe;  so  erhellet  sehr  leicht,  dass  in  dem  rechtwioklis^en  Dreiecke 
ftPBT  die  Linien  PQ\  Q'R\  Q'R'  einander  gleich  sinii,  also 

PQ^=zQ'M'=^Q'Uf^f 

ist.  1  allt  man  iu:n  noch  von  auf  die  Haüptaxe  ein  PerpsD- 
dikel,  so  r^eui^t  man  P.ich  auf  der  Stelie  vuu  der  Richtigkeit 
der  beiden  i^raportioiieu : 
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wd  demnach  « 


«der 


ft4|tt  Ooreb  Moltiiilkatioii  eigltM        liiennis  annilttolbar: 


MjlVcfe»  well  nach  der  Natar  der  Hyperbel 
iH: 

HwaielmaB  wir  wi  4ep  Inhalt  des  Fllcbenstacks  AB'PQ' 
so  ist«  wenn  a  den  Asymptoten -Winkel  bedeutet,  nacli 
in  Lebm  ier  Inl^imlracbnung : 

fei^ich,  weti  nacb  dem  Yorbergebenden  • 

5» 
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Ut: 

also,  wie  aum  «ogleich  fiborsiehts 


WflO»  wenn  wir  CP  lieben, 

=|«y8ina  =  —g^  ein«, 

j1  C JB' = 4 , 4  V  o«  +  6» .  *  V«*  +  6« .  ein  «  ä  — ein  a ; 

also 

Ut;  so  ist  der  hyjperlMlIeciie  Sector  CAP,  deseeo  FliebeBinlMlt 
wir  TOD  jetzt  an  dnreb  S  beielchnen  wollen,  offenliar  dem  Flicliai* 
staciLe  AB'PQ'  gldcb,  und  daiier  neeli  dem  Vorliergehendeo: 


oder»  weil  naeb  dem  Otugen 


2j?   *•  ■  * 


iett 


WeU 


 2  + 

e+?XJ-i)=©-G)"='- 


aiso 


Ist;  ao  lat  aacb 

5s  j  


Digitized  by  Google 


Durch  AddiüoD  der  beiden  ▼orstehendctt  AiüMdn  ton  8 

 T         «  £ 

I  .a  6 

rir.die  gH»lclMeitlg«  HyperW  ist  a==6,  a  =  90«;  also  oach 
BOd: 

»s=-i:gr»  ITT' 


FenNT  M  io  diesem  FsUe: 
«der  avcli: 

^    •  e 

Für  a  s  1  ist: 

.  .,«+5. 

»Iss: 

ood  folglich: 

+  s«C»+iO+s«»-») 
Goe2S» — ^5  «  3  * 

SiB253=  y  =  2  ' 

woraus  man,  weil 

aHs+»)  =  ii+s*  e«4»— )=»— I? 

in»  sosieich 
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W«H        tai  OUgM 

ist,  so  icti 

i8  as:l:l[CM8iS:fc8l9SS), 

uud  falgii€h,  weuD  mao  i^'  für  2<S  «cbrtibt: 

'    Nach  14)  tot: 
•Im  MMh  dMi  VwbergeheiidMi 

BeialehBet  ibm  in  einen  mit  dem  Halbaewt  •  hochriabe 
neu  Kreise  (Fig.  4.)  deo  lohalt  des  de»  Bogen  ÄB  eolapradbei*  i 
das  Sedora  doieb  <S;  ca  tot  bakawtfMx 

«adlblgMiftr  csls 

Baaaiebaat  man  nan  die  Coordinaten  des  Punictea  ß  in  Bav^g 
auf  ein  rechtwinlcliges  Ceeidinateoayteni ,  in  welchem  der  posi- 
ti?e  Theil  der  ersten  Axe  von  4tm  Mittelpunkte  C  ana  doreh 
daa  Poakt  A  gelegt  tot,  darch     «;  ao  tot  bekaMtItoh 

atoo  oaeh  daai  Ohlgan: 

wariii  dto  Aaalogie  alt  da«  hypeihaltoahrt  INuettaMa  mver^ 
hasahar  tot. 

{.  & 

Indem  wir  nna  nun  zu  der  Erlautonrns:  der  Tatein  wendcu, 
welche  man  für  die  hyperbolischen  Fuiicüuiiea  construirt  bat,  be- 
laerkeD  wir  zuerst  die  foigendeo  Traosibrmationeo. 
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Weii  uacb  der  ErkJ&ruog  der  byperboiisciien  FuactioiiaB 


Cm^s  ^  f     SlD^s  j 

Ut;  90  ist: 
nd  folgHebs 

s  l(Cos  9  J;  Sin  9)   oder   9  =  db  ^C^oii  9  i:  Sla  9). 
BekanDUIdi  Ist  aber 

Cos  9* — Sia9*=  1, 
tod  BSD  kaoa  also»  weil 

sec        taog     =  1 
wt,  wesD  msD  m  swiscben         und  4*4«  alnint, 

Gos9=3eee»9  Sin9=toiig«; 
also  nacb  dem  Vorber^ehenden 

ll:siii« 


9  =  ^/(6eca)i:tSDg  <»)  =±/ 


cos« 


•etieit.  Non  Ist  aber  beksoDtlicb: 

1  -cos     -  CO)  =s  3sio(i9f- i»)« 


nsd 

aUo: 

oder: 


sin     —  CO)  =:  2sin  (i» — i«»)  cos     — M ; 


9  =  /cot(lff  -  4»)  =  —  /tang  Utk—  i") 


9  =  ItaagCi« + M  =—  leot(i4i4-  i»)- 

Bemerken  mag  man  ancli  nocli  die  foigeoden,  aus  dem  Vor- 
bergebeodea  sieb  uomUtelbar  ergebeoden  Formeln: 

T«ig9  =  siDflp»  Get9SC0secc»,  See9sceBoi,  CocMC9Beet«. 

Ans  der  Vtigleicbung  mit  dem  vorbergebeoden  Parsgrapben 
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72        Grun^rt:  Tktorie  der  hpperbomekm  Ptmeilmttn 

«rgi«bt  deli,  das«  ^  der  zu  item  VfnM  ift  gebarende  Seetor  ist« 
Detürlicii  In  de«  eoe  dem  ▼orherfeheodeo  Paregrapbeo  MmiiB- 
leo  Sinne  genommee. 

Nru  li  ileii  hier  entwickelten  Formeln  sind  die  neuen  Tafeln 
der  }iyperi)olischen  Sirius  und  Coatinus  construirt,  durch  der^i 
Mciaiisirnbe.  sich  Herr  Gronau  in  Danzig  verdit  nt  gemacht  hat 
L)ie.s(-U)c-ri  sind  iti  dem  vierten  Hefte  des  seciibten  Bandes  d^ 
Ne  u  o s  t  (  n  Schriften  der  natnr forschenden  Gesellschaft 
in  U  an  zig  auch  unter  dein  folgendeo  beeondereo  Titel  erechieoeas 

Tafeln  ffir  die  byperbolischeo  Sectoren  nnd  ffir 
die'Legarithmen  ihrer  Sinus  und  Cosinus.  Von  J.F.W. 
Orenan,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  8t  Johann 
in  Dansig.  Dansig.  1852.  40. 

%nd  gehören  zu  der  di«  Theorie  der  hyperbolischen  Fnactiooen 
und  die  Aoflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Graden  durch  die. 
selben  entwickelnden  äebrift«  welebe  in  dem  zweiten  und  dritten 
Hefte  den  eechsten  Bandes  der  neaeeten  Schriften  derselben  hocih' 
verdienten  gelehrten  Geeelleebaß  unter  dem  folgenden  beeondem 
Titel  erechienen  lat: 

Aul  iiisunsi  der  kui>ischen  Gl  ci f  Ij  u  n  u c  n  durch  tri- 
gönn  nie  tri  seil  e  t^un(;t  innen  des  k  reifes  und  der  Hy- 
pert>el.  Vofi  J.  F.  \V.  i)lr(»nau,  Oberlehrer  an  der  Heal- 
schule  zu  £>t.  Johann  in  liaozig.    Üanzig.  1Ö61.  4^. 

Diene  Tafeln  wollen  wb>  nun  etwas  niber  erUntern»  nnd  dap 

dnreb  suglelcb  der  wohlverdienten  Beacbtnng  unserer  Lehrer  an 
empfehlen  euehen,  wobei  wir  nos  Jedoch  der  im  Obii^eu  gebrauch- 
tan  Beselchnnngen  bedienen  werden,  waa  der  Deutlichkeit  keinen 
Eintrag  tbnn  wird. 

Das  Argument  der  Tafein  ist  der  Winkel  co ,  welcher  von  0 
hi«!  00^  in  den  sechs  ersten  und  sechs  letzten  Graden  von  10  r.u 
10  Secunden,  in  den  übrigen  Graden  vnn  Minute  zu  Minute  fort- 
schreitet. Eine  Talel  fär  negative  Werthe  von  war  natürlich  un- 
ni^thigy  weil  bekanntlich  Cos  (—9)= Cos  9,  Sin  ('-9)=?— Sin  9  iat. 

Für  diene  Argumente  liefern  nun  die  Tafeln  in  ihren  drei 
Rubriken  oder  Celonnen,  natQrlieb  mit  den  entapreebenden  Dife- 
Tennen,  die  Warthe  von 

q>f    \(fC^Cosrp,  IngSiny 

nach  den  vorher  entwickelten  Formeln: 

9  =  /tang(iff -f  logCosf)  =  logseci»,    log  Sin  99  —  lag  taog  0» 
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nelfst  Anttendungen. 


73 


wobei  jedoch  zu  bemerken  Ut/  dais  in  der  «r«tMi  Form«!  m  die 
Stelle  Her  natürlichen  Logarithmeti  l  gewObiiliebe  Brigg 'sehe 
Logarithmen  log  gesetzt  worden  sind,  die  Tafeln  also  in  der  Tfeit 
!      ^  Werthe 

!  9  =  logtang(i3S^|«») 

Mlfcalteo,  pod  demnach  eigentlicb  die  wirklichen  9  etat  erhalten 
werden,  wenn  man  die  9  der  Tafeln  aimmtlich  dnreh  den  Mednhia 

deaBrig^'aehenSfatema  dlvldlr^  eine  Blnrlchtong,  tvalehe  eineii 
weaantllehen  Finehtheil  dicht  hal^  well,  wie  der  Herr  Henwageher 
der  Tafeln  aelbtft  richtig  bemerkt,  der  Pehler,  welchen  man  be- 
gebt, wenn  man  statt  der  natflf liehen  die  Brigg'acbea  Legarlth- 
■en  gebraucht,  sieh  bei  Weitem  In  den  raelaten  Pillen  der  An« 
wendnng  hebt.  Indem  er  sweimal  nach  entgegengesetiter  Seite  hin 
gemache  wird;  In  den  seltenen  Fällen,  wq  dies  nicht  Statt  indet, 
wird  man  oatfirKch  die  obige  Division  durch  des  Modaloa  nicht 
■mgeben  kOnneD.  Einige  «pecielle  Einrichtungen  der  Tafeln 
RtQitsen  in  diesen  selbst  nachgesehen  werden,  indem  fQr  den 
hiesigeu  Zweck  das  Obige  vollständig  hinreicht,  um  die  an  sich 
sehr  einlache  Einrichtung  derselben  im  Allgemeinen  zu  charakte- 
risiren.  und  zugleich  zu  zeigen,  dass  sie  eigentlich  unmittelbar 
ans  gewöhnlichen  Logarilbmiscb- trigonometrischen  Tafeln  eut* 
1      uommen  werden  konnten. 

I  Zur  Erläuterung  des  Gebrauchs  der  Tafeln  wollen  wir  ein 

Paar  aus  lier  Schrift  des  Herrn  Gronau  entlehnte,  die  Aufluanng 
der  cabiscbeo  Gleichungen  betreflfende  Beispiele,  nach  den  Ton 
ans  Im  Obigen  eatwickelten  Formeln,  berechnen* 

fia  ad  die  cnbiache  Glelehmi|r 

m  Itoen.  VerglelclMn  wir  dieaalbe  mit  der  Glelebnng 

ar'  +  flj:  +  Ä  =  0, 

so  ist 

«=s— 12,  6=—:» 

und  folglich ,  wie  uiuii  icicbt  findet: 

\Veii  11(11)  a  negativ  und  aucli  h  negativ  ist,  SO  aind  nach  («6. 
die  frormelo  zur  AutlOsuug  der  Gleichung: 
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Co«9  =— 4^ 


•der! 


l   

L«icht  atgMbt  rieh  um: 

r  =  i,  Cos  9»=::  1,76000,   tog Cos  9» =0.24^04. 

SeUigt  mn  dlMeo  letsimn  LogarKbniM  \m  dao  TUeb  das  Bern 
Groiiao  aof  «od  nlamt  den'  entopredieDdffii  Warth  ?m  9 
dar  Tafel,  so  findet  man: 

0^26     ,       U.  16775 
9  =  — ,    t9>  =  — jg — 

und  fol^tich,  indem  iaan  wiederum  mit  umlti|>Uciren  mum,  um 
auf  die  Zahlen  der  Tafei  so 


1^  SS  6^1097$ 

woraus  man  siebt,  dass  die  ÜivUion  mit  M  in  diesem  Falie  ganz 
unnOtbig  war,  wos  darch  das  Vorhergebende  erläutert  werden 
aoUla.  Geht  roao  aun  mit  diesem  Wertbe  tod  ^  ia  die  Tafel 
eis,  ae  eihAU  bmb  nittelat  deraelbea  nanüttalbar: 

log  C06  i<p  =  0,03162,   log  Sin i9>  =  0.59762  —  1. 

Weil  mm 

log  V3»  038886 

iat,  au  int 

lag.Siiii9V3=0,88618--l 
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* 

r 

Co8i9»=:  1,07562 
»D)9V3 8  0,08577 

»  s  -%]6ia4-  i;i71M.  V^; 


wo  man  aber  wegen  der  Einriditiiiig  der  Taleio  nur  vier 
frird  beibeiuüten  dürteo. 

Die  gegebwe  Gleicbaog  «•! 

ab«,  inm  maii  diäte  Gleicböog  mit  der  Gleichung  * 

ev -I- 6  ssO 

fflvgleicit» 

«=3.   6  =—76. 

Weil  a  posHhr  Wt,  M  Md  omIi  {•  6  dile  Foimole  bw  AnflBeong 
der  Gleiebii^: 


I     wo  man  hi  §.  6.  in  der  allgemeinen  Formel  fOr  r  dw  obere  Zei- 
I     eben  genonueD  bai,  damit  Sto^  poeitiv  werde«  well  b  BogatiT 
iat;  lemer: 

«—  jSiniy, 
Mao  iodet  leicbt: 

4 

logSiii9S5l^797& 
Ml  UB  bleah  in  die  bypeiboiuicheu  Talein  ein,  so  üodet  man 
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mHtflit  einiger  Ittterpolafion»  die  DIvieIeD  nlt  de«  IMid«e 
terieeeeed: 

9=  1,88009,  iy  =  0,62696;  ; 

und  gellt  DMii  fenier  nilt  diesem  Werdie  tod  {9  in  die  hypeffce  I 
iieche  Tefei  ein,  eo  'findet  eieli  wiederan  mittolet  einiger  laler^ 
peintlen: 

iogCo«i9  =  0,34948,  logSio tp  =z  Q;M)i02; 
woran«  eich  leicfat: 

Coe^aV6,  SiDi9s2 

ergiebl.   Also  siad  die  Wurzeln  der  gegebeaeo  Gleicbuiig; 

♦  ■ 

i,  =  -2  +  Vl5.V-l, 

oder: 

I 

«s=  4« 

«ä:-.2— V^nS. 

Diene  Beispiele  eebeinen  mir  binrelcheod  zur  Erlintening  den 
Gebrancim  der  netten  hyperbollecben  Tafeln  dee  Herrn  Grenan» 
ond  leb  glaube,  nacbdem  ich  mich  mit  denselben  sergikitig  und 
genau  bekannt  gemacht  habe,  sie  nechmals  sur  Beachtung  «od 
SU  sergfUtIgem  Gebrauch  empfehlen  an  kOnnen,  indem  Ich  wä* 
gleich  der  so  vielfach  und  so  erfolgreich  thfttigen  naturforschoB- 
den  Geeellschaft  In  Dansig  für  deren  Publication  in  ihren  Schilf* 
ten  meinen  und  gewiss  vieler  Leser  des  Archivs  beeonderen  Dniüc 
sage.  Dabei  aber  mftchte  ich  denneeh  winsehen,  dass  eine  lie- 
sondere  Ausgabe  der  Tafeln  in  recht  bequemem  Format  veran* 
staltet  würde«  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  Gebraacbs  erhöhende  neue  Elorichtnngeo,  und  einige  Abln- 
derangen  der  jetzt  bestehenden,  angebracht  werden  kSnnten.  Auch 
wären»  glaube  ich,  wenigstens  sechs  Decimalstellen  wenscbens- 
werth,  WA»  die  Tafeln  zugleich  mit  den  trefflichen  sechsstelligeo 
Loguritbmen •  Tal'eln  von  Bremiker  in  gute  UebereinsUmniang 
bringen  wQrde. 
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III. 

K«to  üImv  die  IntegratMB  dünger  üoearer  Differen- 

I 

s     tialgleichaogen  der  Form 

Berrii  «Simon  Spitzer^ 
Ifwtfimmt  a»  d«  HMtdek-Akmkwie  in  Wie«. 


Sttai  n  M6dltr1i«ll«i  M »Im  ndurttn  nMi  »(bIb«  OirtMim» 
«koBgtB  auf  Gleicbnogen  4er  Pom  (1).  loh  Iwhe  die  «nlin  Ao^ 
feige  dleeer  UotenaehangcD  in  SOeteii  and  33s tes  Bande 
dieses  Afcbivs  verOffmdklit»  and  weitere  Uotorsiieliiui||en  tter 
dieeen  Gegenstuid  in  meinem  Werke:  ^^tadien  Aber  die 
Integrstien  linenrer  Differentielgleicbnngen'^  mitge* 
theÜt  Ich  erianbe  mir  Iiier  wieder  einiges  Über  die  Integration 
»yecielter  FSÜe  der  Gleicbnng  (1)  aiitsiitheilen*  » 

Die  drei  Gleicbnngen 

iMs  spedelle  Pille  der  Glelebnag  (1)  sind,  gehen,  wenn  man 
Ii  «ebe  Ar  x  eine  neue  Variable  t  mittelst  der  Sabstitotfen 

<  ar*  =  | 

dMfl^  iber  in: 
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Md  4iMM  CMefcwig—  hab«i  gMtdMt  Mgw4«  Gealaitt 

»(i«»  -  ö  ^ + 3(2 J4  +     -  2)  ^  +  C3»  =  0 . 

Ö^t*^  +       +^){«^  4-  (CS  -  l)y  sO; 

uod  siod  nun,  wie  man  «ieiity  atooitlieh  «peeieUe  Kitt«  folgMider 
•Ineo  Glekboagt 

«•%  +  M")  31 + «•!  +  «  ^  +  («• + «rf^f    0 . . 

d«fen  Integration  in  all««  Füllen  gelingt.  (Ich  erianbe  mir»  be> 
aflglleb  ÜmMt  Gleicbong  aaf  den  dritten  Abschnitt  mdinet  Mber 
erwifcoten  »Sfiidlett  Iber  die  letegretin»  lioeer^r  Diffe- 
rentlelgleiehAiftgen"  se  vetweieeii,) 


Abf»r  nicht  inniirr  ist  es  iiothweiidig,  gerade  diesen  \N  ein 
zuschlagen ,  da  man  oftnialis  auf  andere  Weise  einfacher  zniii  In 
tegrale  gelangt.   Bevor  icb  dieaa  an  einem  Beiapiele  seige,  nehiae 
icb  die  Gleicbong: 

ver»  m  wekher  icb  im  d9et«n  Bande  dieses  Archiva  S.  119 
kan»  and  weleber»  wenn  |i  eine  gana  pealtive  ZabI  iat»  genügt 
wird  dnrcb: 

(4) 

Da»  wie  leicbt  elenNhen, 
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ist,  M  gestattet  die  Glekbnag  (4j  auch  folgende  ScbreibweiMS 
•der  fciner: 

nnd  diess  \a\  Has  voiUtäodice  Integral  der  Gleichung  (3);  Xi^, 
Ii,  JLi  bedeateo  wiUkfikriicbe  Cooataoten  der  lalegratie». 


leb  vrill  nun  fulgeude  Differentialgleicbaug: 

in  welcher  f»  eben  falle  eine  ganze  pofitiliva  2abl  voratellt»  wm 
intigiiieii  veraneban. 

Die  CHaichiing  (8)  gaatetteft  Mg^iMto  SoMbwaiaa: 

(Ma  33.  Band  S.  119.  daa  Arehivs),  oad  da 

i*t,  jiu  kaao  man  die  Gleicbaiig  (7)  auch  so  schreiben: 

l>  geaOgt  Mk  am,  www  mw  y  m  wihlt,  wrf  daast 


iM»  aad  diaae  GliMvBg  hat,  gaordaat,  folgaada  Gaatalt: 
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W  S0U%»rt  S,u  üb.  ü.  iHlttr.  etev.  Ummrer  D^tmUkUfUtL 
i>WdiH  IMB  «e«.  Gleubung  durch 


«le?  milders  geschrieben; 


«na  bierau«  folgt: 


J  ai 

(1— 3iiwr8)  » 

so  kommt  man  m  folgender  Gleiehang: 
wonim  folgt: 

(J  —  3jiu:»)  » 
and  blerum  folgt  emdlidi: 

als  Integral  der  Gleicliuog  (6). 
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,  IV. 

GeoiDeiriscbe  Aufgaben,  welche  zur  Anwendung  in 
der  aaatkchen  Geodäsie  geeignet  Mod. 

Von 

dem  Herausgeber. 


E  i  II  1  e  i  t  a  n  g. 

(leodMtische  Aiifn ahmen,  welche  zu  nautischen  Zwecken  und 
miter  den  dabei  jederzeit  obwaltenden  Verhaltiiissen ,  worüber  wir 
das  Weitere  hier  natürlich  als  bekannt  ▼oraiiK^etzfn ,  iiritorii(»Tii> 
men  und  ausgeführt  werden,  sind  sehr  durch  die  Instriinierite  be- 
schränkt, die  dabei  in  Anwendung  gebracht  werden  können;  diese 
InstruniPTite  können  kaum  andere  ftein  als  die  Boussole  und  der 
Spiegei*»extant  oder  solche,  die  auf  ganz  ähnlichen  Principien  be- 
ruhen wie  diese  beiden,  indem  wir  <iie8e  letzteren  hier  nur  als 
Hepräseiitanten  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  als 
•olcbe  nur  fienfien  *).  Daher  können  in  der  nautischen  CeodSsie 
aaeh  nur  solche  ueomotrische  Aufgaben  Anwendung  lindeTi .  ur  lchf 
lio  iiiütilichst  leichte  Anwendung  der  beiden  «»enaiinten  Itistm- 
nieiite  zuiasiMen.  Vorzugsweise,  ja  nicht  selten  einzig  und  allein, 
bat  man  deshalb  zum  Gebrauchf»  bei  nanlischoii  geodfitischen  Auf- 
nahmen (las  gewöhnlich  iinch  I*otlietM>t  benannte  Problem  in 
Vftrscblag  gebracht  **)f  welches  aber  bekauntUcb  eigeotlicb  die 


«)  H.  t.  s.  B.  Prnfitiral  Grodeny.    By  J.  Biitl«*r  Wiiliatn«. 

The  third  edilinn.    Londnn  1H55.    Chapter  \I.    On  nnRrittntP 

•nrrejin^:  und  Trait^  de  Ci<^nclf^<«i('  ä  l'nxaf^edna  itiarin«.  l'ar 

P.  ücjrHt.     l'Hrlx  IHHO.  %n  fintl'Tc  Werk«*. 

*•)  In  dem  iin-hrfarh  \»  ithiii:<  ti  \N  <  rk#» :    MethodiH  la  levee 

et  Ia  cnnslpa  rti  nn  de«  rnriP«  h  y  d  r  o  r  «  p  h  i  q  n  »"^ ,  piihli^e«  en 
IBOH,  «aas  le  tltre  d'Appeiidice  ä  In  Relation  du  Vnyage  du 

C»B(r e- Amirai  Br II nT-DontPf^rnttPA II x;  parT.  1**.  Bpaatemps- 
Uftopr^.  Et  r^imprimi^c»  pur  urdrt:  de  «on  Excell.  leComte 
Btcr^«,  Vie«*Aiiiirat«  HÜnintr^  ile  1a  Marin«  et  ilea  Celenlei. 
Nri«,  181t.  4*.  ist  eii^eattieli  nur  dfe  Antrendnng  dur  PotheBol*aeh«ii 
A^pbt  gelelirt,  mmk  aar  in  geomatriselier  Weise  dureli  Cenalractiea, 

n«ii  xxxvni.  6 
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Aafgab«  des  Sseilivs  genannt  werden  sollte,  und  gewiaa  tot 
oleht  la  leognen,  dass  dieses  Problem  fOr  solche  Zirecke  voa 
gaas  vorzüglich em  Warthe  ist  Nach  malBer  Mebung  giahl  a« 
abar  poeb  aadera  gaometrische  Aafgabea»  welclie  in  der  nanti- 
aehaa  Gaodiala  ia  maneben  Fillao  alt  Vortheii  gabraocbt  wai^ 
daa  iidaaaa,  waabalb  leb  es  nicht  Dir  anaageoiesa^B  halta,  diese 
Aafgahaa  *)  lai  laterease  der  Nantilc  ia  der  Torlieganden  Abbaad- 
huig  anaaBimanaaetellan  nad  ^grSaatentbella  auf  aeaa  Art  aafsaM- 
aaa,  wahal  ich  mich  immer  der  ein  rechtviinkligca  Coordiaatea- 
ayate»  an  Gfanda  legaadea  aaal3fllacbea  Melbada  bedlenea  wetda» 
weleba  ja  bei  aHea  praktiacben  geoditiacben  Arbeitea  immer  mehr 
filogang  fiadet,  aad  gewiaa  aach  mit  Terhältnisamiaaiger  Laich 
tigkeit  der  Aairandang  beaandere  Ganaaigkeit  ia  den  Raaallatea 
stt  ariangen  gestattet  Uebrigeaa  erlaahe  ich  mir  nach  die  Be- 
»  merkaag,  daaa  dieaa  Abhaadiaag  aehea  dem  voiber  beaproebeiiea 

praktiacben  Zwecke«  ao  aebr  ich  demaeihea  aaeb  Beacblaag 
arfaache,  neck  daa  theoreüsehen  Zweck  bat,  für  die  ha  Fdgaa- 
den  vathammeadaa  geomatfiacbaa  Prablama  aeae,  rougliebat  ela* 
gaate  uad  Tl»itig  allgemelaa  AaflSaattfiaa  aa  gebe«. 


^  I. 

Zuerst  werde  ich  (ür  die  Melsungen  mit  Her  Koiissole  und 
allen  äbnlicbeo  In^lrumenten ,  welche  ^ätuiuMirli  die,  die  Me^^illn• 
i»en  mit  llinen  hesonders  bedingende  Eigenthün»li(  hkcit  hnhcn  ,  da«is 
sie  die  Uebertrapuni;  einer  lieraden.  nfimlich  dtr  Axe  fler  Ma£:> 
netnadel,  parallel  mit  sich  seihst,  von  einem  Orte  aui  einen  aode- 
reo  gestatten ,  und  das?«  mit  ihi»en  die  Abweichungen  dieser  Geraden 
und  anderer  auf  dem  Terrain  'geliehener  Geraden  von  einnnder 
beoliachtet  und  Jiemessen  werde n  kTinnen,  ^p\\  i.ssf  aruiz  allf;<Mnein 
gültige  Grundformeln  entwickeln,  auf  drnrn  die  Antlösung  ailer 
Aufgaben,  welche  die  Anwendung  der  Boussnle  in  Anspruch 
nehmen  •  bei  der  von  mir  hier  kiefolgten  UarsteUangsweise  herabet. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Ceordinatensysteni 
der  zu  Grunde,  und  nehmen,  bei  willktliriiGher  Aonahme  des 
positiven  Theils  der  Axe  der  x,  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der 
y  jederzeit  «o  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theiie 
der  Axe  der  x  au  durch  den  rechten  Winkel  (xt^)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  ^  zu  gelangen,  nach  einer 


*)  Nalarlieh  tiBil  diMs  Aafgahan  aaeb  für  die  QeadMe  MerhaapC 
wliblig  and  vea  Kaissa. 
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RkhiBitg  bewegen  mußs,  welche  der  Riditang  entgegengesetzt  ist, 
nach  welcher  auf  dm  LliRlMit  d«r.  fiMMole  die  Gmäm  von  0  M« 
gwihlt  0i0d. 

Unter  dem  Collimationsfehler  oder  dem  liidexfehler  der  lUmn- 
gole  verstehe  ich  den  concaven  WiukeL  welchen  die  Projection 
der  Vinirliftie  de»  Fernrohr^,  unter  v^t>l(  hel  letzleren  immer  die 
von  dem  Mittelpunkte  des  Fernruh rt«  nach  dem  MiUelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  zu  verstehen  ist,  auf  der  Ebene  des 
Limbus  mit  dem  nach  dem  iNullpunkte  der  Theilung  ufzoüenen 
ilalliiiie«»**er  tleei  Limlius  eiti>rlilies»t,  indt*m  zuiileith  dieser  Win- 
kel ala»  positiv  oder  negativ  betrachtet  v\ii(J,  j^nachdem  nian  sich, 
nni  von  dem  NuHpunkte  der  Tlieiluni^  an  tlen  diesen  Winkel  mv»- 
senden  Bogen  zu  Hurfhlanfen ,  in  denKselben  Sinne,  in  wtklM  ni 
auf  dem  Limbus  die  (irade  von  i\  bis  'MA)^  ce/ählt  sind,  oder  im 
pntseijengesetzten  Sinne  beueLren  niu^s ;  mit  lüicksicht  hierauf 
irerderi  wir  im  Foli^eniien  den  CuliiinationsfebJer  oder  dw  Index- 
tiebler  durch  t  bezeichnen. 

Wenn  oMA  Don  an  irgend  einer  NadeftqiitM  «Im  Ablülll^ 
gtMebt  hat,  die  wir  durch  a  bezeichnen  «od  wegen  der  Exoee* 
tridtit  der  Boussele  gehdrig  eorrlgirl  voranssetzeD  woUee,  wom 
fai  eieeai  anderen  Anfsatze  gern  hestimmtc  nnd  allgemein  gültige 
Regeln  von  nne  enttriekelt  worden  sind;  so  ist  der  Winkel,  wel- 
chen die  Ptojecfleu  der  Viefrlinie  den  Femrohm  anf  der  Ebene 
dae  Liahne  mit  dem  naeb  der  abgeleeenen  Nadelapttze  geaoge* 
aen  BaHmieMier  den  Lhnhna  elnacbliesst.  Indem  diceer  Winkel, 
sder  Tlclmeiir  der  denaelhen  menaende  Bogen,  von  der  ahgeleee*  * 
ncn  Nadbbpltie  an  in  demeelben  Sinne«  In  welchem  man  eich 
bewegen  mnae»  nai  von  dem  poaltiTen  Thelle  der  Aze  der  si  an 
darch  den  rechten  Winkel  («y)  blndttrch  an  dem  positlTen  Thelle 
dm  Axe  der  jf  in  gelangen ,  alao  der  Rlditnng  entgegengeaelit, 
lach  weldier  anf  dem  Limhna  die  Grade  geilhlt  sind ,  von  0  hin 
HO» nihil,  offenbar  in  vSlliger  Allgemeinheit  «-<  oder  (tt-i):t3(NI^ 
no  der  ernte  Aoadmek  gilt«  wonn  n— I  positir  and  nicht  grSeaer 
äs  900*  letj  dagegen  der  nweUe  Anednmk  mit  dem  oberen  oder 
lern  «nteren  Zeichen  genonmien  worden  mnss,  Jenaclidem  m*^i 
•egativ,  oder  positiv  und  grSsser  als  360^  ist.  Boneiehnen  wir 
aiio  den  in  Rede  stehenden  Winkel  durch       so  ist  immer 

«'s«— I  «der  a's(a-tX:ib360», 

«0  für  dici^  Aasdrucke  natürlich  ganz  die  vorstehenden  Regele 
gfltea. 

DeokoD  wir  oos  jetzt  die  Boussoie  in  dem  Anfangspunkte  der 
C««dinnteB  nnljgeiteiil  nnd  die  VieMiide  den  Femrohre  genau  in 

e» 
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die  Ricbtnng  de«  po^itif  en  Tboil«  der  Axe  der  «  gebraelit»  «ad 
nao  an  eiMr  Nad«lftpitse  eine  Ablesung  gemecbt»  velcbe  wir 
dnrcb  o  beseicbnen,  und  wegen  der  Exeentricitfit  der  Bouende 
geborig  corrigirt  ▼orauMetsen  wollen;  so  Inf  der  von  dem  poeiti- 
▼en  Theile  der  Axe  der  x  mit  dem  nach  der  aiigeleaenen  Nadel- 
apitze  gesogenen  Halbmeaaer  de«  Llmbua  eingeachloasene  Win- 
kel« Indem  man  diesea  Winkel  oder  vielmehr  den  deuKelben 
'  meaaenden  Bogen  von  der  abgelecienen  Nadelspitze  an  in  dem- 
aelben  Sinne,  In  welchem  man  sich  hevcegen  miiMS,  um  von  dem 
poüitiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel 
\xff)  hindurch  an  dem  poaitiren  Theile  der  Axe  der  y  au  gelan- 
gen-, aiao  der  Riehtuni^  entgegen  gesetzt,  nach  welcher  auf  dem 
Limbua  die  Grade  gezfihlt  sind,  von  0  bis  360**  siblt,  ganc  eben 
so  wie  vorher  in  völliger  Allgemeinheit  u^  —  l  oder  (»^0  ±_  3<)0^, 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt»  wenn  i  potiitiv  und  nicht  grüsser 
als  360^  ist,  rlai^egen  der  zweite  Aufidruck  mit  dem  oberen  oder 
unteren  Zeichen  nommen  werden  muss,  jenachdero  i»-*-t  nega- 
tiv, oder  positiv  und  grösser  als  360*^  ist.  Bezeichnen  «vir  also  den 
in  Hede  stehenden  Winkel  durch  o)',  so  ist  immer  co' =  cd  —  i 
oder  oo' =  (fo  — /)  4:  3()0",  wo  ffir  diese  Au^drdcke  natürlich  ganz 
die  vorsteheriden  Hegeln  gelten. 

* 

Wir  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen  an 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien,  und  nehmen  an,  dass  man 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  Boussole  die  wegen  der  Excen- 
tricität  stets  gehurig  corrigirle  Ablesung  a  gemacht  habe,  ßezeicb* 
nen  wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Viidrlinie  des  Fernrohrs  auf  der  £liene  de« 
MmbttS  mit  dem  po8i(iven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesat,  in* 
dem  wir  diesen  VVinkel  von  dem  positivei|  Theile  der  Axe  der  x 
an  nach  derselben  Richtung  hin,  nach  welcher  man  sich  bewegen 
muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  - 
rechten  Winkel  {x^)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  ff  zu  gelangen,  von  0  bis  360**  sä  bleu;  so  Ist  ofenbar  in  völ- 
liger Allgemeinheit: 

A  =  cr'— w'  oder  A  =  (a  —  w  )  4  300^, 
jenachdem        n'  positiv  oder  negativ  ist.   In  beiden  Fullen  ist: 

cos  A  ==  CO«  (a'  —  m')t    sin  A  =  sin  («  —  w')- 
Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

«'  =  «  — t  oder  «*  =  («— 360*' 

und 

M'oEoi^^  oder  m* ^{m^i)±WSiR, 
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1 


iro  oatOrlicb  eine  Beziehung  der  obervn  und  ustereD  ZeleheD  attf 

einander  nicht  Statt  findet;  also,  wie  man  attcb  diese  Ausdrüdce 
unter  einander  verlanden  mag, 

wo  k  eine  jwi>itive  oder  negative  eanze  Zahl  Ix'zeiflmet,  welche 
ofTeiiliar  mir  dip  WVrthe  0.  4  1,  4:2  haben  kann,*  folglich  uoter 
(ier.<i.eiben  V orau«it»et2ung  wegen  dei»  ki 

wi  daher: 

tüs  (a'  —  w')  =  co8(a  —     cos  {k.ZW) — 6in(a — w)sin  (X:.360'^, 

folj>licb,  weil  allgemein  co8/;.a60»=1,  sini6;.3a(^sO  int: 

COÄ  (ß'  —  cü')  =  C08  (a  —  w) ,    sin  (a'  —  ü>'}  —  sin  (a  —  a>) ; 

also  nach  dem  Obigen  in  vSlIlger  Allgemeinheit: 

I) .  .  .  .  coe  A=com(o  —  6)),   tfinA  =  sin(o — co). 

Ks  eeien  jetst  Am  «nd  ^niwei  beliebige  Punkte,  deren  Coor* 
dinateii  wir  reepeetive  doreh  9mf  ffm  und  ar«,  ym  beieiehnen  wel- 
len. Die  Entfernung  Am  An  oder  AnAm  dieser  beiden  Punkte  von 
einander  «ollen  %vir  durch  Tmn  oder  tnm  bezeichnen,  jenachdem 
diese  Entferimncf  »I«  von  Am  nach  An,  oder  als  von  An  nach  Am 
hin  gerichtet  betrachtet  wird,  wo  aber  natürlich  immer 

Ttmm  ^  Tnm 

iM.  Hat  man  mm  die  BouHütole  in  Am  aufgestellt,  das  Fernrohr 
nach  An  ^eriehfet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
HO  soll  diese  Ablesung  durch  «mn  bezeichnet  werden:  »vurde  da- 
{Segen  die  Bonssolo  in  An  aiiftjestellt,  das  Fernrohr  nach  Am  ge- 
licktet  und  dieselbe  Nadelspitze  abgelesen,  so  soll  diese  Ahle- 

MDg  durch  onm  bezeichnet  werden.  Wird  nun  der  von  Am  Am 
•^r  raMt  nftmlicb  von  der  von  Am  nach  An  hin  gebenden*  Gera- 
mit  dem  poeitiven  Tbeile  der  Axe  der  »  eiDgencbleMeoei 
iamr  to  demselben  Sinne»  in  welchem  man  aicb  bewegen  muea, 
«I  von  dem  positiven  Tbeile  der  Aze  der  x  an  dnreb  den  rech- 
tai  Winkel  («y)  hindarch  lu  dem  poaitiven  Tbeile  der  Aze  der 
f  m  gelangen,  von  0  bis  360»  gesiblte  Winkel  durch  A«.»  und 

Mfibnllche  Art  der  Ton  AnA,n  oder  Tum*  nSnillch  von  der  von 
4iacb  Am  bin  gehenden  Geraden,  mit  dem  poaitiven  Tbeile  der 
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Aze  der  m  efngMehloMeie»  \m  gleichem  Slone  wie  torher  ven  0 
liie  380^  gezXblCeD  Wieicei  dorcb  Amm  beMidmets  M  bebaeet* 
lieb  nacb  'der  Lebre  ▼on  der  Verwendhmg  der  CeerdlMten  ia 
Tlllliger  Allgeneiobeits 

jr.s^rM'frflM.eoeAMi»  SN  -  Jf»-f  **a«i*tin  A«« 

und 

aem^Xn-^rmm-co^Amm»       =    -f  rsM.eieA»; 
nach  1)  iat  aber  in  vfiUlger  AHgemeinbelt: 

cos  Am  =  COS  (am»  —  09) ,    sin  Anm  =  sin  {Omn  —  <«>) 

and 

eo«AMS=coe(«ta — «)»  sioAm  »ainCoM— 

also  oach  dein  Vorhergehendeu: 

{^«s  dfhi -l- rM- coa(aM— o»K 
=       +         •  «10  (««II  —  W) 

und 

1=««  4  rM.coa(aM^ 


^  •  1   .«io(aM— »). 

Ongeitebrl  iet  nach  dieaen  tileicbuogeii : 

I  =  j:«  —  Tmn .  cos  (Omn  —  <»)  , 


^  ■  ^   ^  .8iD(a^-*tt) 


und 


fXnSSSm—Tmm^tfM  («m  —  ») » 
jr« = — I'm  .  «in  (om — w). 


Dercb  Additioo  ergiebt  aicb  aas  den  veratebenden  Glelebangen: 
rM.coa(abii  —  a)+rM.co«(cM—  »)  =ü, 
r»» .  sin  (amm  —  «)  4  r»«, .  «in       —  co) = 0; 

aiae.  well  rmm^Twm  iat: 


6)  ....  I 


cosCaam—  (a)  -f  cos(aM — »)  =  0, 

aia(a^— •)4>  aiii(a^  —  «•)ssO; 
alao: 

cos  (om  -  Ol)  =  —  cos  (anm— <ö)  , 

aio  («M  —  »)  = — ala  (te  —  w) ; 
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{fang  (a«,  —  «)  =  tang  (a.»  —  o) , 
cotCoHM  —  »)  =  cot  (om  —  a) 

folgt 

Die  hier  mit  aller  Streni^e  und  Allgemeinheit  entwickelten 
Formeln  ^ind  Griindroriiieln  für  die  Lösung  aller  Aufgabeo« 
bei  denen  die  Boussole  in  Anwendung  kommt,  zu  betrachten. 


{.  % 

Erste  Aufgabe. 

Es  seien  Aq  und  Ai  zwei  Punkte,  deren  Ceordlnaten  a^^  6^ 
oad  fit ,  6|  gegetien  sind ;  ein  dritter  Punkt  sei  Jf«  dessen  Coor- 
dhiateo  wir  dnrcli  x,  y  nnd  dessen  Entfemongen  ^on  den  Pnnk* 
ttn  nnd  4  wir  respective  dureh  Tq  und  ti  beseiehnen.  Um 
die  Lage  dieses  dritten  Punktes  also  die  Ceordlnaten  x,  y 
end  die  Entfernungen  tq  und  ty  zu  bestimmen,  stellen  wir  die 
Boantole  in  M  auf,  bringen  die  Visirlinie  des  Femrohrs  nach 
einander  in  die  Richtungen  der  Geraden  MAq  und  MAi ,  und  lesen 
in  beiden  Fällen  den  Stand  und  0|  der  vorher  immer  betrach- 
teten Spitze  der  Magnetnadel  ab.  Dann  haben  wir  nach  {.  1.  2) 
die  folgenden  Gleichungen : 

So=;r-f roCos(a^— »),  Si ss«-|-ri ces(a|— o»), 

*o =y  +     («?o  -  «) ;  *i  =  ar + «n  («k — •) ; 

uo  wir  den  Winkel  (o  als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  naoli  v^.  1. 
offenbar  berrchti^t  sind ,  indem  sich  derselbe  immer  auf  die  dort 
an^etje heilt'  Weise  be»itimmen  la^^st.  Die  voristehenden  Gleichun- 
gen la«6ei)  sieb  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

1x  =  ao — roCos(oQ  —  o),  J?=:<i|  —  r|COs(a|  — co), 
f  =  5^— r«  sin  («0  -  •) ;   y  — *i  — ^  •in(«i  — ») ; 

üdnwn  durch  Suhtraetlon  auf  der  Stelle  su  den  beiden  fol- 
IMdsn  Gleichungen: 

oo — «I  roces  (o^ — «)— -fi  cos(«| — m) , 
b^—bi  s=:rosin(a^— o)  —  r|Sin(a|— e»); 

■i  denen  nnd  leicht  bestimmt  werden  kOnnen.  Man  er- 
Mt  nimlicb  sogleich : 
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_  (gp— fi|)8in  (g|  —  «)  —  (60  —  bi)  CO8  (ot— m) 

8in(a,— m^) 


2) 


und  nacbileiii  man  mittelst  dieser  Formeln  und  n  berechnet 
bat»  kSnnen  auch  Ji,  y  mittelst  der  Formeln  I)  leicbt  gefunta 
werden.  Indens  erbfttt  man  ans  1)  ancb  sogleich  die  Gleiebnngeo: 

X  sio  (o^  —  »}  —  jf  cos  (o^ — »)  :=  So  ein  (o^ —  o)  — 

«sin(«|  —  0») «—  ;y  eos  («| — «)    0,  sin  (o^  —  00)    6|  cos  (11% — «) ; 

also: 

^sln(ao  — 0|)  =  I  a(y8in(o^ — 0»)-— 6oC08(o^  —  w)|co»(a,  — •») 

—  { S|  sin  (si  —  »)  —  61  cos  («1  —  II»)  \  cos  (oq—  o)» 
iy  sin  (oq  —    )  =  { Ooein  («^—  •)  —  60  cos  (et,,  —  a>)  I  sin  (oi  —  o) 

—  i  «1  sio  («1  —  «) — ^4  cos  (a|  —  cd)  )  sio  (n^ — tt) ; 

folglich,  wenn  wir  der  Rffrse  wegen: 

1?^= sin  (0^ — «) — ^0  cos  (41^ — ») , 

co8(a|  — n) 


\  Ca=abainK— «)— 

l  G|  =  Ol  sin  («4  —  w)  —  6j 


setzen ; 


4).  . 


(»0COS(S|  —  0))  —  Ci cos(s^"^«) 
sinCo^-rtti)  * 

A      _  6'o<»lM(gt  —  co)  3-_6i  sin  (fl^  —  ft)) 
'   ^  "  8in(a^ — tti) 

Alle  diese  Formeln  liefern  das  Gesncbte  ohne  alle  Zweideutig- 
'keit  und  gestatten  im  Gänsen  auch  eine  leichte  Rechnung. 

Wir  H'ollen  diene  Aufgabe  durch  ein  Beispiel  erläutern. 
Gegeben  seien  die  foigendeo  Grössen: 

ffpss— 36^.7'«:--307'       m  -|- 183' 

«15=  3160.14'      '  270.32' 

«»300.12'. 

Also  ist: 

00= -367           60=5 -423  o^s  270.32' 

«1 8  4^183                   252  tto=    316  .14 

Si».eiss-.66S     4s-^s8.r7]  «1— s^s-288  .42 
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a=       .12  cü=  36  .12 

oo— <»=iMiÜ  .  2        0,-0»=— 8.40 

iog(atD-«i)»%740963„ 
logsiii  {og  —  ») =9.178072» 

I~9I8435        uuin.  =  -i-  82,88 

logcmiCa^    o)  g=  9,995013 

iop(ao  —  rt,)= 2,740363, 

logsin  (o^-*  tt) = 9,993307» 

2,733670  iioiD.sf(Ml^ 

log(6o-6i)  =  2,2:ß9U6„ 

log  cos  («i,—  »)  =  9/240982^ 

1,47397^       nam.s^  29,78 

.    -K  82,88  -1-541,59 
- 169.05        —  29,78 
251,93  571,37 

log851,93»  2,401280 

log  sin  (ai  — Oo)  ==9,976446 

log  ro  =  2,424834      ro= 265,97 

log571,37s  2,766917 

logsln  («k — «b) —9^976446 

iogr,  »2,780471      r,  =  603,21 

logro= 2,424834 
logco0(^  —  19) =9,240982 

1,666816       Dan.  =  4  45,33 

logro  =  2,4'24a'i4 
logain  (0^—0))=:  9.993307» 

2,418i4U      nmii.  =  —  261,90 

lojrr,  =2,780471 
l«gco«(a|  —  »)  =  9,995013 

2,775484        uum.  =:  -f-  696^ 

logr,  =2,780471 

log  6iu  (oj  -  co)  =  9,178072« 

T968ö4ä,      ouiii.  =  —  90,yO 
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Also  iat: 

Co  =r- 3157,00 
.r==- 413,33 


Fl  CO«  («1 — tt) = 4-  6ä6t33 
««-413^ 


6o=- 423,00        ,  A|  =-252.00 

ro«in(oö—c»)=— 961,90       n  siii(a|  -  v)  90,90 
*  y=— 161,10  yss— leUÖ 

ond  mao  «rbilt  also  ans  beiden  RecbttODgen  gans  fibereioatiroaiood: 

4i;i',aa=  -  4io.3',33 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  1.,  welohe  mit  einem  Maas«- 
Stabe,  bei  dem  25  Rutben  auf  den  preussischen  DecimalzoU  ge- 
rechnet worden  sind,  entworfen  worden  i«t,  eine  genaue  Zeich- 
nung. Man  wird  durch  Nachmensung  an  Uerhelben  alle  vorher 
durch  RechnunL:  gewonnenen  Resultate  vollkommen  bestätigt  linden, 
en  weit  die»  bei  einer  solchen  Figur  muglicb  ist  aod  erwartet 
werden  kano. 

Zweite  Aufgabe. 

Man  kann  in  gewisser  Rflcksicbt  die  vothergebende  Aufgabe 
auch  umkehren.  Die  bekannten  Coordinaten  der  Punkte  Aq  und 
Ai  neien  wiederum  a^y,  und  a| ,  6},  und  M  sei  ein  dritter 
Punkt,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  a:,  y.  und  des- 
sen gleichfalls  unbekannte  Entiernungen  von  den  Punkten  .-1^,  und 
Ai  wir  respeclive  durch  Tq  und  r,  bezeichnen.  Um  nun  die  Ka^e 
des  Punktes  M  zu  bestimmen,  i>telle  man  die  Boussole  in  Aq  und 
Ai  auf,  bringe  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  die  Richtungen  der 
Geraden  AqM  und  A^My  und  lese  die  entsprechenden  Stände 
und  0|  der  Nadelspitze  ab.  Dann  babeo  wir  nach  ^.  1.  2)  die 
folgenden  Gleicbungeo: 

{^rsr^Q+niCosCs^-"»)»  «sug -f  r,  cosf«^^»), 

also  durch  Sabtraetion : 

— «1 = ri  eos  («^  —  s>)  —  roeos  (sö— «)  * 

—  6|  =:  Ti  sin  (tti  —  «•)  —  To  sin  {a^ — cö) ; 


in  (Ur  nautiicAen  Geodäsie  geeignet  »imk  Ol 

wid  bieraas: 

_  («0 — «i)  mn  («t  —  ») — — ^>  cog(«|  —  m) 

«iti(«^— Ol)  * 

 (Oq— gi)wo(ok>—  cü)  —  (60 — 61)  COS  (g^  ~  io) 

Am  den  Gleicbnngen  1)  folgt  mcb : 
«•iD(^ — tt)«-3rcoe(«|| — »)  s  e^eiD(a^^o)— ^eoe(«^^ci), 
#ab(o|~o>)— yco8(o|  —  a)  =  a|eiB(«|—*ii)—^eoe(a| —>«»); 


8)  I  ♦ 

[  Cr|  =  fli  eio     *^  tt) cos(a| — «) 

»«tzt,  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 


I).  .  .  . 


coa  (g|  —  co)  —  cos  (c^  —  cd) 
_  6»sio(«|  —  ca)  —  C|  sin(a^  —  1) 


§.  4. 

Dritte  Aufgabe. 

lo  den  beiden  vorhergehen (]cn  Aufgaben  haben  wir  den  Win- 
kel o  als  bekannt  an<;enomnicn  ;  fÖgt  man  aber  den  zwei  dort 
MrachkteTi  Punkten  Aq,  noch  einen  dritten  Punkt  A.^,  hinzu, 
so  kann  mar\  die  K«nntni68  dieses  Winkels  entbehren.  Wenn 
liänilich  Aqj  /I,,  Ai^  ^^^^  Punkte  sind,  deren  Coordinnten  c/q,  69; 
'tj .  Aj :  6j  als  bekannt  betrachtet  werden  können,  und  M 
ein  Punkt  ist,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  x,  y» 
Qod  dessen  gleichfalls  aobekannte  EntferDungeD  von  den  Punkten 
•^o>  A\  f  A%  wir  respective  durcb  r^,  ri,     beseichoen;  so  stellen 

um  die  Lege  dieses  Punktes  zn  bestimmen,  die  Boussole  in  M 
»of,  visiron  nncb  A^t  Ji,  A^,  und  maehen  die  entsprechenden 
Ablesungen  o^;  dann  beben  wir  naeb  die  folgen- 

^  Glciebnngen: 

«t^^  +  ffCosCa,— CO),    6s  =  .v-f  rssin(a,— ») 
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oder: 

woraus  durch  £liniiDation  von  r^»  ri,  folgt: 

o^sln  (fl^  —  4»)  —  ^  CO«  (o^  <—  = ^  fiio  (o^  ^  «)  |f  co«  («^  —  «») . 
a|  sin  («i  —  m)  —bi  co«  («i  —  «)  =  jrain («|  —  co)  —  y  co»  (a|  —  «) , 
ataio(tt^— »)  — 6i€aa((%— tt)8;rain(o^—  o)  •yeoaCo^«— »). 

Mttltiplicirt  man  dieae  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

ain  («1  —  «»)  coa  («^—  «»)  —  cijii  («^  o)aitt  («^  »}  s  ain  («,  — oj 
8in(aa  — w)co8(ao  —  w)  — cos(a2  — w}8in(ao  —  b})=sin(a^— Og), 
ain  (oö~  «)coa  («1  —  «)— coa(a^— «)  aio  («,  — »)  ssain  (o^— oi)* 

und  addirt  aie  dann  a«  einander,  ao  effbilt  man  die  Gleichung: 

\  flo  —     —  6o  CO«  («^ — «)  j  »i»  («4  —  «2)  j 

-|-|aiaiii(ff|  — »)— 6icea(a|^ni)i8in(%— ^i)  >  =ü, 

+  {ojtßin(«B— cö)  — 6aC08(iig— i»)|8iii(ay— «,)  J 

woraua,  wenn  wir  der  Kfirae  wegen 

2) 

A  =5  (ifo^in  — fto  CO«  «So)  («i  *-  ««) 
+  (0,  sin«!  — A|  cos a|) sin — «o) 
4~(<ia«>ü)o^'~^cosaB)siQ(ci^  — 

0=    (oo  coatfo— ^o»l»  «"b)     («I  — 

-f-  (oi  cos  «1  —    sin  Oi )  sin  («^ — ce^) 

-f  (o^cos  1%  —  6^810  ot)  siu  («Q— 04) 

aetzen,  sogleich 

/Icosca—  £^bin  0=0, 

alao 

A 

3)  tangQss^ 

erhalten  wird. 
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Naeb  den  GleTchuogeiit  von  denen  wir  awgenMigMi  eind, 
bt  nan  nui  fmer  die  folgenden  Glekbangen :  . 


a,-Ü4=r,  C0ß(ai-(ö)-raC08(a2-«),  6,-62=ri  sin(a|-(!o)-r2siii(cea-fi>) ; 
•r'i^^tw{t^'-m)-t^tw{uQ-'m) ,  ^-Ä!ii=ri8in(flfi-«)-roam(«i^-») ; 

(«0— «i)eiB(a|— »)  — (Ao— — «)  =  *V»«»(«i— «p)»  ^  ^ 

-  «i) »in («o  —     —  (^0—  Ä|)  CO«  (a^,—  «)  =    sin (oi  - 1%) ; 

(0|  — «t) «in  (a,  ~  —  {bi  —64)  co» (a,—  «)  =  Ti  sin  , 
(«1  —     sin  («1  —  «)  —  (6|  -  62)  cos  («i — «)  =  ri  sin  (o^—  «1 ) ; 

(«t — «0)  — »)  —  (Ät  —  fto)  («ii  —  =  »'s  («0 — «t) . 
(d^->ilo)«<in(4%—  o)  —  (69—60)  cos (a^ — »)  s=s  ro8in(c^~a|); 

woraas  «ich  zur  Berechnung  von  Tq,  r^,  die  folgenden  Formeln 
ergeben : 

4) 

_  (oq— «i )  »in  (flft  —       (60— 6|)  cos  (tt,  —  <tt) 

sin(ai-iio) 

_  (g^—  gp)  sin  (ttg  —  fo)  —  (/^.2  —     co^  (««  ~  ») 

■ 

 (g|    €1^)  sin  (og  ^  0»)  —  (6|  —  6a)  cos  (cfg  —  tu) 

8in(ns  —  a,) 

(hq— Ot)siB(a(o—  m)  — (60  —  6|)cos(fl^~«») 

sin(«|-a^"  * 

^(ni— a<»)sin(flro— CO)— (6a— 6^)co8(a^~-«) 
•  sin(fl^— 4%) 

 («I  —  fla)  sin  («1  — ■  cd)  —  (6|  —  6g)  cos  («g  —  <s) 

sln(«t— «1) 

Die  Formel  3)  liefert  für  das  zwischen  0  und  360«  liegende 
*  iwei  am  180**  verschiedene  l!Verthe;  da  aber  diese  Werthe» 
"ie  sogleich  erhellet,  für  r^»  ti,  zwei  Werthe  mit  entgegen- 
^setzten  Voraeiehen  Kefern,  die  Entfernungen  f^,  t^t  i*«  aber 
i^r  Nator  nach  nur  positiv  sein  lUianen»  eo  kann  nie  ein  Zwai- 
MUeibfn,  wie  man  den  Winlcel  /o  an  nebmen  bat. 
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N«flbd«B  man  auf  diese  Weise  »  «od  r^»  ehfte  alle 
Zweldeatigkeit  lieetiniiiit  hat,  fiadet  man  die  Coordinatoo  ar,  y 
mtttelat  der  Formeln  !)• 

Anmerkung.  Dae  hier  aufgelriste  Problem  ist  das  Pothe- 
not'sche.  Die  AuflOsong  ist  aber  hier  so  gegeben,  das»  bei 
derselben  mit  der  Boussole  angestellte  Messungen,  nämlich  blosse 
Ablesungen  an  der  Nadel  der  in  dem  zu  hestimmendeu  Punkte 
ü/  aufgestollteii  Boussole  bei  ^uccessive  nach  den  drei  gegebe- 
nen Punkten  ,  Ai ,  gerichtetem  Fernrohr  zu  Grunde  gelegt 
worden  sind,  und  daher  die  Auflösung  auch  ganz  auf  die  in  §.  I. 
fiSr  alle  Melsungen  mit  der  Bou88ote  entvricicelten  FuiKiamental' 
formeln  gegründet  worden  ist.  In  anderer  Weise  werden  wir  auf 
das  Pothenot  sehe  Problem,  wie  e«  gewöhnlich  aofgefasst  wird, 
in  {.  7.  zurückkommen. 

6. 

Vierte  Aufgabe. 

Wenn  man  die  Boussole  nach  und  nach  io  den  Punktet 
Aq,  Ai,  A%  aufgestellt,  bei  jeder  Aufetellong  nach  M  visirt  und 
die  eotoprechenden  Ablesungen  oo>  Oi>  o%  gemacht  hat;  so  hat 
man  nater  Beibehaltung  der  übrigen  in  dem  Torhergehenden  Pa* 
ragraphea  eingeflI|irteB  BeseichnongeD  nach  {•  1. 2)  die  folgeadea 
Gleichangen: 

«soi  4r^eos(a|-*»),  3r=6k -|-nMo(a|— »); 
X  =        rtC0s(as— »),   y  =  6, +  ri«in(a,— w); 

also: 

«ti^aia  («^—  »)^^)eea  (ii^—  c»)  s  ^rain  («b— «)— y  eoa(a^— 

Ol  8in(cfi  —  co) — Ä|  cos(a,  —  o>)=xsin(a|  —  w) — yem{ai  —  »), 
o^arn        w)— ^tC08(o,— <ü)=a:sin(ai— »)— yco8(a, — »); 

weraoa  man  lllr 

(aeaiDfli^»^eoaa^)siB(tti— 
-|-  («1  aio  «I  eoa  Ol )  ein  (c% — 
-|-  (0^010  «9^6^  cos  1%)  sin  (oq — ui), 

(o^  eoa  «i^  'd^ab  fl^)  aia  %) 
«f  (oi  eeaai  — 6|  ein  «|)alii(i^-^(^) 

-f  (oa  C08    — 6%  sin     sin  (o^  —  ai) 


p»  oben  so  wie  im  tofherKelMod^o  Pangrapbrn  findet: 

A 

  .  taDga»=2> 


Ferner  erh&U  man: 
O|-iioS=TeCOs(«0-w)~r|Co«(a|-a)),  6i-60=r„*»in (ao'-a))~r|Sio(a|-co); 

OOS  (O|-a»)-rj|C0s(«a-o)y  6^**^^!  sin  (a|-a»)-rasin(«h-fl>) ; 
iift-i%=rjCo»  (ojj-i»)-roco8(aQ— w) ,  ÜQ-O^^^r^sw  (a|-a})-roSia(ao-C9) ; 
abo  gasB  oben  so  wie  im  Torbergeboiideii  Paragrapben : 

4) 

 («1  —  Oq)«"  (C|  —  fi))  —  (6|  —  6o)  cos  (g,  — g>) 

""•^  »in(ai-a„) 

~  sinCo^  —  Oi)  ' 

^  (Of — 0|)»in(at--  cj)  — (6^  —  61  )cog(a, —  m) 

(Ct  —  fl^)  sin     —  w) — (^1  —  6^)  cos  (fl^o) 
sin(a,  -oo) 

{üQ  —  fi<|)sin(ß^j  -  ro)  —■  (60  —  6^)  cos  (oq  —  tü) 

 (g^^  Si )  sin  («i  —  co) — (^i  -r  6| )  cos  (oj — «) 

sio(<%— «1) 

l^en  zwischen  0  und  '3ßO*^  liegenden  Winkel  09  rouss  man  wie- 
d^ftim  so  nehmen,  das»  Tq,  ,  positiv  ausfallen;  und  hat  man 
aut  liie^je  Weise  w  und  r^,  rj  ,  be^^timmt,  so  ündet  man  die 
loordmaten  x,  y  milteist  der  iileicbungen  1). 


{.  6. 

Fflofto  Aufgabe. 

Mao  habe  zwei  Systeme  dreier  Punkte  Aq,  Ah  A^  uod  A^\ 
^1',  AJ.  Wir  wollen  nun  setzen,  da^s  man  die  Boussole  in  Ao 
aofgefifeilt,  naeb  ^  Ai  t  AJ  visirt  und  an  der  Nadel  diersnpee» 
ttveo  Ablesungen  aoo>  <<ni>  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
<iie  Boussole  io  Ai  aufgestellt,  naeb  Aq^  Ai  »  A%  visirt  uod  an 
^»  Nadel  die  respectiven  Ablesungen  «lo«  ,  au  gemacht; 
«ücb  bebe  man  die  Boossole  io  A^  ao%esteUt,  naeb  A^\  Ax\  AJ 
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▼islrt  und  an  der  Nadel  die  reepecti? en  Ableeangen  €%o»  «ti » 
gemacht.  Wie  «ich  oan  aus  diesen  Bleeenngen  die  relative 
Lage  der  eeclm  Pnnitte  ilo>       A%  und  A^'t  A^',  A%  liestinuMcn 
Ilse!»  eoll  jetst  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  wollen  vslr  in  Bezug  auf  ein  beliebige«  reclit- 
winkliges  Coordinatensysteni  die  Coordinateii  der  Puolite 

Jo.  4*  A^  reepeefive  dnreh  «o*  STo*  'i>Ji;  ^e> 
und  die  Coordinaten  der  Punitte 

A^',  Ai',  respective  dnreli  ar«,  y^' \  Xi  ,  yi  \  ar^, 
lieieichnen;  ferner  «eilen  die  Entfernungen 

^o'^o'»  A^Ag,  AqA^'  i  A^A^ ,  A\A\%  AiA^;  A^A^,  A^A^'^  A^^' 
besiehungsweiae  durch  / 

^»n»  ^01»  ^it%*  *^lt»  ^1««    ''tot  ^%\* 

{»ezeicbnet  werden. 

Unter  (1ie8en  Voraussetzungen  haben  wir,  wenn  a>  seine 
frühere  Bedeutung  auch  hier  beii&lt»  nach  j.  1.  2)  die  feigendea 
Gleichungen: 

1) 

«0'=*«  +  »cos  (a^.  —  w),  y«'=3ro  +  '00 • («00  —  ») ; 
aFl'=^o  +  »^01  -cosK,  -  »),  y,'  =yo  +  ro,  .8in(a„,  — •); 
Ä^'=«<i  >f  r««.ces(o^,— a>),  tl%=U9  e)); 

«o'=«i  +ri«.ce8(«,o— »)t  yo'ssiifi  +r,o.sin(eio— 

dPi'=ta:i  +  r,,.co8(a,|  — «),   yi  =yi  +^rn  .sin (a, ,  —  a>); 

xi'ssd'ff r,«.cee(a,t^o)>  j^'^afi  +rt,.sin(«,,— »); 

«o'=«!i+rt«  .ees(««o-:-  »),  90'— 1%  +      ulnCsto  — 

«i'=jrji  +  r,,.C08(a,i  — w),  yi'=ya  +  rgj.sinC«,,  —  n); 

s«, + r,, .  ene  («„  —  «) .  ye' — 9t + «^«t  • («■•  — 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Xi—Xq  =  roo.co8(ooo— »)  — rio-cos  (cf,o  — w) 
=  roi  .C08(c^  —  fiti)  — rii  .cos(cr||  —  1») 
s  fot .  cea  («te — ») — ri« .  eee  (ff I  a — ») » 
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uod 


=>o  2  .sin  («oti—  fl>)  —  »"i  a  •  s«»  («i »— «>) 


—  *0  «  n>0-^(«0«  — •)  —       •  COg («M» -  •) 

=  rQ|.cos(aoi  — ca)  — rn.€Ofi(<%|— «) 
Ä5roi.co8(aoj  —  0))  —  rsfCosCo^  —  o), 

ssroi  .810(0^1  —  o)     fu  •slo(c(ti  ~ o) 

=  roj|.iiiu(a^2  —  w)  —  rjj.aiu(ajm  —  co). 
Also  hat  man  die  Glelchmgeii: 

r„^.8io(«oo— «)— ''io-«n(«io— »)=*'oi.«in  Ki— w)-»*!! -sinC«!!— »)» 
wotaw  «ieh  auf  der  Steile  die  Glelehang 

«igiebt 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen: 

r.. .  cos  («00 — •)  —  'lo  •      («1  o  —  «) 

SS     .  cee  («^^ — «) — r , » .  coe  (a» . — o), 

SÄ  r,, .  sin  («^  j  — >  o) — r , , .  ein  («, »  —  «) ; 

wormoe  sich  die  Gleichung 

«'o»  •  »in  («1 2— «oo)  —  r,  ü .  sin  (a, a,  o)  =  ^o» .  sin  (or, a^,,) 
ergieht« 

Auf  ähnliche  Art  hat  man  die  Gleichungen : 
r^«,.  coe(«foo — *'>)"~'«o  •  coö(aao— ea)       j.cos(ai,  j— «)-  r„ .  cos(a,  j — w;. 


•leh  die  GMchoog 
Tuuxxxvm. 
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ergiebt. 

Eodiicli  bat  man  die  GleicliHOgeo : 

tvorau8  sieb  die  Gleichung 

•«) 

r»« .  9m  (o»« — O — r.o  •  ß»"  («»• — «••) = %•  •  «fi«  («««  —  «.«} 

ergiebt 

Aus  den  Gleichungen  *2),  4)  und  3),  5)  ergiebt  sieb  durch  Di- 
vision : 

ro^>sin(»m  — Oo»)  —  r ,  .  sin (cf,^— g,^)  _  gin(at,  —  <y,,) 
oder : 

woran«  mao  die  beiden  Gleicbangeo: 

sin («^1  •  c^o)sln —      ^  ^  »»»(«ii  -  «öt)»>»(«M  — «W 
B  ein  («it  —     ein  («^  *->eiK)  ^nin  («ti  — e^ )  ein  (o^ — 

=s  ein  («la — «in  (o^ ^m)  —  sin  («la — «oa)     (%a  ~  <W 
erhalt 
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iH  der  imuäMeh€n  Ceaääste  geHgnet  ümL  90 

« 

Es  iat  aber: 

—  coa(cf|,  —  cnoo  +  o«  — «Ol) 
+  cos(a„  —  «o,  +  «21  —«60) 
=s  2  sin  (o^  —  «iibi)  «D  Kl  — «ii) 

2  J  sin  (a, 2  -  «,M>) n  («22  —  «02)  —  si»  («i «  ~  «o«)  «»"  («« — «oo)  I 

* 

— COB  (aj2  —      —      +  "00) 

=  CO«  (O,  2  -  «OU  —  «22  +  «02)  —  cos  (ff,  2  —  Cyj  -  Ojj  +  Ooo) 

=  2  »in  (o», — «0,)  »in  (o, 2  -  «Ii) ; 
also  nach  dem  Obigen: 

^  äiii (a, ,  — o,.,)sin — «oi)  — ^»in(o, o<„)sin (o, . -o»o) 

=  »in  (o„  o  —  «•  I )  8«n  («I I 1) » 
-i^  sin  («f, , — «,  J  sin      -  «o«)  -         <«i  «^«ot)  •»»  •) 

=5  sin(a,„— «.,)sin(«,,— «„); 
oder,  wenn  wir  der  liCirse  wegen: 


6)  •  •  .  • 


A 

=ein(o,, 

—  aio)8«n(«2i 

—  "01). 

B 

=»in(o„ 

— ooi)8in(a2t 

— 

C 

SS  sin  (e^ 

— fl^,)8in(aii 

— «m); 

A' 

=sln(a^2 

—  010)  sin  (02s 

B' 

=sin(a,2 

~fita)ain(a29 

C 

=  8in(«oo 

—  cfoa) 

—  «»») 

100  Srumert!  e*omtlrlK»e  Amnattn,  mtkte  mv  ummUmm 

vForans  sieb: 

7\  !lo  _  CB'— BC^     tjg,  _  CA^— AC 

'  "     '  *   roo""  AB'-BA'*  r«,  "  AB'— BA' 

ergiebt,  and  daher  jetzt  die  VerbaltniMe 

-«-^  und  ^ 

bestimmt  siod. 

Aue  den  oben  snr  Entwiekelung  der  Glelcbangen  2),  3),  4),  5) 
benotsten  Gleicbnogen  erhält  man  aber  dnrcb  Elimination  Ton 
rm  und  rot  leicht: 

roo.sin(aoo  —  Ooi)— rj©.  e»"  («lo  —  «oi)  =  -     .sin  (on  —a^x)* 
Too-  sin  (a^  —  a^j)  —  r|o«ain  («lo  —  ^  o*)  —  — rit.ein  («it  — 
und 

roo  •  sin  (ttgo  — «o  i)  —  r^o  •s'n  («<ao  — «o  i)="~»*»i  -«»ö  (a„  —  «o  i)» 
r^o .  8in(ffoo  —  «o«)— »"to      («so — «os)    —  rtt-eln  («^ — «o  «) ; 

alsu: 


8). 


und 


r,,  _  sin — «oo)  _  rio  («o«-'«t») 
foo     «io  («!•  —  ««•)     r«o '  «in  («„  — 


mittelst  weleher  Formeln  die  Verbältniaee 

nnd  ^,  ^ 

gefunden  nerden. 

Endlich  folgt  aoa  den  Gleiehnogen  2)  nnd  3) 
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1« 


ml  aus  den  GleidMiDge«  4)  und  5)9 

foo  ~  sin  («n  — opi)      fQo  *  sin  («ju  —  u^i)  ' 

trodurcb  die  Verhftltoieee 

« 

ItilndflD  wefden» 

Also  sind  jetzt  die  eämmtlicben  Verbaituisse 

^et   ^om*   5w   ''n  ^»i  •ta 

'(te  ''oe     ''ee  vVm»  *Vie    ^Vie  'bo  ^oe 
bekttet;  ood  da  nacli  10)  und  10*)  die  VeriilltDieee 

aif  de|ipelte  Webie  berechnet  werden  kSneeiip  eo  kaae  die«  in- 
gleicfc  ale  Probe  für  die  Richtigkeit  der  gefllbfleii  Recbooog'dieDen. 

Nimmt  man  nun  pinen  der  sechs  Pnnkte,  etwa  den  Punkt  Aq, 
als  Anfang  der  Coordtünten  an.  wap  offenbar  ver8tattet  i^t,  setzt 
also  jro  =  0,  y,^  =  0,  und  nimmt  ferner,  was  Gfleichfalls  offenbar 
verstattet  ist,  den  positiven  Thei!  der  Axe  der  x  so  an,  dasa 
•  =  0  i«it :  fio  kann  man  die  CoorHirtaten  der  saninitlichen  Punkte 
mittelst  ci(;r  folgenden«  »tch  tinininelhf\r  aus  1)  ergebendeil  FoT* 
nein  leicbt  dnreb      ale  üniieit  auedriickeal 

11) 

4ro's;r«o»eeea«9y  fo'^Fo^.eiii«««; 

»i*  =  ni  «»«ffoi»  yi'  =  ro,.el««o,; 

Xi^Xo* '-Tx^^cwa^f,     Ifi  ssjfd'  — r,,.8ina4o 
Ä  V  —fii-eoeei,       sjfi'^rj,  .eloir, , 
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A«f  di«se  Welse  Mt  oneere  Aofgabe  in  dem  Sinne»  in  «d- 
ehe»  dieeelbe  gleicb  an  Aofeage  dieete  Piiegrapheo  ey%er*«t 
wefdee  Ist,  vellständig  gelSet 


SeeiieteAvffabe. 

Uni  täf  dae  eigeetUdie  Potbenot'^cbe  Problem  eine  neae 
AeflOaang  zu  geben,  wollen  wir,  ehi  recbtwinkligae  Coordinaten^ 
e3^tein  ao  Grande  legend»  annebaiee,  daaa 

drei  bekannte  Pnnfct^«  und  daee  die  Cnerdlnatea  dieaer  Punkte 
reepectWe 

aeien.    Ein  viortrr  Pitnkt  not        df»s«spn  uniiekannte  Coordinaten 
wir  Horch  a ,  y  bezeichnen  w  ollen.    Wie  als  gegeben  za  betrach- 
'tenden  Winkel,  welche  die  als  voo  den  Punkten  4o«  ^ 
«nagehend  gedaebten  Geraden 

■ 

AqA^,  AiA%, 

oder  roi,  fto»  wte  wir  dieae  Geraden  beaelehnea  wellen»  »It 
den  poelthren  TbeUen  der  ernten  Amt  dnreh  die  Punkte  4at  4 »  4 
ala  Anfangspunkte  gelegter»  de«  lyrlmAtHren  Syatene  pnmileler 
Coordlnatenaysteme  einaeiiBennen»  indem  wir  dieae  Wfaikel  eew 
den  peetHFen  TbeHen  der  In  Rede  atohenden  enlen  hjm  an 
nacb  den  ponitWenf  Thailen  der  entapieehenden  aweUan  Am  hte 
von  0  bia  960^  alblen,  aellen  reepeeti?e  dnreh 

bezeichnet  werden.  Die  uuhekarmten  Entfernungen  AA(i,  AAi ,  AA^ 
des  seiner  La^e  nach  zu  bestimmenden  Punktes  A  von  den  drei 
gegebenen  Punkten  Aq,  Ai,  A^  werden  wir  durch  r©,  ri ,  be- 
aeichnen,  und  die  von  den  ala  von  A  auagehend  gedachten  Ge- 
raden AA^9  AAif  AA^  mit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe 
eines  dem  primitiven  Syateme  parallelen,  durch  A  als  Anfang 
gelegten  Coerdlnetentjvinme  elagenoMenaenen  Winkel»  Indem  wir 
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in  dir  mumcAm  Geodäsie  §uttMi  ünd,  I05 


4km  VünM  von  4«ni  positiven  TbcU»  der  to  Rede  etebeaden 
•rstoo  Axe  an  eech  imn  peeIHveD  Tbeile  der  eoteprechenden 
tir«il«n  Axe  bin  fön  0  bis  360^  riUilen,  beseichnen  wir  respec* 
tire  durch  cq,»  ,  und  bemerkeD  im  Betreff  dieser  \^  inket, 
<!a«i^  die.selben  natürlich  iiTihek<innt  sind,  das«  es  aber  offenbar 
immer  mügiicb  ist  —  was  weiterer  Erläutenini;  hier  nicht  bediir- 
(♦•n  «»ird  —  deren  Differenzen  mittelst  eines  nat  h  A  gebrachten 
wiitLeifuejtsenden  Instrumentn  durch  geeiaruif,  von  A  atis  vor- 
eenonnii »  rie  Messungen  zu  be>tiiiimen,  so  «iass  also  ilieso  Diffe- 
renzen im  Folgenf)en  immer  als  bekannt  angenommen  i^ertlt d  Uönnen. 

Oeter  diesen  Voranenetinngen  bat  man  nnn  offenbar  die  ful* 
genden  Gleichangen: 


t  «1  rs  oq  4*  ivn  eoaooi  • 

^  ^  60  4-  rm  sin  Oq,  ; 

1).  . 

<  e«si^-|.f^,eaee|t> 

^  =  Ä|  +  ritsino,,; 

oder: 

Da                     V>^^  aIm  • 

/  «1  —  tf0  s  roi  ees  «f^, , 

6i-.6o=ro,»laöoi; 

<     — <i  ^^ta^eeeit» 

6i— disr^^elea^s; 

■ad: 

^0  —    ~  '■jio     ^  > 

Oq^x  -f  r^ceei^» 

Ao«»f -t-ronnob; 

«1  =jei-ri  cos  «1 , 

*i  =y  +    sin  «Ii 

dao: 

0^s=S'^  i^coei%. 

*i«3r  +  »'a«to«i; 

3)  . 

=6^—1%  ein  c%. 

km  den  Glelebnngen  f)  erbilt  man  dnrcb  Addition  die  Gleichungen : 

^      f  roiCoeflte-|-rj,eoe«is-f-rtoceeato«BO, 

l       cosogi -f  rijsinoit -f       siuajio  =0; 

•»dtie  also»  wenn  G  einen  gewieeen  Paeler  bweiubnat, 

roi  s  €r(aino|gcoaa^  ^  co8ai«ain<%g)» 
rit  =  €r(ifcia^coes^  ^  eoeo^iia^)» 

=  Cr  (sin  a^fg  cos  a^^  —  cos  ct^  sio  «if); 
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und  daher: 
ist 

Ferner  erhält  man  in»  den  Oieidiuifeo  3)  and      Attf  dtr 

IroCOSfi^  — ri  cos    -f     cosom  ^  0» 

und: 

IrotiDo^— i^slno^  +  roisinooi  «0,  ' 
Durcb  VeiliiBdiiiif  d«r  beiden  Glelcluittc«» 

erhalten  wir,  weDD  G^^  ^i^b  gevriesen  Factor  beseichoet«  die 
Gieiobongen : 

rp  Croi(ehia|eoefl^— ceeoieiii«^, 
es  CvmCsioaoxCOso^ — cosOo^eiBa^ 
=s —  €r«t  (eb    eoee^  —  eee«,  alii  1%); 

Iro  =-Croi«*n(«i -«Ol)» 
ri  =  C?oi«le(ao,-<to), 
foi  =  -  Cr  Ol  »in  («o  —  ai) ; 

und  ganz  eben  so  erhält  man  mitttelat  dee  OUgen*  wana  Gi%  nad 
<4e  g^wiaae  Fadoran  basaMnaat 

J€)  i     "    GiaW»(%t— %)» 
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Dßd 

^O  '^i  ' =  -  sio («, -«Ol )  J 8«n  («öl  — «^9> («^9— 

:  ro :  fio »iaK—«^)  •'^•M«i--«^>) 
ist*  Auch  bat  man  nach  9)«  10),  11)  die  GieicbuDgen: 

IGoi  «in  («1 «  fl^i)  =:      «In  (0^—0^)  * 
Gl  2  sin  («j—  cfii)  =  Goi      («0  —  «Ol) » 
C^tin  («©—  a^o) = Gii«»  («1  — «i«)  5 
also  dnrcb  Miilliplieation  di«  Rslation : 

« 

Znr  Berechnung  der  Factoreo  G^i,  Gg^,  Crto  hat  man  nach 
9),  10),  11)  die  Formeln: 

15) 

woljci  nach  dem  Obigen  die  Entrernungen  r„i,  r,,,  und  die 
Differenzen  ai—rc,, ,  —  «i »  «o  ~ ''a  ^'s  bekannt  vorausgesetzt 
«werden  dürfen,  also  aach  die  in  Rede  stehenden  Factoren  he- 
iuuint  aiad. 

Naa  iat: 

««=«0— («0 -c^»  «1  =  cfo  +  K—^o); 

ilao  nach  dea  beidea  letttan  der  Glelchengea  13) : 

Croi8in(ao  — «01)  =  — («(>  —  «•)  — «nl» 

Cr2o«D(ao— «so)  =  6\i«inlao  +  (flfi  —  «o)— «^t  U 

I  G„ ,  cos  er., ,  —       cos  ((co  —  «i)  +  «12)  I  sin  cr„ 
=  16*01  sin  «Ol  —  (7is6in((«o~'(%)  +  «11))  cos  a©, 

I  G,ACoaa,o  — Cr,tCoa(aia-(a|  ->ao)))aiBao 
•ieh  aar  Borecbaang  voa  «<|  die  folgenden  Formeln  ergeben : 


in  Krumen:  fmmtriwki  MImMip  wlrA#  mm 


r     ng  «„  —  ^^^^  coa«,^— <«t»€a» 


Hftt  nao  mittatet  dieser  Fornehi  «o  gefaiideii,  eo  ergebe» 
«ieb  «1  iHid  %  arfttebt  der  Pomeles 

17),  .  .  %»=«,, +(«i--«o)»  «t=e0  — («o— «t); 

vod  r«.  f>, »  1%  erlilll  Mti  i^Mitet  der       dem  QMgee  Mmantee 

Formeb: 

^  r%  =       «in  («to— «o)  =  Git  »in (o„  ^«i) ; 

endlich  die  Coordinaten  .r,  ^  luitteUt  der  Focmeiu  3)«  die 
bier  niciit  wiederholen  Hallen. 

Die  Formeln  16)  liefero  filr  den  swischeo  0  eod  XO^  Itcfee- 
den  WiDkel  «e  allerdinge  twel  n  laO«  veweMedeae  Wertise; 
da  aller  dieae  Werthe  filr       and      mittetet  der  Fermate; 

f^  =  6ois'B(^i""<'o}f  «^^Gsö«tn(«4Q--«o)  ollenber  Wcrtbe 
mit  eatgegeageaelateii  Veraeicken  liefern»  aber  ri  and  r^  ibrer  Nalar 
nach  aar  poel6v  nein  IrSaaent  eo  kaaa  ale  ein  Zweifel  btelbea,  wie 
MB  dea  Winkel  «o  «n  aeboMa  bat,  nad  auch  bei  der  Aawendaag 
aller  Abrigen  Formela  bleibt  daaa  airgeade  elae  Z^eideatigkeit» 
ae  daaa  ateo  die  Aafeabe  aicb  ^Immer  mit  ? oUiger  BeatinMatbail 
kafl8aen  Kant  NatOrlich  kann  man  aacb  die  Wertb«  aap 
^01*  ^19»  ^«0  Toralebendea  Pormete  etelühroa«  fredaicb 

man  dte  folgenden  Aaadrfleke  erbllt: 

19) 

_ro,einaoi  8in(a;|-e|).^riiasin(g|— go)8in((ao  -ce^^-C^ 
™P       r„| eoaffoialo(ak--ai)-f^sMn(c^-cro)coe((«o— 
^      ^ r . sin    »  gin  («,-«1) -^rttsln  («p-^) sin  — 

*  *  ^t««««»o«in(«i— «^)-r„8in(gü— g4)co«(g,j-.(g4— gj) 
and 

y         8in  (ct(n  — Ol)   sin  («jp  —  c^) 

-  81  n  (g^  -  oo)  '■'»^  -  aio  («i '^^ ' 


20) 


_ain(gta--ga)     _ajn(ttm  — 0») 
^«  -  ate  («1  ' 

_8in(gM~^o)         sin («^t** 

-  sia  (^>-g^  ''^  -  ete(ah-ii)'»«' 
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Es  mochte  jedoch  Tiellefcht  »eihnt  einige  Vortbeile  haben, 
zuerst  die  Grossen  Gqi  ,  G12»  O^t,  berechnen  ;  wenigaten«  scheint 
mir  dadurch  die  numerische  liecbnung  nicht  vreitlfiujiger  zu  werden. 

Wir  babra  Mar  in  die  Formeln     t  «it»      und  tv»i  *  ^ft» 
ÜB  tiefcaniite  G«IImmi  elftnefilhrt;  niHricb  kum  mb  «bar  ^om 
Ortteen  tarn  4m  beimniiteD  CeordivMan  ^>  ^e»  «it  ^ 
Un^bmui  deoo  nach  2)  Uti 

nd: 

Ol  ~  gp^^i  —  60        _     —  ''1  ^2 — ^1   <'o  ~  öa^^o — ^« 

Die  Wfabfcel  ote#  Ms»  ni»  swiMben  •  um4  MOP  so 

■ihaat,  diM  r«! ,  r^#»  r^  einwlHeb  pedÜr  Mielalletk 

Ich  will  diese  Anflusuiig  durrh  drts  fol^^CTide  Beispiel  €rl8ü- 
teri).   Die  Kechnung  ixt  mit  der»  trefTIIi  lien  iire  in  iker'snhpn  sechs- 
st»'IIi2on  Tafeln,   aber  iiichl  ganz  mit   (U»r  Gerjauii^kpit  geführt» 
welche  dieselben  zu  erreichen  gestatten.    Die  Winicel  sind  näm- 
Ücli  nur  bis  auf  fütif  St'tuiiden  genau  berechnet,  eine  Genauig- 
keit, welche  fa^t  eben  so  leicht  und  bequem  au  erreichen  war, 
als  wenn   man  bloss  l)is  auf  ^Minuten  gegangen  wäre,   neil  die 
Tafeln  Ton  zehn  zu  zehn  i^ecundt  ii  fortschreiten,  welche  Einrieb» 
tung  eben  deshalb,  und  natürlich  noch  aus  vielen  anderen  Grfin- 
den,  die  grösste  i.nipfeblung  für  alle  Tafeln  verdiewt»  und  endlich 
die  onr  bis  auf  iVlinuten  gehenden  Tafeln  ganz  verdrängen  sollte, 
insofern  man  sich  nicht  mit  noch  weniger  als  sechs  Oecimalatel- 
lea  begnOgen  wilt.   Wenn  im  Folgenden  der  Cootrefe  wegen  ein 
■ad  dieselbe  Grosse  nach  verschiedenepi  Formela  berechnet  wer* 
Isa  ist,  so  können  in  Fnige  der  ganzen  Anlage  der  Rechnnng 
Aese  Werthe  naturlich  nicht  ganz  mit  einander  fibei^IhsflittlneB» 
»«•halb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  dafi  aritb- 
«ettwbe  Mittel  zwisebea  allen  erhaltenen  Wertben  MgiiftbÜ 
«Mden  ist.   Nach  diesen  vorläufigen  Bemerlcnngen ,  welche  icb 
far  outhig  hielt,  wird  die  folgende  Reebnnng  gewiae  gaaa  ver* 
ittidlieb  nein. 

Kaaei: 

«1  :=  +  31«  .8*=  -I-  218',     ^  Ä-f  16«>ss»  +  IW. 

a,  =  +  9«.8'=-|.  98;      ^a=- 110.9'=— 119'; 


108  9rmntrt:  €tMiiirtieke  Av/^aden,  weMU  •ur  AameMdwm 

oi-«,  =  +  32«.17', 
«o—a,=  — 130.53'. 

oo— «,=  -224       6o-Ä,  =  +  2ö2 

26  13 

288  12 

262_  131 

Bemr  Ist  m  aber,  M  der  Bmebimiig  Winkel  «oi>  «tt* 
«t«  die  nicht  Tereinlachteo  Brflebe  sn  benntsen,  weil  nwn  M  der 
Beracbnong  von  r^^,  r,«,  r^«  doeb  der  Zäbler  and  Nenner  der- 
eelbnn  bedarf. 


log(^-6o)  =  1,414073 
log(a|—ao)»  2,536568 

logtangoo,  =8,878415       **o>       184  .19  .20 

log(^-6|)==  %4Sim3U 

log(<i8— a,)=  2,079181« 

  (  «7«.22'.50» 

logtangoi,=  10,380211     «i»=^  247  .22  .50 

log(6o-^)=  2,418301 

log(ao— at)=  2,360'i4«, 

gl  0    «i;  _  <  130«.31'.80» 

logtangaM=l0»0G8053»  310  .31  .60 

Dia  Groasao 
•Ind  reapeetive 

positiv,  negativ»  negativ; 

alee  liefern  die  VViolceiwertbe 

184M9'.aO^     e7».22'.50'  m^.^V.fSOf 

(ÜT  die  Cntferoungen  roi,  r,,,  r,(»  negative  Wertbe,  und  daaaeibe 
ist  der  Fall,  weil  die  Grdaaen 

^1  — 6o»  ^a~"^»  ^0 — *i 
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respective 

positiT»  negsÜT,  positiv 
•iod;  foigUch  mass  nao  setzen: 

0^1=   4«.  19*. 20* 
«Iss247  .32  .SO 
i^siaO  .31  .60 

Ferner  ist  quo: 

log  (a,— Co)  =2,536668 
log  coso^i  =  9,998703 


logro,  =2,537796 

kig(^-64|)s=1.41497a 
log  sin  ooi  =9*877172 

logr„  =2,537801 

log(«t— «i)=2/I79181« 

logco8(yis=9,685019. 

log  rit==  2,494162 

log<6a-6,)=2»4Ö9392. 
l0K»in«i„|g=9,96623fti 
logris=2,494163 

log  cos  «,0  =  ^^,812815« 
logr^=s%637433 

log(6o— Ä»)  =  2,41830l 
log  sin  a^s=  9,880848 


2,537796 
^637801 

5,076596 
iogroi=  2,537798 


•2,494162 
2.494153 

^988316 
logrA«=2,494158 


2,537433 
2437463 

6,074880 

log  r,o==  2,637443 


iogrM=:2,637463 

Abo  siod  die  defioitiveo  Warthe: 

logfot  82,537796 
lo^r,  2  =  2.494168 
log     =  2,537443 

Wir  berechnen  nun  den  Winkel  «q*  finde  iet: 

«i=5— W.63'.  0*  e|,s  247o.22'.50* 

247  .22  .60  g|-i^ss— 18  .24  .  0 

K-'Ot)+«i«=s  333  .29  .60     «„-(«i— «jO=  266  .  46  .  50 


rot  ^344,96 

r,a=:  312,00 
r2o= 344,70 
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tiruneri:  deotne frische  Aufgabm,  ttelvUe  %ur  Anwendung 


logsinixoi  • 

m 

logcosaoi  ■ 
log»iB(a«^ai): 

1ogsin(a| — ao)  = 
log  «iitKo^  —  «i)  +  «ii)= 

logsiD(a| — Oq)-' 


:  8,877172 

:  9,727628 
~1»142596 

:  2,537798 

:  9.998763 
:  9,727028 
2,264189 

:  2,494168 
:  9,499204« 

\jmm 

:  2,494108 
=9,499204« 

=9,774416, 
1,767778 


QUIB.  =  13^887 


nnn.  =  183^734 


7V^164 


num.  =s  58^584 


1^^ 
-  79.164 
—66,277 


183,734 
—58.584 


65/277 

log  65,277  =1,814760 
log  126,250  =  2,097431 

log  tarig  00=9,717329» 


I62<».27'.Wr 


logrM=3>537443 

log  sin  «90  = 

9.880848 
og  tjiii  (i%  -  «, )  =  9.727628 

21,145919 

logrjQ= 2,537443 
logco8«to=9,812815. 
lQgsin(«i— Ol)  =s0»7276a8 

2,077^^ 


iiani.=130ti 


num.    — 1I9«643 
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logr,a='2,494!58 
I  og  •!  n  («iii — fiti) = 9>38ü  1 1  ii» 
logüio  (oi^s— («t — «>^) =9,998821« 

1,673092         num.  s=74,0(l 

logria  = '2,494158 
1<»gflfii  («0  —  «a)  =  0,3801 13. 

0,741011  mmi.  ^  MOB 

139,933  --119,643 

-74,661  --5,r>as 

65,272         - 125,151 

_  65,272 

lofc  65,272  =1,814727 
lo^?  125,151  =  2,097435 

log  taug a»=;9,717-i92« 

_  j  152».27'.20«' 
}  332  .27  .20 

AI«  Mitteiwertbe  seUen  wir: 

152<^.27M5* 

332  .  27.19 
Hn  tat  aber: 

«01=      4M1K.20"  ao,=  4M9'.20» 

«0=   182  .27  .15  ao=   332  .27  .15. 

*«o=^148  ,  7  .85'       a„,  -  ao=-328  .  7  .56 


sin(c^ — negativ         «in  (051 — o^)  positiv 
0iii(a|^fl^)  negativ        aiB(a|^a^)  nafativ 
fi  positiv  Ti  Dcgattv 

und  man  muM  also  s«txeit : 

ao«152o.27M5» 

1Ö2«>.27M5^  0^=  Ifl2».»r.lö» 

^>^a^=— 18  .24  .  0  a^^<^as^l3  .53  .  0 

«1»  134.3.18  150  .20  .18 

DaJber  babeti  wir  folgende  Werthe: 

«^ssl52«.27M5'' 
«  «l=:134  .  3  .15 

^    «BslOd  .20.15 

Pcniflr  M: 
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«01=       40. 19' .20* 
«1=    134  .  3  .15 

logToi  =  'i,ä37798 
logslD(«;M  — g|)=9.H8596l, 

2,423740« 

log  sin  (a,  —  «0) = 9,499204, 
logros%^454ö 


0»=  idoo.sr.so* 

o^s  166  .20  .15 
ff^— a^£=-36  .48  .26 

log  r^i =2,537443 
log  sin  (%|  — o^=s9«767 198iii 

2,ao4e4U 

log  ain  (oo  —  «ft)  =  9,3801 13» 
logro=s^9245^ 


2,924545 
2,924528 
"5,849073 
logro=2,924537 


a^ss247o.22'.60' 
«.  =  166  .20.16 

-a«=  81  .  2  .35 


logr,i=2»494158 
log  Bin  Ka— gi)=^^7g 

2,488830 

log  810  (oj —  a^)  =    7  27628 
logn  ==2^6r202 


o;o,s  4M9'.2a' 
152  .27  .15 

0^1— «^=—148  .  7  .55 

logrot  «2,537798 
iogsm  0%i  — «^)=9,722606fc 

2.260403, 
log  sin  (ttj  —  oq) = 9,499204« 

logri  c=r  2,761199 


2,761202 
2,761199 
5.522401 
Ingri  =  2J61201 


«^sidoo.ai'.so* 

i^sI62  .27  .16 
oao— aos-21  .55  .25 

logrte=2,Ö37443 

log<to(«io  — qo)=9.g721^ 

2,10958.%, 
loguo(ao- 0^  =  9,380113. 

logf^=2,729470 


o|»134.  3.16 
Ol,— 0|  =  U3  .19  .36 

logiv,«9i4M156 
log«lB(c[|t  ~  «k)=9,902906 

2,457126 
logsin  (1^4 —c,) =9.727628 

logv^r^VS^ 


2,729470 
2,729498 
5,45SV>t)8 
logrt  = -2,729484 
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logro  =  2,034537  840,50 
lügf^  s  Tt  =  677,0a 

logra  =  2,729484        rg  =  536,39 

EmUIcIi  kC: 

logro  =  2.924637 
.   iogwop  =  9,947747, 

log.rocoao^  =^2,873S84s 
rocoso^  746,22 

a:  =  +  619,22 

log  Cosa,  =9,842196» 
log.riOMai  2,603397. 

ficosai  =  —  401,23 

at:=+moo 

logr«  =:  2,739484 
togeo8c%  scs  9,987584« 

tog.rgcoso,  ==  2,717018.1 

r^iCOBOt  SS— 6214K3 

ag  =  +  98,00 

619,32 

4-  619,22 
<!-  619,23 
-I-  610>3a 

*f  1867.87 
:r=:-f  619,33 

logro  «  3,934537 
logsinffo  =  9,666073 

log.roMD«^  SS  ^6^610 


lU  Brun$rt:  enmmmOit  mt^aMi,  wiitke  -imr  ämenäMm 


ro  sin  oo  =^-f  388,70 
60  =x  4-  443i00 

logri  ™  2,761201 
logsioai  —  9,856537 

log.nrä«!  =  2,017738 

<r^*8l»<^  414,70 
Ai»4MM0 

logr,  1^2,729484 
logfeiDo^  3=  9,373284 

liig.fi««iDi%  =  2,102768 

Tu  sin  citjj     + 120,70 
^  =  ~  119,00 

y  8— 245,70 

Man  erhält  also  für  y  Immer  genau  densetben  Werth;  aod  die 
Coordbiateo  des  sa  bestiminenden  Punktes  siod  folglieh: 

-I-  619',22  =  +  61o.9'.22 
y  tt>-M5'«70  ^  -  240.6',70. 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  [f.,  wehehe  mit  einem  Maassstabe, 
,hei  dem  26  Ruthen  auf  den  preussischen  DeciioatzoU  gerechnet 
worden  sind,  entworfen  worclcn  ist,  eiiie  genaue  Zeichnung.  Mao 
wird  durch  Nachmessung  an  derselben  alle  oben  auf  dem  Wege 
der  Rechnung  gewonnenen  Resultate  bestätigt  linden,  so  weit 
dies  bei  einer  solchen  Figur  erwartet  werden  kaun. 

Siebente  Aufgabe. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Systeme  ?on  vier  Punkten: 

ilo,  il,,  21t,        and  4»',  4',  J«',  A^'\ 

im  Ganzen  also  acht  Ptinkfe,  deren  ^Conrdinaterj  in  Besag  auf  ein 
beliebiges  rechtwinkil|^  ^äoordiiiateasjjfnteai  wir  durch 
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^JTo;  ^i^fl 

UDCl 

«•'»Sb's  »t'^Mi'i  ^H'^B^k 
lawiehiM  irolien. 

HVom  ivir  uns  dmch  ^Iq  ^i^^^^^i       dem  priflii|iTC||B  Sv^ 

fM  4m  G«radeii 

A^Aq,  AqAi$  4o4i'»  4>4i' 

■it       pmUtw  Tliell«  d«F  etfltün  As«  Am  SyttMM  «ioge- 
•diloMeneo  Winkel,  iodeqi  vrir  ,4ieM  Winkel  wi  dem  po^ftlT^ii  , 
Th^  der  ex^teix  Ax^  w  imcli.  dem  pMÜivf  p.  Th<ll|e  4^1  «v^U^ 
Axe  biD  von  0  bU  360^  ziblen«  respecttve  durch 

W»»  ^F^+^n*  fli+«(m» 

bezeichnet  werden,  wo  die  Winkel  coi»  offenbar  Jeder- 

zeit durch  geiguete  Mebsuiigeii  mit  einem  n«kch  Aq  gebrachten 
irinketmessenden  In8triiiuente  bestimmt  werden  könneii«  was  einer 
weiteren  Eriäateruog  b^  niobt  be4|är{to  ^k4*  , 

IHe  fVD  den  Qeieden 

AgAJt  AgAt'»  AiA%,  AgSJ 

mit  dem  positiven  Thetle  der  ersten  Axe  eines  durcb  Ax  parallel 
uit  dem  priaiitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensysteme  einge- 
schlossenen, auf  ganz  iiKoticbt  Art  »He  rerber  genommenen  Win^ 
kel  beseicbneo  wir  durch 

HO  die  W^inkel  a^^*  ^is»  jederzeit  durch  geeignete  Messungen 
■tt  einem  mich  A^  gebraehtoB  wkikelmMeeedeB  hmtrumeale  be- 
^Smmk  «reidMi  Irttame«. 

Die  Ton  den  Geraden 

A^Afjt  A^Ai  ,  A^A% ,  A%A^' 

■it  dem  positiyen  Tbeiie  der  ersten  Axe  eines  dnreb  4i  parallel 
alt  d«e  pvimitiveo  iüyetenie  gelegte«  Ceofdioeteneyatema  einge> 
eMmepti?,  ganz  e^  ee  «!•  wb^r  gyei— eye  V/kJM  ke- 
«blMB  «rb  dercb 

?»#  dPji-l-ifpft»  fi+%1» 
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wo  die  Wiokel  ,  a^,  ce^s  mittelst  eines  nach  ^ebracbteo 
fviakelmMeadefi  lostriuneitts  jederzeit  bestinunt  werden  kdiuMR. 

Die  TO«  4«v  G«rad9o 

A^AJ^  ^Ag\  Ji^'t  4i4s' 

mit  (lern  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe  eines  durch  par&llel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  eirige- 
schlosseoen.  ganz,  eben  so,  wie  vorher  immer,  geoommeoeD  Win- 
kel be^eichnea  wir  durcb 

wo  die  Winkel  a^i,  «si»  «^s  mittelst  eines  nach  gebrachteD 
wlakebiiMsaiideo  lii«tniiiieiitft  jedeneit  bMtfanml  werden  kSMMsn. 

lodern  wir  onn  noch  die  Eotferoungen 

A^A^t  Ad^i'f  AqA^',  AqA^'i 
AiA(^0  AiAx't  AgÄfit  AiA^'i 
Ä^.  iMi'.  Jiä^,  i^.'t 

AgA^',  A^Ai»  A^A^t  A^AjI^ 
beilebaigeweiee  durch 

'Vm*  **ot»  ^iost  Vot» 
•kl» 

^>  'in 

beieiehM«^  welleo  wir  jetzt  sehen«  was  eich  an«  den  nach  den 
Obigen  ▼oigenonuneDen  Wiokelmeeettogen  eohlieeeee  Afieei. 

Offenbar  halien  wir  unter  den  gcumcbtea  VuraussetaaiigeB 
die  folgenden  Gleichungen: 

1) 

d4'aBa:o  +  roi.cos(oo|-f  j^o +r«)|.sin(a;Q|4'W> 

^'  =  «6+nii'««>(«to+^«»)»      f»  =Jli+r«i.el»{iito  +  fl^» 

o:,'  =0^0  +  rgg. cos («oa  +9*0) »  .     yi'  —  yo +'*oi +  ^ » 

* 
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pfeift              «  COtt  flVfl  A 

=  Jfi  + 1*11 .  CO»  («a + 

=     +  »"II  • («U  +  9>i) » 

V 

=  «i  +r|t.ca»(i«|,-f 

y.' 

*• 

S       •4'  Tmtk,»  COA  (Uta  ■ 

S  IIb  4' rui«  CID  41^. 

H' 

= ^ -l- 1*81  •        4- 9i) ; 

y. 

*• 

=  1/*  -l-  ran*  sin <p«. 

=  STi  +     .  «In  (oji,  +  , 

=       +  ''W  COS  (»M  +  9*)  » 

y» 

—  JTj  +  r^.  COS  («83  +  qpj); 

• 

=  y8+»*aa-sin(a„  +  9>a)« 

Ant  der  eniten  dieser  vier  Gruppen  von  Gleiebnogen  er- 


3fo'  -yi'  =  roo- »io 9>j,«-ro, . sin («©j  +  ^p©), 

iIm: 

»Ml  folglich,  treon  der  Kflrze  wegen 

I-'^  Ol  =  -  ■»!  0  s»n  «Ol  —  (yo'  -  yi  0  CO«  «Qi , 
Ao^  s  («b'— «^Onlnooa—  (yo'  -  y%)  cen<%i. 


IIB  erum§rt:  $mäiMwekt  in^m^  mMa  wm 

midi 

==  («q' — ^0  cos  Oy,  +  (yo'  —     j  öiu 

geMiBl  witd: 

Aoj^jBpi  <ttigg>o  __  »l«K%i  ^ 

wnimt  «ogleicb: 

IA^  »in  fl^—»  ilei  t">  »ot 

folgt 

Also  h$X  Mn  die  GlelclinDg! 

woraus  nach  geh<iriger  £iitwickelung,  wenn  man  zogleicli  durclt^ 
slo«^  divtdirt,  folgt: 

5)  +(Amßm  I  =0. 

MMh  kiditer  Entwlckdiing  fiodat  mao  aber»  weno  der  Eürit 
wegen: 

j^,  =  (drö^-jri')(*o'-^»  +<yo'  -yiW-ifi) 

und 
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im  4ir  mmHIwekm  MtmUtwU  9nl§mt  HmL  1|9 

gMetit  wird: 

AfgiBf^—A^B^^i  =  iJi,8in(aoi— «bi)  +  ^iiCOs(«w-«^>i); 
Mglwh  oaeii  6)4 

Nqd  ist: 

^••n«(ii*in(ao»— «w)  =  co»(^,  +00,— oog)  — CQ8(— <Ha+fl^+a^, 
^iabooj &ia  (c^  —       =  coa(—  o^,  +      ^  0^9)  —cos («oi— «te+o^)  t 

aUo: 

■4»  «VW  wir  Jiiar  ihrigins  lilm  b#Uftufig  bMDMken : 

Siioa^  cos  C«^— fi^)  =  sio  (0^1  +  a^—  «q«)  f  sm(i^  —  -f- 
*28ioc(Q9C08  (ooi—  «Ol)  =  sin  (— «Ol  +«01  +  «01)  +  sio  (agj  +  Ooi— o^,), 

iUo: 

•hi%iC08(a^--iiVit)-f  8inc^c<w(a^— «^)-f-8iiifl^C88(aoi  — 

0^  -f  «08  +  «0»)  +  öiu  (Ofti  —  ßg»  +  «oi)  +  8in  (Oßi  +00,— oq,). 

F^lsUcii  i8t  aank  -der  cmiep  Jiaacr  Md«o  JUbtl#oeii  offeniMur: 


120  9fn$r$:  smmwUfkt  in^Mw<  mM#  wMt  Mmm»mm 

+  (V«t''l'9li>V)«<Bfl^siii(%a — 

+  (Ji^'a^'  +yo'y»' + «1     +3fi'ya  )     ««  »»0  (»«81  — » 
und  teroec  ist,  wie  mao  leicht  übersieht: 

sin  fl^  cos  (oq,  —  0^ 

•|-]^ssiiio^cos(a^  — 
— (^'^t'  — ^o'^s  )      oqi  cos  (ooa— «0»)  —     öo»<^(«bi  -  %i)  t 

— -yo'^«)cosao,sio(«ot— «Ol) 

(«sW  •«^'«•Osia^ot  cos{««,t— ««oi) 
+  ys'Ä,0«inai,lC08(ooB— 1^) 

+  («kW  -  ti'jP^OÄi^etit^t  —«Iii)* 
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Führt  man  nun  «Uese  Abdrücke  in 'die  obige  Gloichaag  S) 
ein.,  .so  erhält  man  die  folgende  Gleichung  zwi«<*||en  den  Cqor4i- 
nftUn  dec  Punkte        Ai  ,  A^' ,  A^'i 

(9) 

+  ißo^'  +  |fe>a  +         + jri'j%0»w «W»« (fi«ot- J 

So  ^ie  man  diese  Gleiehung  aus  der  ersteu  der  vier  Grup- 
pen Ton  Gleichungen  in  1)  abgeJeite^  hat,  kann  man.  ena  jeder 
der  drei  nlirigen  dieser  vier  Groppen  eine  ganz  ähnliche  Gleicbang 
wie  die  vorstebende  ableiten;  und  man  erhält  dieee  drei  neuen 
Glttcbuogen  aus  der  For«talm4en.Mbr  leUbi,  w^nm  men  in  ^le» 
•er  letaterea  Mr 

nach  und  nach  respective 

Oll*  ; 

<*m»  ""m» 

mM,  wie  eleb  ans  den  Gleichungen  1)  eMiittelbar  ergiebt.  Na* 
tuHicb  laeeen  eieli  aof  dieselbe  Weiae  3X  4)  lelebt  Ane* 

Mte  Ar 

4ang9>,,  tangtp,,  tang^ 

Mten,  welche  wir,  eben  so  nie  die  in  Rede  stehenden  Glei- 
sbogen, hier  der  Ktfrse  wegen  nicht  besonders  mittheilen  wollen, 
die  Allleitung  au<j  den  vorher  gefundenen  Gleichungen  und 
F««eln  in  der  Tiiat  nicht  der  mindeateo  Schwierigkeit  unterliegt. 

Zwiaeben  den  Ceordlnnten  der  Pnnkte  Aq',  A^',  A^\  ha- 
^*ir  nne  eJb«r  anf  dieae  Weiee  vier  Gieiehongen  gefunden,  wnn 
Mi  des  Felgeeden  wegen  weht  nn  beeciiten  hat. 

8* 
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Um  die  Gleichnnij  *r),  und  natürlich  eben  so  aurh  die  drei 
andereo  ihr  ähnlieln  ti,  zu  vereinfachen,  wollen  wir,  was  offeobar 
▼erstattet  ist,  den  l^uokt  A^*  aU  Anfmf;  dar  Coordinfttw  » 
oehmeD,  also 

setseo»  wodurch  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gestalt  erhält: 

10) 

(d%^|'-f  fB'9^')*iB     ain  («te— a^) 

+  (^«'^i'+3fs'^i')»»»«oas»n(«o8— «Ol) 

+  (^s'yi '  — ya'^i ')  sin     coa      -  ooi) 

+  («i'fa— 3fk'«^')»l««bi«»(«^-«<oa)  ' 

Eine  freiter©  Vereinfachunf;  dieser  Gleichung  wird  aher  er- 
zielt, wenn  man,  wat»  offenbar  ebenfalU  verstattet  ist,  die  Ale  der 
X  durch  den  Punkt  A^'  legi»  aUo 

3f,'=0 

aatit,  vodarcfc  41a  rorataliaii4e  OlaMnag  la  «Ha  foigend*  «ba^ 

geht: 

11) 

•t  x^'Xi '  ainu^cin  (n^ — <i^|) 
-|-  Xi'x^  sin  ~~ 

— ^i'^i '  sin      cos  (ogg  —  4m) 

Aber  auch  diese  Gleichinig  ist  noch  einer  haiAfirkafiavrarÜiaii 
DmlbruuDg  l^äbig.   ^UX  maa  näialich: 

nad  banarkl»  daaa»  wie  laieht  «rhallet: 

sin     sin  {a^  —  ccgi)  -i-  sin  «Qj^stn  («Qg     c^)  s=: — sin  c^^g  sin  — 
aiDa^eoa(a^<— ii^<»alDa^eoa(flte— ate)s=    eoac^ainC«^ — 


=  0. 
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ist;  80  «rkäU  mao  mi ttol«i  einfacber  fiecbaoog  die  folgende  Glei- 
cheeg: 

13) 

^'(^'  "i*  tii' — dTiO  siD    sin  (fi^ — 0^ 
+  ar|'«,'8in  ocq,  cos  («qj  —  «o») 


Dividirt  man  aber  dieae  Glelehnog  dtneb  Si9i*%  ea  ickllt 
die  felgeade  Gleichong:  * 


14) 


(1  +  — *-^-)  »to^B»  «In  («ta  —  «bi) 

r 

addie  b  dleaer  Fenn  mi?  die  Tier  nniieknnnten  GrOiaea 


£2'.  £3' 
«1''  «1' 


Seist  man  aber  in  dieaer  Gleieliang  Ittt 
Mehangaweiae  and  nach  aad  aaeli: 


*)  Wir  MbmoB  m,  dato  x^' 

ilidkto  V       ^^i'  >Mt 


aidbl  voncliwiadol,  aliO  dl«  boidfa 
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«ki»  «Ii» 

«81  »  "a»>  «83  i 

SO  erbftit  man  dr«i  Deve  Gleichongeo,  welehe  isit  der  vorstelieD- 
den  Gleichung  aoannunen  ein  Syntein  «wen  vier  Gleicbnngea  swi- 
sehen  den  unbelcannten  Grössen: 

«i'*  «i'' 

bilden,  die  sieb  also  mittelst  dieser  vier  Gleichungen  bestimmsD. 
lassen« 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 
15,...  1/=^,.    V=f„  T=^,, 
SO  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgende  Gestalt  an: 

m 

(I  +  V —  X)  sio  0^  sin  (a^j  — 

+  Fsm     cos  («tot  — «toi) 
-|-Fcosoos8iii(«toi  ^«0»)  y  =0.  \ 

+  (ÜJf+  FF)  sin  «toi  sin  («tos -«os) 

+  (X/iF—  FA')sin«toi«08(ctos— «tot) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Üiyiöion  mit  V  die  Glei- 
chung: 

m 

^  sin     sin  (a^  — «toi) 


=  -  sin  «tos  cos  («toi  — stot) ; 


Y 

+  y  CO»  «03       («Ol  —  «Os) 

+  — -jp"  Sinsen  sln(itoi  —  «tot) 

+  y  »»«  «Ol  COS  («tos  —  «toi) 

und  bildet  man  nun  auf  die  ans  dem  Obigen  bekannte  Wniie 
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swincbm  des  vrar  nobelcaimteo  GrÜMen 

 p  f   .  y  

vier  lineare  Gleichung^en ,  mittelst  weicher  sieh  diese  vier  unbe- 
liaoiiteo  Grüssen  ohne  Schvrierij^keit  bestiromeo  lasseo.  SeUen 
vir  OQD,  dai«  man  aoC  diese  Art  gelvodeo  liabe: 

\^V-X  Y  ^  VX\VY  ÜY^VX  ^ 
 jp  =«>    p=0,   p  =  c,  .    ■■  ^  =o 

oder: 

1») 

id  etgeben  eicii  ane  den  dfel  lelateB  CHelBft u ngen  Ae  boMeii 
diilchiiiii^a  s  ^ 

Verbiudet  luao  aber  die  beiden  Gleichongeu 

lail  eiaander«  so  erbilt  maas 

(l-6)ü«eF— l-rf,  (J-6)Jr=6(aF-nl)-ilj 

«iso: 

(l-6)*Grj:s=  (1 -^li-AFK^-fd—a^F), 
Bad  foiglijKb,  wenn  man  dies  io  die  Gieicbaog 

C7Jr4-6F*=cF 

emlübrt : 

(l+4^F)(6+if-e6F)+d(l-^*)»F»*e(l--4)«F.  . 


woraus  man  nacb  gehöriger  Entwiekelung  zur  Bestimanmg  to»  F 
^  (tlgea^e  ^eiebung  de«  anvlte»  Gtsdea  •erbilt: 

20; 

Mii+a-*)«l  F«-<^(l-6)»+ 0(264(1+6)^)1  F+Cl-HÖCH*  «a 
An  «laa  alttelat  dieser  l^iekboeg  F  beetbnmt»  ee  ergebe»  ebafi 
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ü,  X,  T  mitteUt  der  folgeoden,  aus  dem  Obigen  bekaoiitoo 
Gleichuogeo : 

21) 

Dividlrt  man  die  Gleichaog  16)  durch  V,  so  wird  dieselbe: 

22) 

 »  gm  oq,  810  (oq,  —«oa) 


s  — cesa^elB(a^ 


-I'  'psioc^coe(A^*~o^ 

,  üX4^  vr  .      .  , 

+  pi  810  «^t      ("ua  —  "03) 

+  ^  sin  0^000(0^—0^  / 

und  bildet  man  nsn  auf  bekannte  Weise  d'iß  drei  anderen 
gen  Gleichungen,  so  hat  man  uiedemro  vier  lineare  Glelclinoges 
swiscben  den  unbekannten  Grossen 

[  4.  v^x     V     VÄ-^Vl      UY—  VX 
:     F      '    ¥'         F     *         F  * 

ans  den^n  sich  diese  nnhekanoten  Grössen  bestimmen  lassen, 
wodurch  man: 

2a) 

1  +  17- F    .     17-X+FF  ÜF— FJ:  ^ 

—  y  ÄC,    y  =  0»  p  assc,   p-  =  Ä 

oder 

24) 

l-l-U-JrssaF«   F=5F,   l7Jr+ FFs=cF.   17F— FJr«ilF 


erhalten  mag.    Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  si4 
die  Gleichungen:   C7^  +  6F»=cF,  (7— 6^=d.   Verbindet  man 
aber  die  beiden  Gleichungen        XssaY^l,  V-^bX^d  mit 
'  einander«  so  erblUt  man : 

•(l-6)A  =  aF-l-.i/,   (l-6)C;  =  6(l-aF)+d, 

also: 

(1  ^  6)«  I7Jr  =  (1 -l- d-a  F)  (6  H- — 06  F) , 

und  lolglicb,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  VX-{^bf^^cY 
einführt: 
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in  der  nauUtekm  Geoddsfe  geeigmi  »ttb*  1^ 

(1  +  rf— «  F)  (6  +  d-^mbT)  +  6(1-6)«  F»=:«(l  -  6)«  F, 

«orans  sich  nach  gehuriger  Eotwickelung  zur  Bestiimnong  tob 
F  4im  foigeode  Gleiehong  de«  »weiten  Gradee  ergiebt: 

25) 

${^-^(1-^6^]  F«  —  U(l-6)«+a(26+a  46)11))  Fl 

Bdt  Mit  oiHfelet  dtoser  GleiehiiDg  T  beetiimt«  ao  ergeben 
M  JT»  CT«  F  nittelet  der  folgenden»  ane  dem  Obigen  belnuiBten 
Mcftirogen : 

26) 

(l--d)X:sl44-aF,  (1*-6)Ü»6(1*-«F)44,  VzsbF. 

Jede  (lieser  beiden  Au^osun^en  kann  bei  der  Bestimmung  der 
vier  unbekniinfen  («rossen  aus  den  vier  linearen  («leichnneen  auf 
das  Smii!)'»!  rh  s  Lnendürbon  fVilirfMi ,  u  as  bei  der  ersten  Auflö- 
sung  jeiier/.eit  der  Fall  sein  tihk»<s,  uenn  V=:l),  r2'  =  i).  y^' =  0 
ist,  wenn  al*:o  di<  drei  i^unkfc  Aq' ,  ^4/,  A^'  in  einer  (Geraden 
liegen;  bei  derz^veiten  Auflusune.  ^venn  O.^a'^ü  ist,  wenn 
a!«:n   die  drei  Punkte  A,,' ,  A^'  in  einer  Geraden  liegen. 

Träte  afj^n  einer  der  beiden  in  Rede  stebenden  Fälle  ein,  ao 
wfirde  man  dann  immer  die  andere  AuilO^ung  anzuwenden  haben. 
Träten  aber  die  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  zugleicli  ein, 
«ras  jederzeit  geschehen  mOsste,  wenn  y^=.(^f  ^,'  =  0  wäre,  WMin 
ileo  die  vier  Punkte  A,\  Ai,  A%,  A^*  in  einer  Geraden  liegen, 
■0  wtirde  keine  der  beiden  vorliergelienden  AnnSaongen  braneh* 
baraein. 

In  einem  solche»  Falle  wäre  aber  F  =  0/  K^ü,  und  die 
Gieicliiing  16)  würde  also  folgende  Gestalt  annehmen  z 

») 

(1+C7 — Jlk)ainc(^sia(aQ|  -|-  C/AsinaQ|sin(ooi~Oog)  a=  0 

•dar 

tt)  (£/  —  <£)8inoq9sin(c^->fl^-i-  C/Aaiua;|gain(c%s — o^) 

9 — alna^ain  ; 

»ifid  bildete  man  hierzu  nur  mirli  r  liK'  z\\oi(e  analotjc  (>leicbang, 
wurde  man  zwischen  den   unbekannten  GrHssen   V  ^  X  und 
Cliwei  lineare  Gleichungen  haben,  aua  denen  eich 

%  Ü-Xssü,  ÜÄssb 
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finden  humn»  woraus  sieb  dann  a«f  »Ugaiieiii  liekannt«  Weise 
ferner  V  ond  X  selbst  darcb  Aaftösnng  einer  Gleichnng  des 
»weiten  Grades  ergeben,  was  einer  weiteren  ErlSnfentng  bier 
nalfirlich  niebt  bedarf. 

Hat  man  nun  V.  F,  X,  V  gefunden,  8<>  erhält  man  iij',  c^': 
y^'  nach  15;  miUelst  der  Farnieln : 

30).  .iit'^l7*,\  f4'  =  Px/;  j:a'=£r,'«y,'s=rF«,'; 

natürlich  alle  diese  Grössen  blo.*JS  durch  Xi  isser  m  üssen  al» 
Kirifieit  auj^^jedruckt ,  indem  sich  äelbßtversfäiuilicJi  tinter  den 
i;rnia(  Ilten  Voraussetzungen  gar  nicht  mehr  linden,  gar  nicht  lucbr 
leisten  lässt.  da  wir  ja  aTttM'rumir^ioTi  f'ahi'n,  dass  blosse  Winkel- 
messunurn  (rr  rn.u  lit  uorderi  soien  :  nur  uenn  j^'  noch  seihst  ge- 
roeasen  ivorden  viare  ,  wiirden  sich  die  wirklichen  linearen  Werfhe 
der  Ohrigen  Coordinaten  und  Entfernungen  bestimmen  Jansen,  ist 
dies  aber  nicht  der  Fall,  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
.Ti' =  I  7M  setzen,  wo  dann  die  von  A,  '  nach  Ai  bin  gehende 
Gerade  als  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  x  angenommen  wor- 
den ist. 

Hiernach  wird  nnn  der  V^inkel  9»«,  laitteist  einer  der  beides 
Formeln  4)  bestimmt,  und  t^^  ergiebt  sieb  mittelst  einer  der  fsl* 
gepden,  ana-dem  Obigen  bekannten  Gleicbungen: 

31) 

(«o'— ^«0  «n  («••  +  Vo)  — (y..'  -  .y,Oeos(«r,,  +  ^  J  =:  ro».eintt,,. 

a:/;  8in(a«,  +  <pj  —{yj  —y/)  cos(a^.  -|-      =  roo-siii««r 

FQr  9o  liefern  die  FfiriMln  4)  freilich  immer 
verschiedene  Werthe,  die  aber«  in  die  Gleicbengen  31)  eingo» 
fShrt,  ßir       offenbar  Wertbe  mit  entgegcngesetsten  Vorseicben 
liefern;  und  da  nun  r^o  «einer  Natur  nach  positiv  Ist,  so  kalin 
nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  tp^  zu  nehmen  bat. 

Die  Entfernungen  r,,,  ,  r.  ^ ,  r^,  werden  mittelst  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichungen: 

32) 

ar..'— / = fo,. .  cos^,  — I  •  c««  («ot  +  Vo)  • 

Xo'  —  .T/  =  r„„ .  cos  <p^  —  r,„ .  c»s(ao,  1-  <jPo) • 
or^'— ro...c««i)p„— r^,.co«(a..3  +9,.) 

oder 


iH  der  nauiiiclien  Geodäsie  geeignet  sind. 


m 


cefnndcn:  und  die  Coordinaten  Xq,       erhält  man  mittelA  der 
folgendao,  nmnlttolbar  aiw  l>  «tob  ei^bmlea  Fenneb: 

34) 

j:«  =  —  rot  •  («02  +  9^o) »  .Vo  —  i/'i'  —  ^ot  •  si "  f  «,,2  H  <Po) » 
;i^r=;ra'— rQ«.co8(ogB-|-9g;  ^•=y»'— («5yt  +  9^» 

A«f  gani  ihnlieb«  Art  findet  nee»  ee  wie  «an  jetst  g)^  ,  ro(>, 
'01*  'oa*  'os*  gefonden  bet,  mittekt  neeb  dem  Verber- 

gehemies  lelebtMfiieetefleBder  Femele  eed  Gleicbungen  die  Gruseen 

9if  ^te*  ^iif ''it»  1t>  «k'Jb* 

Vs;    ^30,  Tai,  rj„  r,,;    .Ta,  yj. 

Hatürlicb  lässt  die  jetet  al«  vollstiadig  geltet  to  betraebteode 
Aufgabe  im  ikllgeneioen  zwei  Aufliieoagen  wn,  weil  aie  eef  eine 
GMcbing  dee  aweiten  Gredea  ftHbrt. 

Es  giebt  noch  eine  Klasse  bemerkenswerther  Relationen 
tvrtschen  den  Entlernuugcn  r^^^J,  7',,|  ,  Tq^»  Tq^*  tlie  wir  jetzt  noch 
entnickelu  Hüllen,  wobei  es  sich  von  seibat  versteht,  daea  ganc 
ibaiicbe  Belalionen  sich  zwischen  den  EDtfemungen 

v^o»  '11»  ''tif  ^t>  H^»       ^9         **to*     1  v|m>  'tt 

würden  aufstellen  lassen. 

Aec  den  Gleiebnagen  1)  erbllt  man  leiebt  die  feJgenden  Gftei- 
cbngeer 

OTi — aiQ  =  Tqq,  COS  (po  —  r IQ.  COS  (pi 

SS  r«  .eoa(flibi  +  Vte) — ni  .cee(%i  — ^) 
Ä  riM.  ce»(fl^  4  ^)  — n».  eoe  («it + Vi) 

as  To, .  C08  (oo,  +  9o)  —     .  coa  («1  j  +  91) , 

=     .ehi(«bi  +  ^Pto)—  fit  «^i"      +  ^^i) 

a  fi».ain(ij^  +  q>o)  —  rj^.sin      +  (Pi) 

=  Tut ,  sin  («ot  +  g'a)  —     .  sia  («18  +  91 ) » 
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«  r«B*  m      -l- 9^  «-r^«  co»(m^  4- 9^ 

= rat-ain  («te  -f      —  rti.  «in  (%t  -f  9i) 

=»  Tbl .  810  (ooä  +  9ü)  —  fxi  *  «iw(«a8  +  g^i)  5 

Äsroj.cos  («„2  ^  qp„)  —      .  cos  («32  +  ipa) 
=  To, .  Ctvs  (Ogg  +  q>Q)  —  rjj .  coh  (Oj,  +  , 

=  »V>i  .•'"(•^M  +  g>o)  — »"81  -»»«(«31  +  <Pn) 
=:tro2  *<"n  (ci^n  -f  ipo)-^  '•3a.siii(u32  f  <Pa) 
=i  r<„ .  sin  («fo»  +  M  ^  »Im  •     (<%i  +  9%) ; 
iiiid  hieraus  ergiebt  sieh  weKer: 

(Xi'-Xo)6\n  qp,  -  (yi  — .yo)«^«^^  «fföo.rtnC^r,  —  9)0)» 
(ari-jroK«o(%i +9i)-(yi-3ro)cos(ö,j +<;Pi)=ro|.s^n|(a||-«^,|)4(^^ 

(«i-«o)sin(«i«+9i)-(^i-Jfo)co«(«ii+9i)==n»«nK«ir-<W 

(d:a-ar(08iD(<%,f9i)-(3|i|-yo)co8(ajsj+^=ro,.8in{(o^^ 

(ar8-aro)sin(«3 H  «303) - (3/3 -.Vo)co8(«ai +9'8)=»V>i-«^i»l(«3i  -«01  )+(9»i'-1Ptt)l» 

(a:3-:ro)sin(a32  +  <P3)-(^3-yo)co**(«32  +  93)~'*öl-«»nl(»82"**o2i  f  f'Pr^-'Po)'» 

Faraeo  «4«  di«  Mto  diMer  dioi  ISruppen  Hi*«  Aage,  vmä 
eliiuiniren  auf  bekanute  Weise  aas  der  Isteo,  2(erK  3teo  oad 
Isten,  3ten.  4ton  Gleichung  in  dieser  (ilruppc  die  beiden  Gros- 
sen Xi — :ro  utiii  —  iy^,  ^  erlialtea  «rlf  die  bt^iden  folgeodsH 
Gleichungen  c 


in  üer  ftmuUwckm  etoäOsie  geeigmi  JM  IM 

oder: 

ir«.8iD  (oti  — «,t)  +  roi  .sii»  «nco«  (a,| — u^m)  i 

^ros.8in«||  cos (a||—aüt)Uiii(^  —  9o)  >=0, 
-Hroi-sinai t0ii*(ai  i  - «bi  )-n«.«n«i  i öoi)|co«{9,  -90)  3 

»«mm  sich  durch  DWisioD  die  folgende  Gleichung  ergiebt: 

r».iiii(gti~g|i)'f'^>i       <*ti      (on— «Ol)  — '•q>giwat„c<is(cifu-gb«) 

roQ.  ain  (aj,— a,  3)  +  To« .  »in  «jj  ct»8  («ij— o^«)  —  Tq«  .  einaijj^"08(ai3— a^^) 

^rpi .sing|ysin  (cru  ^u^)— i^^i^tf^i  sin  («|* 

8in«issin(aM^i%i>^rs0V«iua^ein<ai)^^^ 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  aber  durch  IVliiltiplication, 
weoD  man  aufbebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung: 

0=   roiroiSinttit«iii(«ti— <xbi)«in(«ii— «^ia> 

—ryoT^  sin     sin  («la  —  ^»02)  sin  («11  —  «Ii) 

+  nu'oa»*«  cfifSin  «,3  sin  (a„  —  «01)^0«  («la—  «0») 
-*roir«itsin4if|tsin  a|9eos(aii — «^i)sin  (au— «bi) 
+  ''oi»"o8  ait*5n«iafii"  («11  —  «ob)  cos  (cj^  —  e^) 
— »'ei'V»i»«n«it«5n«i,eos(«i3— Ubi)«n(«ii  —  «bi) 
+  ^Wm     «ia»«n  «11 8>o  («A»-^  «oa)  cos  («u" 

dio,  weil,  wie  manjeicht  findet*: 

>ia  «n  810  («i»--  «la)  +  »i"  «1»  »"» (o^ti    «is)  — —sie     sin  («i» — «n) 

<  WdlA  mätf  lilMih  SVnttbrung  dVStoer  Orbse  dte  äletchung  dur^h 
dividirt: 


=  0; 


192  erumwrf:  Semetr,  AufiaHnuir  Aumnd,  in  der  nautisch,  GeoMt» 

35) 

roor,),  8111  (c,,  ~aoi)i^in(ü:it  — «n) 

+  "WV^wnC««— •^••)«in(«it— «Ii) 
+  nMn««n«„«in(Ä„— «i^  +  c^o,— «öl) 

+  »"oi  ^0%  sin  «i«  8»n  («is  —  ^^i  i  +  «oi  — «os) 

ond  Mtit  mao  in  dieser  Gleieliuiig  fiHr  o^,  «qs,  o^»  «ii»  <>'is 

respective  a^i,  obs»  ^z*  ^  >  «st>  «te  «bi»  «Vx»  «>b8'  «'su  «^ast  «m; 
80  erhält  man  die  lieldee  folgenden  Gleichiuigen : 

36) 

n»»"«    («M — «öl)  •»«  («M— ««) 

+  rooi^o«8i»(«««  — «c«)«ln(«i8— «m) 
+  i^oo'^üa  »in  ('^«m  —  «03) —  «aa) 
+  roirojsiuojgsin  («ji  —  «at  -J-a^s— «w) 
+  »Viiroi  ein  «^eln  («m  —  «ta  +  — 
+  Woe»'n«ta  »^nCi^t— «M  +  «^n— e^ji) 

ond: 

87) 

r,K,r„,8in(o„  — «oi)8in  («»— «sa) 

+  rooro«t*io(a88—ßos)siu(a38  — «ai) 

+  «08)««(«ii— «m)  \ 

+  n»»"«!«*»     «In  («ta  —     +  «^M— %i) 
'  4"  »•oi»'o8«in«tt»'n(«it— «fi    «01  ^«<») 

+  WO8       «81  sin  («8t  —  «88  +  «08  —  «0«) 

Di^dirt  man  diese  drei  Gleichungen  darcb  t^t^f  ee  erbilt 

man  zwiscbeo  den  drei  Grusaen  — ,  —  »  ~  drei  GleicboDgen 

_  »(OO    »l»  'oo 

von  der  Form: 

38) 

'eo      *<iio      *Vi0       '00  'ioo      roo  •V»  '(Bo 

^00         ^Vn»         'VW         ''00  ^(00         *VlO  *V)0         '(OO  **!» 

-  *'oi_i  t  ''02  1«  ""o*  1^        ^o«  ,  ^  »"oi  »"oa  ,  f  ^0%  ^03 
»^oo       '^00       »^00       '^oo  »^00       '^oü  ^ao  »^00 

mittelet  weleber  aleb  die  drei  In  Rede  etebenden  GritaeeB  flMto- 
aen  beatomen  laaaen. 


Ibie  aber  die  lategratioa  der  linearen  Differential- 

gleichnqg 

flerni  Stmo»  Spitzer^ 
Pkwf«M»r  ««  4ot  Haaßel« -Aka4caii«  in  Wies. 


Alle  PÜM eniiilalalclingea  Mmm  Wwtm  Ib5bmbj  wie  faner 
mA  <le  fwneteirtieB  Sthlep  o«,  ^;  ai,  6|;  oo,  6o  beecfcefei  elad« 
taf  folgende  Fem  gebradbC  werte  s 

(2) 

Diaee  DifereMtlelgleichma  weHen  wir  nmi  hier  In  tei  Falle  le- 
ttpiiee»  we  A  elee  gaiae  peeltln  Zahl  iet 

Zm  dem  Zwecke  eetseo  wir 
Wvch  erheltee  wirs 

wilie  integriren  wir  dleee  Glelcheeg  ii-mat^  wir  IcoiiimeB  dorcli 
dne  SU  der  Gleichang: 

TfcÄl  XXXVIIX.  » 
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M«  welcher  folgts 

W0DD  ^(o;)  der  Kürze  halber  etatt 

C,  +  C^(m  +  X)  +  C,  (m  +  X)« + . . . . + Crf  («  +  jr)^-* 

gesellt  wird.  C^,  C^.  C^.-.-CU  hedesteii  wiUkfihrliche  Cm- 
eleafen.  Nan  bt  eher 

f(m  +  s)'-^^—ß)'ii{j:)dx  ~  Li/ (m  i  j^^)*-»«<«-^<iar 

folgliob  erhält  man  für  2(-^f    fo|g«iiaeii  Werth: 

■  (m  +  ar)""'  \    •  / 

«b4  wird  diese  Glolehaeu  (.4— ])iiiel  dIffMesIrt,  eo  erhXit  mee: 

folglich  iat 

das  vollstfindis^e  Integral  der  vorj^ele^'ten  DiilVr»  ntiMl^Ioichung; 
htphei  bedeutet  Li  eine  uillkiilirliclH'  konstante;  die  andere  will- 

kührlichc  Constante  iat  verhocgea  ttttter  dem  luUgraUekheo»  wel* 
chea  in  y  eraelietot. 

— r-  — 

ConalrnctioD  derjenigen  linearen  DifftfrentialRlel- 
eheng«  dfer  genfigt  wird  durch 

> 

Teraoegeeetst,  daea  l  elnegaase  peeltlve  Zahl«  m  eiee 
beliebige  Zahl  laf«  und  A  nnd  B  aolche  peeltlT.t^  Sah- 
lea  bedentee»  deren  Snmma  gleich  ^  iat. 

Fr  ist  bekannt,  daiia  diejenige  lineare  Dilfereatialgleieliaag» 
decg«»^        durch  ' 
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t 

folg^Bde  Gestalt  bat: 

ind  0etst  man  .  f 

io  «rhält  inao: 

*S+«-^*r.^=?-   ^^V. 

Nm  rnttatm  wir  in  (a;  uuü  (4) 

80  \»X 


•  ■   »     • .  • 


4m  bligral  im  DifMMÜalgMdMn«! 


(6) 

» 


Differeniirt  mmm  v»  dl«  GtoUiM  (5)  a4.1)Ml.  so  •ribilt  nu 

(7) 

I 

fl 

«i  Qir  genügt: 

f«lgiicli  erhält  mau , 

L  41«  OlinMtialgleichaDg: 
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«ad  ÖM  latflgi»!  dtnalb«!!  isli 

Der  Gteichang  (4)  geoügt  auch 


folglick  «hiH  MD  Ar  die  Glekbmg  (W  «idi  folgendes  periMte 
bilegrait  j, 

e 

and  eenlt  let: 


eio«  mit  zwei  witlkuhrncben  Co nataeten  C|  und  vereehaoct» 
der  Crftelcbaog  (9)  genügender  Auedrack. 
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Sßii%er:   iJUe§rttUm  der  linearen  DfffereutiaigUickmig  9tc* 


btogmttiM  der  ÜMarai  DUBureatialgleichiiqg 

v^seUwt  A^^  III,  jif       C  constnote  ZaUea 

Wseictaen,  mittelst  bestimiiiter  Integrale. 


Dtr  deicliiing  (1)  gooügt  nuui  durch  lat^ale  ioigeoto  Form; 

\va8(  ibst  eine  iio|eli#.  FoBotioiD  von  x  becleulel,  welebe  au» 

«itr  GleicfattDg 

=  (3) 

henroreeht,  v^  o^elbst  fero#r  V  eine  zti  besttinmcnde  Fooction  vod 

I  iüt,  ufiii  wo  endlich  tf|,  U2  couölautü  Zahlen  siud. 

Ihn  diesi  tenUiQB»  «aWtItoife  mo  4«»  Awdntek  (9)  in  ^ 
CMehaog  (1);  man  «rbllt  «odaim; 

(4) 

■1 

»  (il<^i^(MHilMir(M»)4*C'4i^  Fite. 
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Nin  Iii  aber: 
folgliefc  hat  omo: 

vtt4  Mtit  man  Id  die  dr«i  «o  ebM  — fge>laille>  Ciaich— at 
atatt  df,  ao  erhill  »aai 

. •  -' 

+  m(m  —  *»(a^. 

Fflbrt  man  diese  Werthe  toi»  ^»+*)(iar)  «od  t^("+«i(iu) 

in  die  Gleicbang  (4)  ein»  so  erliSlt  Qian,  beiderseits  gleicii  dmch 
dividirend«  die  Gleich  ung: 


waiaha  faigaBiaiwaaiaea  gaardaal  wanlaa  kaaasi 

+ y  "*  [€—(«1^4  +  aiSt  «-Hill  +  Ci)9f^}Hus)Fdm^%' 


latatrSiaaai 
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■ 

md  weudet  man  d'wiM  auf  die  GleichiiDg  (5)  ao,  ao  erhäit  man: 

Maa  genigt  dob  dieser  ee  eben  aa^esGliyiebeoen.  jGleictaig» 
WMD  MD  F  so  wlhlt^  siif  dass 

(«> 

V 

fvird,  mid  die  lutegratioDsgrenzeD  Ui,  u%  99  h^immt,  aui  des« 
die  Gleiefauttg 

(7) 

stattfindet. 

Die  Gieiciiuiig  (6)  gestattet  iolgende  SohreibiveWe: 
+  +  «(«i  +  Äiti»-)  F'  +  (a«  +  AoHO  F  =  0, 

and  ist  daher  jederzeit  integrabel.  Wird  da«  aus  (0)  gefundene 
f  io  die  Gkicbung  (7)  eingeführt,  und  ergeben  sich  sodann  wak 
ntber  Ifer  m  zwei  »olcbe  constaatft  Zsblen,  die,  als  integratlons* 
pMiea  gesetzt,  das  Integral : 

y«y*"*^iw)FAc  Cö' 

wffler  uube^tjiiktnt  nocli  uiieiuilit-h  niaciieu,  so  hat  man  ein  tadel- 
ioies  integral  der  Gleichung  (i)  gei'undea. 
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140  spiintr: 

Der  •psdcVe  Patt«  wo 

ii«y^«+ A:r3r«^t)+ c^y^A  ^^^^ 

lit^  ▼«itet  BeaehtoDg.  Mjhi  kaa«  aUdldi  aWaaa  ^  GWckwg 
(1)  aiaCuAar  daiatallaa.  Setzt  nun  atalieb 

ao  erhitt 


welche  Gletchune^,  wie  man  sieht,  wirklich  eiofacber  als  dieGlet* 
cbttug  (1)  gebaut  ist 


Auch  der  apecielle  Fall,  wo 
fit,  gestattet,  etoe  eia£M:here  Behandlnagairelae.    Setat  ■•■ 


ao  koouat  man  auf  die  Gieichnog 

dam  Intagfaüoii  aaa  io  aabUaaett  FiUao  galmgan  iat 


Bökicn.  Leb.  die  üreieck€,  »eicke  d,  ein-  « .  umöeichr.  KrnU  HC.  141 


VII. 

üthor  im  Dfoieckat  w«lcli«  den  «a-  und  nibcwclMrie- 
benen  Kreb  gemein  haben*). 

Berrn  Dootor  Oll«  Bdltlen 


Bezeichnen  wir  die  Halbmet^^^er  des  um  -  und  de»  einbescbrie- 
beiien  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  und  r,  die  Winkel 
desselhen  mit  A,  B  und  C,  ttiui  fiüsaen  SetteD  mit  c,  «o 
halieii  wir  folgende  Formelo; 

1) 

ABC 

T  SS  4ß  010  2  sin  ^  aiD-^=  Ä(co6/l  +  cos    -f-  co»C  —  1) 
=-Ml(e«*»5 +«»«f +4»«»  5-2) 


SB  — Ski*!  -  ab*  |)  > 


a6e 


0  ll.i.-mxnVlK  8.M«t  BMchttiBK 
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142  MSÜäM:  Viämr  M  »r^htki, 

wenn  wir  nUt  dl«  fintfemnageii  d««  Mtttdpmikit  im 

OMb«0cliriebenen  Kreises  von  dto  Seiten  beteidnieB«  Fmer  lili 
waoa  der  liiWt       Dreiecks        geeotit  wird, 

SM  ri»  rs,  r,  dl«  HaibMMer  der  drei  Iweeere«  Berlkrangs- 
kreiee»  eo  ist: 

1.11  1 

Siod  A|,  die  drei  Hüheu  des  Dreiecks,  so  ist: 

Beieichiep  wir  den  Mittelpankl  dee  <— ckriebeae«  KrdNi 
mit  O.  denjenigen  den  kmeren  Berikmngnkreleee  mit  nnd  Ab 
MIttelpankle  der  drei  itMneren  BerfikiiniBekr^e  mit  €r»  H,  C 
eo  knien  wir  lemer: 

9 

7)  il^.A.CosdlTf*; 

oC?:s4irein^» 

W  1  C 

\  eC^-l-oJIK-l-eJCKaBiaAV-di^t 
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trdiHe  den  ein-  uua  uinbeachrietienen  Kreis  gemein  Uaöen.  14ft 


Wir  Iwbeu  nao  folgenden  Salf: 

L  Besehretbt  miao  in  ein  Dreieck  und  um  dasselbe  eioeo 
Kreis,  ho  giebt  es  noch  anendlich  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  Kreis  eiahescb rieben  und  dem  aodeffi  wlMecliKNBbeii  sind. 
Bei  allen  diesen  Dreiecken  eind  lu^neUnt:  . . 

a)  (las  Produkt  der  Siuus  di;r  halben  Wiok^; 

b)  die  QuadraUumme  der  Sinus  der  halben  Winkel; 
e)  die  Qnedratsnniine  der.Cesinue  der  äailien  Winkel; 

.  d)  die  iSnwne  ^iet  Csnlnne  der  Jansen  Winkel,  nach  1); 

e)  das  Verhältniss  des  Produkt^^  der  Seiten  zum  Umfang,  2); 

f)  da8  Verhältniss  des  Inhalts  zum  ümian^  3); 

g)  die  ^lunnie  der  MiUeiloftbe,  2); 

h)  die  Summe  der  obero  Abschnitte  der  Hoben  (weiche 
svrischen  dem  Huhendvrchschnitt  und  den  Ecken  entbal* 
ten  sind)»  weil  diese  Abschnitte  doppelt  so  groee  als  die 
Mittellothe  sind; 

i)  die  Summe  der  UaU>mc6e»er  der  aufisereo  tierübruiigs- 

kreieie,  4)  ; 

k)  die  Summe  der  reciproken  Wertbe  dieser  Halbmesser,  4); 

t)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Höben,  6); 

m)  die  Quadratsamme  der  drei  tom  Mittelpunkt  den  nm- 
scbriebenen  Kreises  nach  den  Mittelpunkten  der  insniarn 
Berührungskreise  gesogenen  Linien,  6); 

u)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  innern  Be- 

rfihrunsrskretses  nach  den  Ecken  gezogenen  Linien,  7); 

I»)  das  Predukt  der  drei  vom  Mittelpunkt  dee  Innern  Be- 
rfibrnngsk reisen  naeb  den  Mittelpunkten  der  ioneem  Be- 
lOhrnngakreise  gesogenen  jUlnien,.  8); 

p)  die  Qnadiatsumme  der  im  vorigen  Sais  genannten  Li- 
nien, S); 
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q)  die  Qnadratstunne  der  die  Mfttelpitolite  der 
Berflbmogekreiee  ▼erbiedendea  Linien,  9). 

r)  Der  Höbendurchsclmitt  der  Dreiecke  bewegt  sich  auf 
einem  Kreis,  dessen  Halbmesser  =  R~2r  (Nouv.  Aßoa- 
les  de  Math.  Ter  quem  et  ü  e  r  o  uo). 

s)  Der  Schwerpunkt  der  Dreiecke  bewegt  steh  auf  eiMV 
KreU«  dessen  UalbmeMer  =i(i^  — 2r}. 


Diese  folgt  eas  r)»  weil  der  HübeiidqrebeebRltt 
Dreieel^Sy  sein  Sdiwerpaelit  ond  der  Mlttelpimlct  4« 
imeebriebenen  Kreieee  auf  Einer  Geraden  liegeo, 
irelcbe  wom  Scbwerpwikt  In  swei  Tb^e  gelbeOt 

wird  wie  1:2* 

I)  Bei  den  Drsieekeo»  welche  die  Ftisspunkte  der  HOhee  m 
den  im  Anfang  genianten  Dreiecken  bilden,  ist  benebnl: 

aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Sttmme  der  von  dem  Mittelpunkt  des  ionen 
B«rflbrmigskr«ieee  nach  den  Mittelpunkten  d« 
iiieeeren  Berübraiigekreiee  gelegenen  Linien, 

cc)  der  Halbmesser  des  uroschriebenea  Kreises. 

dd)  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  bewegt  sieb  tif 
einem  Kreise,  dessen  üalbmeseer  s=||2— r. 

ee)  Der  Mittelpunkt  des  Inneren  Berübmngekrsiiit 
liewegt  sieb  aaf  einem  Kreise,  deeeeo  lUbMS* 

ser  ssA— ^. 

ff)  Die  Mittelpunke  der  äust>eren  Berufuungskreite 
l>en  egen  sich  auf  Einem  festen  Kreise. 

Um  diene  eecbe  Sitte  so  beweieen,  nebmen  wir  an,  bi 
Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  drei  Heben,  welebe  sieb 

D  K 

in  P  scbneiden,  so  ist  Winkel  J^QO^—j-*  ^  =  d(^'f  • 

F  /> 
C=90^— 2'  cos^  =  sin  -^- u.  s.  I.,  somit  folgt  aa)  aas  d).  Die 

In  bb)  genannten  Linien  sind  sngleicb  die  oberen  Abscboitte  der 
Heben  im  Dreiecke  ABC  (b).  Der  Halbmesser  dee  e m  DEF 

R 

bescbriebeaen  Kreises  ist  gleich       und  »e'm  Mittelpunkt  liegt 

hl  der  Mitte  der  Geraden  OP,  Hiemit  wftre  also  cc)  und  dd) 
erledigt.  Der  Mittelpnokt  dee  in  ee)  genannten  Kretees  Ist  P 
(«lebe  r))*  Die  Mlttelpenkte  der  fai  f)  genaDatin  Sreiae  elnd 

A,  B,  C» 
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tt)  B«i  dan  Oreieck«D»  wdche  die  Mittoipnokte  d«r  äoMere« 
BirihfUBggkfUe  von  dem  im  Anfang  dIaVM  flalMfl 
■MBtitt  llB«iackM  bUdm,  !•(  konaliiiii: 

aa)  das  Produkt  der  Cosinus  der  Winkel,  a); 

bii)  die  Qaadratoiunne  der  Cosinus  der  Winket,  b); 

die  4^HMlnl»«mM  der  Sioos  der  Winkel,  c)| 
4d)  die  Srame  der  Coeinos  der  doppelten  WInkeL  d). 

Wem  «iieUdb  €iBK  eie  eolekes  Dreieck  Ist,  so  beben  «vir 

(r=»ö- U=^W-~,  Ä=900-^,  also  8iu~  =  co8C?u.8.(. 

ee)  der  Halbmesser  und  die  Lage  des  ambeiMihriebe- 
neu  Krei«ee. 

llaa  denke  ekdi  dee  Dreieck  ACF  ee  beur^ 
Udi,  deee  eele  ambeschrlebener  Krele»  deecee 

R 

Haibweccer     ^  ned  deeeee  Mifttilpattkt  In  der 

Hhle  Ten  OP  let»  wie  aaeh  eeio  elnbeachrle» 
bener  Krefe,  deeeen  Gentmm  P  ist,  fest  bleiben, 
ee  rouse  auch  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
pookt  des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  fest 

bleilten,  und  »ein  Halbmesser  R  koii^tant.  A, 
By  C  t«if)d  aber  die  Mittelpunkte  der  äuesermi 
BerübruDgskreise  des  Dreiecks  DEF, 

f)  Dee  Prednfct  der  eben  Abecbnilte  der  Hüben»  an); 

gg)  die  Quadratsamme  dieser  Abschnitte,  bb); 
bb)  das  Produkt  der  unteren  Abschnitte  der  fldben,  aa); 
ü)  daa  Produkt  der  Mittellothe»  i); 
kk)  die  Qnailralennnie  der  MltteUelbe, 

Man  hat»  mit  Beibebaitang  der  bisherigen  Beaelcbaongeo: 

APm%SLfsnmA,  BPs^^ReimB,  CPsMceeC; 

WasMeeei9ceeC,  EPs^^HeoBA&mC,  FPssMamAtOBB. 

Bieraus  wird  man  sich  die  vorhergebenden  fünf  Sätze  er- 
küren können,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmt,  dass  bei 
Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeachriebene  Kreia  kon- 

«tftBt  bieibt. 
• 

U)  Der  HMMndmbeehnill  dieeer  Draintiie  let 

.  .  weglieb» 
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•mn)  Oer  MtmwfvMt  tot  efctufilh  fcphiiiieglteii. 

m)  Die  MKCen  4er  Mtee»  die  Pnee|»iiltte  #»r  HShea 
and  die  Mitten  vonr  den-  elieren  Abeebnitlen  d« 
Hoben  bewegen  eich  enf  Einem  festen  Krein« 

denken  nns  wieder,  das«  eicli  Dreieck  ÜEF  so  beirege^ 
dass  sein  ein*  und  unibescbri ebener  Kreis  fest  bleibe,  80  sind 
die  t^unkte  P  und  O  unbeweglich  nacb  ee),  P  la^  pber  der  119. 
heiidurchschnitt  von  ABC*  Der  Schwerpunkt  i  von  ABC  liegt 
nur  der  Linie  PO,  und  zwnr  so,  dnes  IV>^fiOf  tot.  vMtn  ist 
noch  s  fest.  Der  bei  nn)  genannto  Kreis  bat  sein  Centrum  io 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  umschriebene  Kreis  von  DEF. 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt.  B^  C  die  Alitteipnnkte  der 
finsseren  Berfihrungskreise  des  Dreiecks  DEF* 

Hiernach  raodificiren  sich  die  „Uebungsaufgaben  tür  Schüler 
Bd.  XXXVI.  Nr.  XIV*.  Seite  18ö  ',  «elcbe  ich  hiermit  zurficknebme, 
da  sie  auf  der  VnrausHetzuiig  biTuhteii,  dass  bei  den  fraglichen 
Dreiecken  der  Umfang  konstant  sei»  welche  Voraussetsung  sich 
ab  onricbtig  erwiesen  bat 


VIII. 

Zur  Theorie  des  Polarplanimcters. 

Vuu 

■ 

.Hern»  /eAani»  Xtehle»». 

A«tlstaileii  der  mslhemsl*  Lehrkanzeln  am  Polylechnlkooi  so  Pru^. 
•  » 

I  •  .  . .  ■  • 

Bei  dem  allgemeinen  Interesse,  xvelcbes  in  neoestee  itoit  ,dic 
Einfilhrung  der  Planimeter,  sowohl  des  auf  das  System  von  Pa> 
raUel-Coordtonton  gegrindeten  vom  Ingenieur  Wetli,  als  auch 
desjenigen  von  Ameler»  weleben  die  Syntur  der  Pelar«Ceer- 


Digitized  by  Google 


iKoiten  zu  Gruiuie  üegt,  allenthalben  gefunden,  ist  es  für  den 
prikfischen  önferrirlit  von  Wichtigkeit,  eine  I  fieorie  aufzustellen, 
weiche  zum  Vortrage  an  höheren  ^SLhulen  i^'w.h  ('iu;nen  dürfte. 
NameDtrich  i^ilt  diess  von  dem  Am^^ler 'sehen  Planimeter,  vvetche« 
Mcfa  den  bUber  aufgestellten  allerdings  richtigen  Theorien  doch 
cioe  Menge  von  Hilfslinien  und  mtnutlo.sen  Constructionen  an  der 
TaM  erfordert,  ivodovcb  bei  dem  Schüler  der  Grundgedanke  ile» 
Cami  binfig  Terloreo  g»ht.  Ich  erlaube  mir  nttn,  im  Folgen- 
Iii  nrai  neue  Ableitungeo  dtr  Eodformel  Torzulegen ,  voe  d»^ 
oen  besonders  die  letitert  wegen  ihrer  Einfachheit  doftt  mo 
Ik^eblller,  wie  an  nneereb  fielytecbiiiecben  SchuIeD,  Id  die  neuere 
Cwtutrie  eingefilhii  sind,  tum  Vertrag  eicb  eignen  dürfte. 

VerMntiet  man  zwei  Gerade  Aa  und  PO  (Taf.  VII.  Fig.  I.) 
derart  mit  einander,  dass  Aa  am  PO  im  Punkte  O,  das  ganze 
i!iystem  aber  um  den  tixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird ;  so 
i«t  die  elgebraiscbe  Summe  der  von  A  in  jedem  Momente  nor- 
•■1  gegen  Aa  zurSckgelegten  Wege  unter  der  Voraneeetiung» 
da»9  der  zweite  Eckpunkt  a  eine  geschlossene  Fignr  vollständig 
tsAbrt»  bloe  abhängig  von  den  Dimensionen  aOsm«  OP^n^ 
OA=:p  und  der  Flüche  der  umfahrenen  Figur.  —  Cm  dien  dar^ 
aatbiM^  eei  P  <|er  Pol  einen  beliebigen  Polareeordiaaten^eteiney 
beMiebne  man  mit  u  und  v  die  Coordinateny  welebe  eleb  anf  die 
in  mnfabrende  Cnrve  belieben,  mit  ^  nnd  9  die  Coordlnaten» 
«dcbo  der  yen  A  benelkriebeiien  Cme  angeiiSren«  mit  d  den 
Wlibei»  weleben  die  in  J  an  die  Cnrve  AS  geiogene  Tnngenle 
TTi  mH  der  gegen  Aü  nermnlmi' Geraden  jtfjf  i^neehKeset,  end> 
heb  alt  «  den  von  der  Tangente  TTt  mit  dem  Leltntrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Ktfrae  wegen  werde  llberdiee  ^PAu 
M  l  nnd  ^PmA  derab  y  beseiebnet.  Man  bat  snnielmts  - 

nd 

1)    •  ceed  B  eeeeein     eeeiein  «• 

ffkt  den  Winkel  e  gilt  die  Gleicbnng 


%  ctg«=-T^» 


■n»  • 


Mi  welcher  man 

\ 


eos  «    sin  a  1 


* 
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ableitet,  wobei  da  das  von  A  beschriebene  Bogenelenient  bedeu- 
tet, üie  Gleichaog  ))  liefert  nao  mit  Berücksichtigoog  der  eben 
gefondeoeo  Werthe: 

4)  d6coad^  dg  sin      (fdtp cos L 
Im  Draiaeke  4Pa  mt 

5)  ^sini  =  usiny 
und 

6)  A  +  y  +  v- o  =  18(K>. 

Differentlirt  man  die  Glei«fiirog  6)  and  berfieluiehtlgt»  daM  f«r* 

müge  der  Gleichung  6) 

dk=id9—df — dip, 

00  findet  man 

n 

dQ  sin  X—geM  Idip  =  rfy(p  cos  A  +  «eö«/)  —  pd«  COS  A-f  Aioliir* 
£•  igt  aber 

jfC08A+ ticosy  =  m  +  ;?,   ^co8A  =  m+/>— iicoey 
iiiid  mit  Zobilfonabme  der  Gloiebong  4)t 

b)    rfö  C08  d  =  (m  -f  p)dy — (m  +  j?)c^i>  +  iu/d  cos  y-^du  ein  y. 
Setzt  men  ooeh  Alf  eoey  deo  «m  dem  Ikeieeke  Fte  reeolliitB* 

deo  Werth  — 2um  *  ^  fiodet  mao  als  gesocbten  Anodrack: 

9) 

liacos d  =  (m  -f- /f)rfy — ^C»»*  +  ^"«P  +  «•) + tf« ein  y  +  -  -y . 

Bezeichnet  man  mit  F  die  ge^^uchte  Fläche  der  umfahreneo  Fi- 
gur» ao  liefert  die  Integration  der  Gleicbuog  9)  entweder 

jenachdem  der  Pol  innerhalb  oder  aus?5erhalh  der  Fi^r  angenom- 
meo  wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrieche  Betrachtong 
kaon  man  die  Gleichung  9)  erhalten. 
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Man  betracbte  (Tat  VII.  Fig.  3.)  swei  nnmitteltiar  auf  eiaaD- 
der  folgende  Lagen  des  Syatema»  siebe  die  Leitstrableo  Pass« 
and  P»i  =ti-f  d«,  M/^aenkreclit  anf  Au  und  PQ  parallel  MN^  wi 
projicire  die  gebrochene  Linie  BnPoiJf  auf  MN.  Man  efbitt: 

l) 

Oeberelnatioiniend  mit  der  früheren  Bexeichnong  ist: 

AfB  =s  dacos A'q^  =zAa  =  m  -^p, 

flciiat,  wie  frfiher,  /  der  Winkel  OaP,  so  wird  man  den  Win 
M  O'o'P  mit  X    <fx  besdebnen  mfissen.  Ferner  Ist 

daher 

^  BAfa'  =  180»-  (y  +  dy)    ^i>a'  s=  yO«    (i<y-  dv). 

Mit  berückäichtiguog  dieser  Werthe  übergeht  nun  1)  in: 

SD 

</tfcosd=  —  usiiiy-f  (u  +  rfii)sin(y  +  dv) (m p)  mn {dy  —  dt), 

Weoo  man  die  angeseiglen  Operstiooen  verrichtet  und  die  un- 
mdlMi  kleinen  Glieder  swelter  Ordnung  vemacUlssIgt,  so  er- 
lilt  msn : 

de  cosd  =  udo  cos  y    du  «in  y  -i*  (m  -f  pK'^Y  ~~  » 

«eiche  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  der  ersten  Ableitung  iden- 
fiich  ist.   Setst  man  also  aitcb  hier  wieder  statt  cosy  den  Werth 

—  9  so  erhfilt  man  die  gesuchte  Gleichung  9): 

i|tfcos«  =  (m+j9)iiy-2^(m«  +  2mfi  +  ii*)+  -  2- 

Das  80  eben  theoretiftcb  hegrOndete  Princip  liegt  dem  neue* 
■tens  von  Starcke  in  Wien  konüttniirten  Ptanimeter  zu  Grunde; 
velchen  übrigens  ganz  dasselbe  ist,  auf  welches  .«chon  vor  Starcke 
»ier  Schweizer  Herr  Anisler  ein  von  ihm  crfindeiies  Planime* 
^  basirte,  und  in  der  V  i  e  r  t  e  I  j  .1  h  r  s  s  c  Ii  r  i  der  naturfor- 
Hbeiiden  GeselUchaft  in  Zürich  1856.  1.  Jahrg.  1.  Heft 
^Sbrlich  beschrieb. 

Anmerkung.  Aus  der  Gleichung 

UMl  XXXVIU.  10 
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folgt  eigaaUith ; 


and  htofWM: 


  lin« 


Das  lategrai  JV^^^dx  im  ZiiMinnieiüiiMig  mit  Mie- 
ren ttnlicheik 

Ojriii«Mi«l*Olwrlelir«r  Ss  K«W|ira. 


Anknüpfend  an  die  Bemerkang  des  Herrn  Herausgebers  über 
eine  einfache  Lösung  des  Integrals  /V^  —  x'^dx  pag.  363.  des 
▼origen*)  Heftes  (37.  Tbeil.  3.  Heft)  des  Archivs,  muclile  auch 
folgende  Lusuog  dieses  Integrals,  irelches  mir  mit  andefW  Sho* 
lieben  bei  einer  Arbeit  über  die  Cencbelde  fatot^  torbam»  eicbt 


*)  Ich  iMftr  Hh«  Wnrt    Ttirigea*«  stebeu,  11«  «fltseMe  1«  IsMea, 
der  Herr  Verf.  nelase  Aafiati  00 mittelbar  nach  ineioar  MittlM»* 
lang  getdirielrc«  luit.  ' 


I 


Fir  die  in  Taf.  Vit.  tig.  1.  mgimmmmm%  Lage  tat  aber  ven  dta 
doppellHi  Zeichen  das  obere  an  wiUen.    Ea  tat  tbrigcns  klar, 
daaa  aacb  flb  joda  aadeve  Zeicbeneomblaalion  die  Gläebnng  Q  ; 
laaaHirt^  aebald  man  nur  den  Wi'nbel  d  Immer  In  demaalbea  Sfae  1 
alblt 


im  ZmsammenMwtg  mU  mderm  O/titUcAen,  151 

ohne  Interesse  sein»  indein  sugteicb  mit  der  Lüsang  dieses  Inte- 
grals eioe  einfache  Losung  einer  Gruppe  anderer  aich  ergibt. 
Es  ist: 


Nao  Ut,  weoo  man  x=^af>  aetat: 

J  ^f^^^-J  V^ZW«^  ;^^==:»areriBe=ef«.Sn- 


(1)  f  -r-—^  da:  =  a«. 


arcein- < 

4t 


Um  noch  da«$  anreite  Integral  zu  beatimmen»  «etie  man,  die  Form 

vermutbend: 


»d  erUil  MetepaifeBds 

3^      j  Ax^dx        ^    _  dx 

«der 

«* 

SeUt  luaii  /l  =  i,   Ä=— 2  ,      »^*>rd  die  Unke  Seite  der  Giei- 

<^biin^  der  rechten  identisch;  e«  wird  daher»  wenn  man  diese 
V«the  ie  Gfoichaeg  (2)  einaetat: 

lür  ietxteres  liitpgral  den  gefundenen  Werth  geeetat: 

(1)  and  (3)  folgt  nun: 


10* 


jf'' 
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1^  Fii€her:  Dm  Inugrai  /fm*^M*äs 

m 

J^V^ 0^— j^ilar  SS  «•afCiio  ^— ^arc  sin  ^  4  JxV  *• 

Es  ist  hier  envahutes  Intc^rai  auf  die  beiden  / 

%ß  Vir— 

zurückgeführt,  so  wie  ao  oben  genannter  ^teiie 

dfm  Mdeo  waX  f^TS^^^dm  gelnraclit  slad.  Aeboileii  «He  «bei 

/iMm  P  a^Ax 

--r— — ^,  IlMt  sidi  nun  «ach  /  -  ;  und  flberiMBt 


^^<2x    ^IjiQi^  aaflBMo. 


Es  sei 


ao  ist  durch  Dtfereniiatieii: 


eder 

Seilt  «an  hierta 

«o  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  rechten  identiscfa;  e« 
itt  daher«  wenn  man  diese  Werthe  io  Gleichung  (4)  eioeetst: 

BbenM  tndat  aith,  «reM  ■•■ 
•elBt: 


1 


allgemeiii  die  bekannte  Formel: 


1.5.3 


A 


8a  wl0  auf  roratehende  blegnilformeii«  iSssl  eich  auch  obige 

— ^ptj=^  ao wenden,  un4  es  möge  die 
Auilü^uüg  des  ersteren  Integnile  Uer  noch  eiMn  Pltti  Mim, 

/xdx 

V?IIS*«:*  WW,  wo  ilaPÄ— ^  wlrd$ 

4P 


/ 


FeiMT  mIbo  naa: 

V  a*— ar  '-* 

and  erhält  durch  Differenzireo:  *  - 


•4er 

DieNr  Gleletang  wird  geoflgt  •  w«od 
lrt;Ma  tiliilt  aleo: 
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^^=^==  =—(iar*  +i4a»>  a^^^H^* 
6el2C  man  oocli 

» 

WO  daim  dareh  Difweasimi 

VSCIS»  ^ 

p 

oder 

wird«  so  muss 

Min«  und      ergibt  »ich  dann: 


Schreiben  des  Hfemi  Profeeser  und  IHrector  Doc- 
tor  Streblke  in  Daazig  an  den  Ueraasgeber. 


Herr  Profettnr  uihI  Director  Strehlke  hat  mich  in  eineiu  sehr 
fppunfiürhen  Schreib«^?!  voru  16.  FebrTiar  !B62  daran  erinnert,  data  er 
irhoo  im  Jahre  1827  it)  (  relli;"«  Juuriiiil  ffi  f.  II.  gich  mit  dem  darch 
lirei  Piitiktf'  einet  Kc^m  Urhni' ( £^<*l<»%'t('n  Krei)»r  liPAchäftigt.  hul)o,  nnd 
hat  mir  rtarüber  fa|n;ende  Ichrrcictie  Miltheilnog  gemacht,  die  ich  mich 
freue  den  Lesern  df^x  Archivs  vorlegen  7.11  können.  Bei  meinem  Aafsstse 
iiiier  dcQ«elben  Gegenstand  in  Tbl.  XXXVH.  .\r.  X.  i».  25ir>.  war  mir  vor* 
täglich  die  Beziehung  dieter  kleinen  Unter*ti(-hnng  zu  der  Bestimoinng 
4««  KrömmiuigtfhaibinetMr«  der  Clli^e  iniAreMMil.  Ich  «oipMIe  den 
Uiin  ditt  folgeoden  Bemerkungea  de«  Herrn  Direelor  Strehlke  recht 
uhr  tor  BeschtBog'  Ck 

Nanot  man  di«  C^rdinaten  des  MlttelpaolctM  jene«  Kreieee 
)» nd      wo  p  Abicieee,  q  Ordinate,  «o  ist: 

1)  Fit  die  ElUpee*  wenn  j;=sacoed,  |f  =  6siD6: 
6  in— ^«p  — I — ein— 

p  SS         ^     CO»  — — 2 —  — 3 —  * 

In  dem  Programme  des  Cöllnischen  Gymnasiums  in  Berlin 
vt>oi  Jahre  183*2  habe  ich  für  den  Radius  den  geuunnlen  Kreises 
loigeoden  Ausdruck  g^eben: 

r    (^2s»n  i(öTö^+  6«co8i<e  + 
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Man  gelaugt  zu  diMeiD  Ausdrucke  tttr  r  waeh  ieieht  darch-geo- 
metrische  BetracbtaDgen. 

Ist  iu  einem  Halbkreise  (Taf.  V II.  Fig.  3.),  fi essen  Hadius  =a, 
NCeio  conjugirter  Durchmesser  zu  CvV/,  der  Halbkreis  auf  eine  Ebene 
orthographisch  projicirt,  die  mit  der  Ebene  des  Halbkreises  eineo 

Neigoogswinkel  bildet,  dessen  Cosieos  =     se  ist  die  Prejection 

des  Halbkreises  auf  die  letzte  Ebene  eine  FJlipse  mit  den  Halb- 
axen  a  und  6.  Die  auf  2a  senkrechten  MP  und  NP"  sind  aslnB, 
acoHß,  C/*  =  aco.s^,  CP'~nsi\i6,  wenn  /li^CP  =  Q.  Inder 
Projectioi»  bleiben  CP  m\d  CP  iingeändert,  über  wird  =AsiB6 
und  NP  =zb  cos  6.  Nun  seien  AD  =z"2z  eine  Kreissehne  (deren 
Mitte  ß)  senkrecht  auf  CM ,  a'  und  b'  die  Projectionen  von  CM 
und  CN  f  2z'  voD  2t,  so  hat  man  wegen  des  Parallelismus  von 
2s'  ood  b'  i 

2z  k* 

22:2i'  =  a:6'.  2i'=:-^. 

•  a 

Werden  zwei  andere  Sehnen  im  Kreise,  die  mit  2z  ein  Dreieck 
bilden,  durch  2f  und  Iu,  die  Projectionen  durch  2t' ,  2t<',  die  eot- 
sprechenden  c  iinjuglrten  HallHiies«er  durch  (f"  und  ö'"  bezeicboet, 
so  bat  man  in  gleicher  Weise: 

tt 

Da  der  lUdiiw  r  des  durch  die  drei  Panl^te  jedes  Sehnendreicdw 
gelegten  Kreises  bekanntlich  dem  Producte  der  drei  Seimes, 
dividirt  dnicb  die  vierfache  FÜcbe  P  des  Dreiecke  gleiebkemvt. 
se  ist: 


aK4P 


Da  P  =  ^F,  wenn  Fdie  Fläche  des  Sehnendreiecke  imKreise, 

überdiess  im  Kreise 

2i.2f.2ii          .  ^  6'.A^.6^ 
4f     '   eawird  r=— 3  

Wenn  die  Cnordinaten  der  drei  Punkte  im  Umfange  der  Ellipt»« 
durch  aeee0,  bsind;  acosB',  6  sin  6';  acosS'',  6 sin  6^  bezeich- 
net werden,  so  sind  die  Coordinaten  der  t^ndpunkte  der  die  >^eh- 
nen  halbirenden  Uaihmeaser  im  Kreise  acesK6-|-6'>,  anü^H^') 
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«. «.  ir.y  die  aotepredbenden  CoordioateD  la  der  Ettipee  eeoei(d-|-^), 
fteinK^f  ^)  tt.e.w.  und  deehelb: 

^  =  a«eioK^  4  ^* -t- ^eoaK^  4- 

Muraus  die  Richtigkeit  des  oben  gegebeueii  Auädruckä  lür  r  er- 

^  Werden  in  Umfboge  der  Hyperbel  die  Ceerdiuten  der 
drei  Punkte  durch  ~»    6UDg6;  Ätangö'; 
bestiehsei^  ee  erbdt  «laos 

(e"  +  6*)  »in  — j  —  8in  — ^  8ID  2 — ^ 

(«•  +     cee^   ^  coe' — ^ — ^  cee^— ^ 


3)  In  dem  Umfange  der  Parabel  seien  die  Coordinaten  der 
dr«i  Punkte  a.  Vom;  a' ,  y  ma  ;  a'\  Vioa  ";  dann  ändet  man: 
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Ueber  die  KrominaiigiiiimB  des  EUipsoids. 

Von 

'Herrn  Docior  Oito  Bühlen 
tu  Suis  a.      im  Kduigrvieh  WnrceaibvYg« 


In  eio^r  Abbandlong  „Ueber  epbirliielie  KegeUcbnitC«'* 
in  der  Zeitecbrift  von  ScblOmilcb»  Cantov  und  Kabl  bat 
Herr  Dr.  fleilermann  mebrere  eeb&ne  Sitze  angegeben,  welch« 
sicli;  wie  tiberbavpt  viele  Sitte  Über  aphlruicbe  Linien ,  nach  der 
Methode  von  Gauss  auf  beliebige  Flächen  ubertragen  lassen»  von 
denen  hier  aber  bloss  eine  Anwendung  auf  die  Kru'nimuncslinien 
des  Ellipsoids  gemacht  werden  niuge.  Herr  Dr.  Heileriuann 
bedient  «ich  zur  Regrunduug  «einer  Slitze  der  sogenannten  Axen- 
Coordinaten  von  (xuderroann  nach  deh&en  analytischer  Sphärik- 
Um  SU  zeigen,  In  \n  elcher  nahen  Vernandtächaft  letztere  zu  den  ge- 
wuhnlichen  rechtwinklit^en  Coordinaten  der  Ebene  stehen,  nehmen 
u'ir  in  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  O  ist,  drei  zu  einander 
redihvinklitje  Halbmesser  OA,  0/i,  OC  an.  Durch  C  letzen  wir 
eine  Tangential- Rbene  an  die  Kugel,  n-eJcbe  von  dt n  Fb»»»>en  OAC 
und  OBC  in  den  Geraden  CX  und  CY  geschnitten  wird.  Es 
sei  M  ein  belieUi^tr  Punkt  in  <ier  Tangential  -  Ebene  und  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  hinsichtlich  der  Axei»  (  \  iitni  CY 
seien  x  und  y\  zieht  man  nämlich  MÜ  senkrecht  auf  VX  und 
ME  seokreebt  auf  CF,  so  ist: 

CDzsx  und  C!C=y. 

Die  Linie  OM  ecbneidet  die  Kogel  in  »;  die  Hnptkreiee  Bm 
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und  Am  treilen  verlängert  die  UauptkrcuNe  CA  und  CB  in  den 
Puokten  d  nm\  e;  die  trigonometrischen  Tangenten  der  BOgen 
Cd  und  Ce  nennt  (luderniann  die  Axen- Coordinaten  des  Punk- 
Us  ex  iwt  |pi(  fit  zu  sehen,  dass  die  Punkte  iWm,  Dd,  OB 
ifi  eiuer  Ebt  ne  liegen,  v*ie  auch  die  Punkte  /lfm,  Ee  ^  OAy  dasa 
lerner  D  und  E  10  der  Verlängerung  der  Halbmesser  Od  und  Oe, 
lud  «ooitt 

x^igCd  and  ystgCir 

die  Axen -Coordinaten  von  m  sind. 

Wir  wollen  nnn  nnatlunon»  der  Pnnlrt  M  bewege  eieli  In  der 
Taigentinl- Ebene  XCY  in  einer  Cerwe,  deren  gerndUnige  Ceot- 
dinten»  blneiebtUcb  der  Axen  CK  nnd  CT,  x  und  y  elnd  und 
der  Gleiebung 

genügen;  so  bewegt  sieb  der  enispreehende  Punkt  m  auf  derKu- 
gil  «nf  einer  spftriecben  Cnrre,  deren  Gleiebung  in  Aien-Coer- 
disaten  ebenfalls 

9(ar,^)  =  0 
ist  Spezielle  Fälle  sind  folgende: 

Wenn  m  ^ich  in  einem  Hauptkreise  bewegt,  so  durchläuft  M 

eine  Gerade,  also  ist  die  Gleichung  ersten  Grades 

> 

1)     ■  M=i 

dieGleichung  irgend  eines  Uauptkrelsct^  in  Gudermann'»  Axen- 
Coordinaten.  Setzen  wir  in  I)  der  Reihe  Dach  y  und  ;r  =0,  so 
ergehet)  sich  die  Werthe  x  —  a  und  y^it  lür  die  Durchschnitte 
der  Linie  1.  mit  den  Axeu  CA  und  CB» 

Wfr  wellen  xweHene  annebmen,  in  dnreblaufe  einen  spbäri- 
•efaea  KegelseboHt»  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  wird  HS  in  der 
Ttogential- Ebene  eine  Ellipse  (Hyperbel)  beschreiben,  deren  Glei- 

elmag 


Miit  nneb  diejenige  des  epbSriseben  KegelsebnÜts  Ist»  dessen 
tntelpankt  C»  und  swar  In  Aien  -  Ceerdinaten.  Um  die  Glei- 
dkuog  einen  den  sphäriseben  Kegelscbnitt  2)  berdbrenden  Hanpt- 
fariMs  In  Axnn^Ceoidinnten  au  emittelni*  bedienen  wir  ans  fel- 
gMian  LebrnntBens 


160      Bökieit:  Mer  dH  ärümmtmf$iMeH  da  mnoUB. 
Em  Mi 

die  GlelcbuDg  einer  Corve  in  einer  Eliene«  und 

au  4-^-1-^=0 

diejenige  einer  Geraden.   Soll  letztere  die  Conre 
Punkte  80  moe«  «eins 

ax-i-ö^-^c  =  0  oder  a(;r  — e)ssO. 

Soll  die  Gerade  die  Tiirve  berühren,  oder  auch  noch  den  Punkt 
{x    dXf  y -{^  dg)  mit  ihr  gemein  haben«  ho  iöt: 

0(j?-f  «Ca;  -  ti)  f  % -I- d|y--e)  s  0 

oder 

Dftiier  iet  die  Gleiebnog  der  dareb  den  Paukt  (x,  ^)  gebendMi 
BeidbmsgeliDie  der  Car?e  9(0;,  y)=3  0: 


wo  der  Diflerentlileoefficient  ^  aiie  der  Gleicheg  der  Carte 


wird. 

DieeoM  Verfahren  Ist  allgemelD  gAltlg»  ee  mSgen 
die  Carfen 

<jp(j;,     =  0    und    au\  bv\  a^K^ 

aef  einer  beliebigen  Fllcbe  liegen  und  die  Coordinatea 
y ;  ^  «leb  anf  ein  Coordinateneystem  Irgend  weleber 
Art  belieben.  Der  Bewein  davon  liegt  gaaielnlaeb  In  der  Be- 
tracbtung,  dase  die  Corven  die  Punkte  (jr,  y)  und  {x-\^dx^  ^^djf) 
gemein  haben  sollen,  am  sich  so  berühren,  und  weiter  spricht  ancb 
das  obige  Verfahren  nichts  aus.  Es  ist  8omit  unabhängig  vou 
der  Natur  des  betreffenden  Coordinatensystem«.  Wenden  wir 
diesen  Satz  auf  die  Axen -  Coordinaten  Guderraanuä  au,  so 
finden  wir  sogleich,  dass 

df.U 


die  Gleichung  des  Hiuptkrelsee  ist,  weicher  den  sph&riacbeu 
üegelacboitt 


v 
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-  4-2-  —  I 


im  Pookt  (^r,^)  berflhrt. 

Wir  wollen  naiij  Indem  wir  die  gleichpn  Buchstaben  >  mit 
Stariden Tetseben  gebrauchen,  annehmen»  0'A\  O'B^,  O'C  seleo 
di«  grosite,  mittlere  und  kleine  Halhaxe  eines  Kflipeeid»,  desnen 
Mittelponkt  O'  isf  O  A'  «ei  parallel  OA,  O  B'  parallel  OB, 
QfC  parallel  OC,  Der  Punkt  m'  des  Ellipsotds  entspricht  den 
Ptokt  m  der  Kugel,  weil  die  dnrch  gebende  Flftehen- 
■•raile  des  Ellipsoids  parallel  dem  Kngelhalbmeseer 

Ist  Die  Ebene  OfB^mf^  welche  demnach  fMirallel  der  Ebene 
das  flaeptfcreieee  OBm  iet»  «ebneidet  den  HatiptscbnitC  CA*  dee 
EMipeelde  in  <f;  eo  eind  die  Punicte  ^  und  d  glei^hfaile  ent- 
sprechende, weil  die  dnrch  i<  gebende  Flfichennomale  des  Ellip- 
seide parallel  dem  Kogelbalbmeeeer  Od,  iat;  die  trigonemetriecbe 
Tangente  dee  Winkele  awlechen  dieser  FiScbennormale  und  der 
An  O'C  iet  alee  =  Ebenso  schneidet  die  Ebene  O'A'vt^ 
ireiche  parallel  der  Ebene  des  Hauptkreiees  OAm  wt,  den  Hanpt* 
schnitt  OBf  des  Ellipsoids  in  e';  die  Punkte  $f  und  e  sind  aucb 
entsprechende»  weil  die  dnrch  e  gehende  Fl&cbennermale  des 
EIDpseids  parallel  dem  Kugelbalbnle^ser  Ot  ist;  die  trlgoneme- 
triscbe  Tangente  des  Winkels  swischen  dieser  Plächennonnale 
snd  der  Aae  O'C  ist  somit  sy.  Die  GrSssen  x  und  jf  neu* 
len  wir  nun  Coordinaten  des  Punktes  m*  auf  dem  Elllp* 
seid;  die  Hauptschnltte  OAf  und  CB^  sind  die  Cooi- 
dinatenaxen.  Bewegt  sich  der  Punkt  mf  auf  dnem  Centralachnitt 
des  EHiptfoids,  so  sind,  einem  bekannten  Satse  zufolge,  alle  dureb 
ni  gehenden  Flächennorroalen  des  Eltipf^oids  Einer  Ebene  parallel, 
der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Kugel  durchläuft  also  einen 
Hauptkreis,  mithin  ist  die  Gleichung  von  m*  in  unsern  Coordinaten : 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  f/'  niid  j;'  =  0,  so  ergeben  sich 
die  Werthe  x'  =  a  und  iür  die  Coordinaten  der  Durch- 

Mhoittspnnkte  der  Linie  4)  mit  den  Azen  CA*  und  CB*» 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  m  durchlaufe  auf  der  Kvgel 
datn  sphirlscben  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Azeii4)oor- 
dimten 

vt,  so  bewegt  sieb  der  entsprechende  Punkt      des  filtipeeids» 
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wobei  also  «Ceto  angeoommeii  wird»  dooo  die  dorcb 
wf  gobeoda  Fltcboonormalo  des  Ellipsoids  parallel 
dem  Kogel balbraess er  Om  ist,  auf  einer  KrummangsliDie, 
deren  Gleichung  somit  nach  den  von  uns  gewählten  eUipsoidi* 
8cheu  Coordinaten 


Ist  Die  KrUaimiingslhiie,  deren  Mittelponkt  scbneldet  die  HsapI* 
scbnitte  OAf  iiod  OB^  des  Etlipsiods  in  zwei  selchen  Punkten, 
dnss  die  trigonometrisebeii  Tangenten  der  Winket,  welche  die  dmeh 
sie  gehenden  Flicbeonormsleii  des  Ellipsoids  mit  der  Axe  O^V 
bilden,  gleich  e  and  b  sind;  diese  Winkel  nennen  wir  die 
Halbaxen  der  fCrUmmnogslinle  6).  Dorch  jeden  Ponkt 
eines  Ellipsoids  gehen  sweiKrilmmnngslinien,  die  Eine 
mit  zwei  realen  Halbaxen,  die  Andere  mit  einer  realen 
and  einer  imaginären  Halbaxe.  Die  Gleichung  des  Central- 
Schnitts,  tvelcher  die  krüinimini<slinie  5)  im  i'unkt  {Jc' ,  y')  be- 
rfihrt,  l8t  in  unseren  Coordinaten  u  und  v. 


Zwei  Curven  auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel  entsprechen 
einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve  gehenden  Flächenuor- 
malen  des  Ellipsoids  einzeln  puraUel  defi  n^ich  der  zweiten  Corre 
gezogenen  Kugelhalbmesseiu  sind.    Wenn  r=  0  die  Glei-^ 

chung  der  sphärischen  Curve  in  Axen-Coordinaten  ist,  so  ist  die- 
jenic;e  der  entsprechenden  ellipsoidit>chen  Curve  in  unseren  Coor- 
dinaten ebenfalls 

ff')  =:  0. 

Schneiden  sich  zwei  Curven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 

a,  so  iichnciden  sich  ihre  entsprechenden  Curven  auf  dem  Ellipsoid 
so,  dass  ihre  conjugirten  I  aiii^enten  im  Durchscintitts^unkt  den 
Winkel  a  bilden.  Wird  dalier  im  Punkt  m  ein  sphärischer  Ke- 
gelst'bnitt  voA  einem  Hau^tkreis  der  Kugel  normal  geschnitten, 
so  wird  die  entsprechende  Krämmungslinie  des  Ellipsoids  Im 
Funkt  m'  von  dem  entsprechenden  Centraischnitt  aleichfatls  nor- 
mal geschnitten.  Einem  Sv>t<in('  von  conlokalen  sphärischen 
Kegelschnitten  entsprechen  die  heid*  n  Systeme  der  Krümmung» 
linien  des  Ellipsoids.  Den  gemetnsrhalflicijen  Brennpunkten  der 
erstereo  correspondiren  die  rSabeipunkte  des  Ellipsoids. 

Sind  a  nod  b  die  Tangenten  der  Uslhaxen  einer  Krürasinngs* 
linle  des  erste«  Systems  ond  «'  and  ^  die  Taagenlsn  der  Halb* 
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an»  «Im  KrftunmgtlSiiie  d«i  swillM  8ystoM  anf  «iM«  KUi^- 
«od  «cfciMU««  «ich  b«UI«  Kf«M««fiilhii««  la  Pinkl»  (i^ft) 
Md  «Mcreii  Coonliaat««,  «o  l«t  (8.  &  «boo  «i^«IUnt«  iUb« 
bMdl«^g  Heil«rai*Bn'«;  FotomI  6L)s  ,i 

fl* — 6*  ar* 

«i  die  <21«ldi«ag  deijeBlg««  C«Btni«el»ilte»  ««lch«r  dl«  Kti»- 
■OK«!!«!«  d««  «fett««  Sy«t«iM  im  Ponlct  {x»  y)  oonnai  «chiicld«!: 

^l  oniiei  7)  bei  Heiler  mann)« 

Diess  «inii  dl«  Grandform«!«  fUr  die  CeiitralachDitt«  «nd  Kram- 
MngriM««  d««  Biilp««id«  «aeli  ««««ren  Co«rdinat«D.  Sie  «lad 
d«}«oig«»  für  Hi«pfkr«i««  und  «phirisdie  Kef «l«cbftitle  n«eb 
6«d«rni«ttn*«  Coordt««!««  doieb«««  «n«l«g.  Df«  «r«lter«  Uebet- 
tragang  d«r  F«mi«in  hi  d«r  gvntnoteii  Abbaiidl«n|f  b«t  ««« 
d«r«b«««  b«l««  Miwlerigk«l|  «Mhr.  B«  mlig««  •«bli««tiicb  «««b 
diejenlg««  Siti«  v««  B«li«rai««B  «af  da«  Bllipaoid  angew«ad«t 
waidc«,  w«lcb«  deh  «bo«  EinAlbrung  aadarcr  Naaian  ond  Ava* 
4r8eke  al«  d«r  folgenden  teieht  in  Worten  wiedergeben  laeeen. 
Wenn  auf  dem  ElJipsoid  eine  begrenzte  Linie  gegeben  ist,  dnrcb 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezogen  werden,  so 
nenne  ich  den  VVinIcel  beider  Normalen:  „Den  der  genannten 
Uoie  €nt«preclienden  Normalen- Winkel".  Die  Punkte  {x,  y)  and 
(''li^O  der  Krümmungslinien,  deren  Halbaxen  a«  6;  a'  und  Ä'siod, 
httMoii  eotaprecbeod,  wenn  aicb  Terbält: 

.jr;«'ss«t«', 

Anschlieseend  an  die  Methode  von  Ganse,  lassen  sich  die 
Linien  auf  den  Flüchen  Sn  zwei  !$ysteme  (n)  and  (b)  elath«il«B*)« 
(MtLlniMi  des  Systems  (a)  s.rnd  dadurch  charakterisirt,  da«a»  fvami 
aas  dorcb  Ihre  Punkte  die  Normalen  der  Fliehe  aiebt»  nnd  pa- 
idW  damit  die  Halbmesser  einer  Kugel»  letztere  in  einer  Bbene 
1^  M  d««  LIbImi  (A)  bild«!  die  parallel««  Ko8eUiaibni««««r 
Mt  «taM  Eb«B«,  ««adeni  «1«««  Keg«l  a«r«it«n  Grade«.  In  d«ni 

*)  Da«  Weitere  hieräher  wild  beffeiitlich  eis  «patorat  AaCwt«  rfe« 
Htm  VsviMtsfs  brb^iOB.  G. 


I 
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ItH       Bö  Mi  in:   VUtr  die  KrümwuugsUmen  de»  EUffisaUis. 

ispeziellen  Fall  rtun,  uo  dieser  Kegel  ein  Drehungskegel  ist, 
nenne  ich  die  i^inie  auf  der  Fläche:  „Linie  de«  System»  (e)  edcr 
bloss  Linie  (c)**. 

üiess  Toraasc;eset£t,  erhalten  wir  folgende  SftUe  ffir  die  KtÜMt 
MBgelioieD  des  J!4lipMida; 

Der  Bogen  eisen  Ceotrnlnelinittny  iteicfcer  swti 
•ntsprecbende  Ponkte  sweier  Kramnangellnien  ver« 
bindet^  int  in  nllea  itngen  Neraele  dereelben  dritten  \ 
Krffmmangnllnie,  die  ibn  io  n wel  Abnebnltle  tbeüt»  de- 

reo  Normalen- Winkel  einender  gleicb  nind. 

Wird  eine  Krämmongslinie  von  einer  Linie  (c)  to 
zwei  gegen  die  greeee  Axe  nymmetrineb  gelegene! 
I^unkten  m  and  tn^  berührt,  nruf  von  einem  beliebigen  | 
Punkt  n  rl  (  r  Krfimmungsllnie  an  diene  Linie  (c)  ein  he* 
rfibrender  CentraUchnltt  gezogen,  so  ist  der  demnnl*  j 
bae  entspreebende  Nermnlen-Wlnkel  gleieb  der  Summe 
eder  Differens  der  realen  Unlbnxen  der  dnreb  die 
Pnokte  ni  and  n  gebenden  KrflnimungnliDlea«  jenneb- 
de«  diene  Punkte  nnf  vereebiedenen  eder  deneelben 
Seiten  der  kleinen  Aze  liegen. 

Der  Normalen-Winkel,  welcher  dem  von  einem  be- 
liebigen J'iinkt  einer  K  ni  m  ni  n  r»  j  i  n  ic  an  die  über  der  j 
kleinen  Axe  i»  e^!  ch  r  i  e  h  e  ii  e  Linie  (c)  herfihrend  gt^n.  ' 
geTien  (' r  n  t  r  3  I  s  r  h  n  i  tt  ent8pricht,  ist  gleich  der  renleri  | 
Ualbaxe  der  durch  diesen  Punkt  gebenden  Jkrümnungf*  i 
linleb 

Ziebt  man  nn  eine  Linie  (c),  welcbe  eine  Krüni* 
mnngslinie  in  swei  gegen  die  gronne  Axe  nymmelrineb 
gelegenen  Punkten  berflhrt»  von  einem  Sebeltel  der  ; 
Iclelnen  Axe  einen  berflbrenden  Centrnleebnitt,  no ist  ' 

der  demselben  entsprecbonde  Normalen- Winkel  gleich  ' 
der  realen  Halbaxe  der  Krümmungslinie,  welche  durch 
jene  symmetrischen  Punkte  ^^ubl. 

Wird  eine  Krilaininogniinie  een  zwei  Linien  (e)  in 
zwei  gegen-  die  grenne  Axe  symnetrieeb  gelegenen 
Punkten  m,  m,  und  p»  pi  berührt»  und  werden  ve»  ei* 
nem  beliebigen  Punkt«  der  Krömmnngnliee  mm  diene 
Linie  (e)  berfibreode  Centreleebnitle  gelegen*  ee  Int 
die  Sunnie  oder  Olfferenn  der  demnelben  entepfeebeu' 
den  Nermnlen*Winkel  konntnnt,  jenacbdem  der  Pnakt 
swleefcen  den  BAgen  ninii  liegt  eder  «lebt 
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EntwickeioDg  einer  Formel  zur  Berechnung  des  Fla- 
eteninlialfts  einer  geradHrngen  Figur  bei  Meaaungen  mit 
der  Booaaole  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten  AUesan- 
gen,  ohne  erst  die  Winkel  der  Figur  berechnen  oder 
andere  vorlSnfige  Rechnungen  machen  zu  müssen. 

dem  Herausgeber. 


Die  •legaiiten  Fonseln  tar  Beatinmiiing  des  Fläeheoiohalts 
geradliniger  Figuren  aus  ihren  Seiten  und  Winiceln  oder  au8  den 
Co^rdioateo  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bcl^annt,  und  werden,  ins« 
besondere  die  Formeln  Ar  den  Inhalt  durch  die  Ecken,  bei  prak- 
tischen Arbeiten  jetzt  faMser  mehr  in  Anvvendong  gebracht,  jeden* 
iyi»  MÜ  Tolleni  Reebte,  weil  sie  in  der  Tiiat  bei  eelcben  Arbeiten 

fortrefflicbeten  Dienste  leiiKen,  namentllcb  rilclMichtlich  der 
fieatoigkeit  der  xn  gewinnenden  Resultate  allen  flbrigen,  sonst 
gewöhnlich  Migewandten  Verfahrungsarten  weit  vorsnaieben  sein 
Mm.  Die  meiste  Anwendvng  finden  diese  Formeln  bei  Bles- 
sngtn  mit  der  Bouasole,  weil  dieses  Instmment,  so  sehr  es  ancb 
«diien  Instrumenten  an  Gennnigkeit  nacbateht^  aeiner  Beqnem- 
Bchkeit  and  anderer  Vortheile  wegen,  Immsr  noch  sehr  ▼lelfache 
nd  biafige  Anwendung  findet  Mit  der  Bonseole  werden  aber 
dfmtlicb  die  Winkel  der  Figuren  nicht  aslbat  gemessen,  aonden 
Ci  werden  bei  den  veraehiedenen  Aufstellungen  den  Instruments 
m  ^  Stande  der  vOlHg  «ur  Hube  gekommenen  Nadel  auf  dem 
<a|dbtlllsn  Kreise  abgelesen,  waa  nicht  der  geringste  der  dorcb 
Ibies  Inutmment  ge^vSlirten  VortbeHe  ist ;  daa«i  auaaerdem  noch 
^  Sellen  der  Figur  gemessen  werden  mtiaaen,  verateht  sich  von 
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mIM.  R«  hat  vb  dalMr  imtter  «ehr  w flnuchaoaMrlfc  gmcWc 
neo«  eine  gaos  allgmneine  Formel  m  bMitien«  nach  welcher  der 
Fllcbeninhelt  der  Figur  aomittelbar  aas  den  gemeeeenea  Seitee 
nad  aue  dea  bei  den  vereefaiedeneo  Aofotellaagea  dee  laatroMeti 
aa  der  Nadel  auf  dem  eingetheiltea  Limbae  geoiacbteo  Ableeae- 
gea  bereebael  werden  kana»  ebne  erat  entweder  die  CeordlaelBe 
der  Eekea  eder  aach  die  Wiakel  der  Figur  betcdraea  ta  aHtoaen, 
«renn  anch  namentlich  Letzteres  an  sich  keine  S«h%vierigkeit  baben, 
aber  doch  verschiedene  Berücksichtigungen  erfordern  wurde,  die 
man  bei  praktischen  Arbeiten  gewiss  gern  vermeidet,  wenn  man 
das  (gesuchte  Resultat  erhalten  kann,  indem  man  die  gemachten 
Ables»ini;en  ganz  so,  wie  sie  auf  dem  Terrain  an  dem  Instrunu  ntr 
geiTiaclil  worden  sind  *),  in  die  lietipßVnden  Formeln  rinlüfirt 
Eine  ^dlche  allijenjeinf  Formel  zur  Hereclmurfg  des  Flächeninhalt.» 
jeder  i:erailliiiiLieii  Fij^ur  lioi  Messnugen  mit  der  Roussole,  deren 
nach  meiner  MeiiinnL:  sehr  uirliticrcr  Tfudicil,  \\ie  ii<»<j<i!;t ,  darin 
beruhet,  dass  die  Resultate  der  auf  dem  Felde  gemachten  Mel- 
sungen, —  die  gemeeeenen  Seiten  and  die  an  der  Nadel  gemach- 
ten Ablesungen,  —  unmittelbar  in  dieselbe  eingeführt  werden  kSe- 
aea»  aa  entwickeln,  beabaicbtigt  der  verliegeade  Aafaatz;  am 
denselben  aber  ganz  för  sich  Terstandlich  zu  macbea,  will  icb 
aueb  die  bei  der  in  Rede  stehenden  Entwickelung  zur  Anwendung 
komroendea  CoordinateBformeln  fär  den  Flacbeniabalt  entwickda* 
aad  twar  am  ao  aiebr»  weil  diese  Formela  nacb  meiner  Meiaiiig 
gewQbnifeb  alcbt  mit  der  nSthlfea  Allgemeinbelt  aad  ScbSrle  be* 
wieaea  werden,  aad  leb  fiberdiea  dieaeo  Fenaela  eiaa  vaa  d«r 
melatepa  gebrSncbllchen  bm  aad  wieder  abwalobanda  CMilt 
gebea  werde. 

Wir  lesen  fur*8  Erste  ein  gnnz  beliebiges  CoordiiiatensTRtem 

dex,»x7/  m  Cirunde,.. d^sisen  Coorflinatenwinkel ,  näniücti  den  von 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .r  und  y  eingescitiossenen, 
180**  nicht  über^teigcfiden  Winkel  ir  durch  a  bezeichnen.  Die 
geradUaige  Figur,  deren  Flächeninhalt  J  bestimmt  werden  soll^  sei 

'  ^1         ii^  •  •  •  •  iln 

und  die  Coordtnaten  der  Ecken 

•         •  • 

wallea  wir  veepecfiTe  dareb 


*)  Dir  an  (t(>r  Nadel  grmachlen  Ablesungen  jedoch.,  was  «ieb- 
«flhst  vir«<:rht.   MT^t'n  der  IC\rcntrirität  de«  iMlmmMls,   Insoferti  dat- 
•cllir  <'\\\r   ,^  U  Uv  tx-üitzen  sollt'- ,  crrhnrig  corrigirt,  irnBU  iu  dos  Ahhas#* 
long  Thl.  XXXVll.  ^io.  XXV*  eiuo  genaue  ilajell«ag  gfl^lMV  veidmi  iA 
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^i»3fr»  ^»»^3;      ;s^45«— 5  * 

b«seichnen.  Aflen  unseren  folgenden  Betrachtiingflft  Il04^  ullr» 
wie  kier  ein  für  aiU'  IVlal  bemerkt  wird,  die  VoraaMietzung  sn 
Gmde,  dass  die  Seiten  d«r  Figvr  ^i^l^ilg^«****'^  «ich  ntr^ 

FerMr  nebMii  wir  ein  iwdtM,  den  prlmitiTen  Systone  der 
tif  paralteiee  GoordJiialeiisystem  der  XT  so  ao,  jdaM  Ae  ge^ad- 

fiiiige  Figur 

pm  fBttetMN  d40  Cootdlaatefiwtohel»  dloM  letstereo  Syatquit 
liifl»  was  oieobar  jsderseit  mOglidi  Ist» '  siil'  besstefaBes  die 
GsordlMten  des  Anfangsponktes  des  Systebs  der  XF  In  dem 
primifiven  Systeme  der  dnrcb  m,  b;  beselcbneii  wir  danii  die 
Gosr^nale»  der  Peektef  *i  1 

At»  A^9  A%t  A^9»»**An 

is  dem  Systeme  der  XY  respecüve  durch  •  ,     .    «  - ' 

J^,  Ft;  X^w  Ft;  X§*  F,;  X^  Xm*  Ymi 

so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
•attii  bebanotlich  diie  iblgenden,  ganz  allgemeio  gflttigen  FormetD: 

m 

Q.  S.  W. 

Xif^Xi^a,    Fi=f/.— 6;  . 
=        a,    F2  =  yj  — 65 

^  A'3  =     —  a,    F3  =     —  Ä  ; 

Q.  S.  W. 

Zoerst* wollen  wir  annehmen,  dase  die  gegebene  Figur  das 
Dfeiecfc  ÄiA^A%  sei;  die  verschiedenen  Fälle,  welche  rifcksicM* 
iich  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Puakte  J|»  A^,  A^  etotre* 
ten  können,  skid  In  Fig.  1.  dargestellt,  welebe  wfar  een  aaeb  der 


1. 
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h  Fig.  L  L  ht  •■nbari 

aWo: 

wenn  man  das  obere  otiei  untf  re  Zeichen  ninmit,  jtn.Tchdera  mau 
sich,  lim  von  dem  Punkte  A^  durc  h  (\vn  Punkt  zu  dem  Punkte 
A^  /AI  ^«ilangen,  in  ?loicheni  oder  iiniri«  ifheni  Sinne  mit  der  Be- 
weguug  vou  dem  positiven  Theile  der  Axo  der  x  darcb  den  Coor* 
dlMtenwinkel  (ff)  häadmk  9mtk  i§m  immUHtmi  TiMm  dßt  Au 

Iii  I*  ig.  1*      ist  ofUnbv  i 
alao: 

wMi  MS  ifteitnim  obm  oder  «Htm  Voiaeicfcci  »iMrt; 
jenacbd«  IHM  «leb»  m  von  dem  PmiliCe  dortb  don  Pivkt 
in  den  Punkte  zu  gelangen ,  in  gleichem  oder  vngleicbMi 
Sinne  mit  .der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  durcb  den  Coordinatenwhikel  (^)  hindurcli  nach  dem  poeitivea 
Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegeu  iiiui«s. 

In  Fif.l.lL  ist  eibnlinr: 
•leo: 

ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  de«  Vorzeicbeos  wie  vorher. 
'  Iii  Piff.  1.  Il^  Ist  efenbnr: 

also: 

ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Voraeicheas  wie  vorher« 
In  Flg.  l.-fn.  Ist  ofenbar/ 


wmUMar  tkmk  äar  BmmU  ifmachim  Munrngen, 

4fedH(ü-Xt)(r,4^  F^4<Jtt-Ji)(*r*-nH(^--Xi)(F.+Ft))«lq«. 

guz  mit  derselJjeo  ßej^timmung  wegeo  des  VorMcliana  wie  oben* 
b       1.  iU^  kt  offflnAiar: 

« 

•lü! 

gaai  laU  derselbe!  Bestimnmng  wegen  des  Vorseichens  wie  etei* 
Bieraacb  Ut  also  in  Tdiliger  AUgemelsbeil: 

ifc=it(^i        ^1+ 1^  a)+(Ai-^tK  1^1+  ^1+  ^iH 

»am  aao  das  ober»  oder  aotoreZeicheo  nimmt,  jonaefedem  man 
mA,  wm  woo  dem  Pankte  darcb  den  Punkt  zo  dem  Punkte 
äf  IQ  gelaogeD,  in  glelebem  oder  lUigMehe».  Sinne  mit  der  Be- 
vegang  ron  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  sc  dniefa  iefe 
CwvdiaatenwInM  (xy)  bindarch  nacb  dem  positiven  Tbeile  der 
Ate  der  y  hin  bewegen  muss. 

• 

^iacb  dieeer  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  Ilsst 
sich  vermntben*  dass  der  Inhalt  J,  eines  Jeden  neefcs  dnrcb  die 
Farnel: 

±(A'._i— A.)(F,_i+ F,) 

la.-j.xr.+  F.) 

aaggt'druckt  ^^irti,  wenn  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
unteren  Zeichen  nimmt,  jenaclidem  man  dich,  oro  den  ümiang 
Hecks  nach  der  Ordoong  der  Ecken 

Alf  A^s  A%9  A^,...»Am 

Ii  4ireblanfe»,  In  gleiehera  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
vigQng  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  dmch  den  Cour« 
^teowinkel  (irjr)  hindurch  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
^  y  hia  bewegen  mnsn.  DIeRiehtigkeit  dieeer  Vermotbvng  wiid 
Misea  aeiii,  wenn  wir  aeige*  UliHien»  daae  daa  bemeifcte  €e- 
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cets,  frmm  es  Ws  sq'  einen  «eck  gilt,  dam  «weh  jedeneit  Mi 
•in  (n-^^e^k  gelte^  W^^-*  l>iesfn  B^tfei/^  woUm  ,wir^je^  n 
ItthraD' versuchen.  *  '  *  *-  t  *  . 


'2n  dem  Ende  betracbtea  wir  jetzt  ein  (ji-i-l)eck 

'^1  ^4  "  ■  •  ^n-f-l 

«ad  beselebneii  ddASeo  Fllcbeniolialt  durch  J*,  Weoa  wir  d«a 
€0ifaBg  diesea  (» 4*  l)ecfc8  oacb  der  Ordaang  der  Eekeo 

AmMmUm^  m  «eeden  üHr  eee  daM  eaiwredee  in  glefelHa  «dir 

in  nngleichem  Sinne  mit  der  Beilegung;  yon  dem  positiven  neBe 
der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach 

dem  positiven  Theile  der  Ajte  der  y  hin  bewegen,  und  daher 
bierio  Veranlassung  finden,  bei  un&erer  üetracbtung  die  beiden 
folgenden  ^^älle  zu  untepcheiden. 

1  •  Weanmn»  ladeei  mm  4fiKk  |]iafa«g(4e»  («-f-Ueelia  eeeb  der 
Offdnimg:  4er  Eeken  • 

A\f  A^p  A^t  A^f.»»,Aut 

durcblSoil^,  eich  in  gleiebesi  Siaee  mit  der  Bew^i^g  ves  diee 
poeitiveo  Theile  der  Aze.  der  s  dercli  den  CoordmateBfriiihel 
hindiireh  aach  dem  peetdven  Theile  der  Aza  der  y  hia  hewegt; 
eo  wbrd  ee  imaier  drei  auf  etaander  folgende  Eekea 

iii^-i; '  Akt  ^Ht 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass,  wenn  die  Diagonale 
Ak—xAki^i  gezogen  und  der  FlÜolieniQbalt  des  itecks 

AfA^A^  Ak—iAt^i^^^.AmAuJ^ 
dareb  J  beaeicboet  wird,  die  Gleicboog 


J'  =  J±  Ak-i  Ak  Ak^i 

•  ••  !i   .1     ,  • 

jUM..  fladfet  *)»  iadam  ma«  ia  dlacar  Cileichpng  «dae  .ober»  edei 
uDtere  Zeicbea  aimmt,  jewaH^t^  mao^  an  iron  dem  PaaMe  Jki>* 
dareb  dea  Paakt  Ak  aa  dem  Paokte  Ak^  zu  gelangen,  eleb  b 
glelebem  oder  anglelebem  SIbne  mit  der  Bewegung  voa  dem  po- 
sltiTeo  Theile  der  Axe  der  x  4^rch  dea  Coordlaafeawlakel  (:ry) 
hindorch  nach  dem  poaUiveo  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
muss.   Halten  wir  ^nun  aber  ntcis  die^e  Bestimmung  wegen  der 


*)  Star  Krl6aianiflg>kenB  Mg»  A 
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ciberen  und  unteren  Zeich«D  (esi  ;  so  ist  nach  der  gernttHlBll  Vor- 
anssetsiuig  offenbar : 

+  (X-JrM-i)(i'»  +  }i+i) 


stoo  ' 

kt.  nacli  dar  obigen  ffteidrang  offenbar: 

•  (;r.-A:J(F,  +  F.) 

.   +(j;-X3)(r2  +  F,) 

«.  n.  w. 

+  (J¥*_i-^»)(F*_i+F*)* 
-|-(A*-AHi)(F*  +  F*i.i) 
8.  w.  ^ 

+a.,+i-jri)(FM^i  +  F,) 
+  (js,-j,)(F,+  r,) 

-|-(JU-X.44)(F.+  F.i^i) 


Wenn  nuui ,  indM  SM  4tii  UmfMg  49m  (ii<|>l)aclw 
Ordomg  der  Ecken 

dnrcfcltaft«  eicb  to  mglelcheiii  SIhm  mit  der  Bew^gnig  tob  im 
poelflveii  Theile  der  Aze  der  s  dnreli  dea  CeerdfeeleftwiBkel  (13^ 
Uodoreb  Mch  den  peeitlve»  Tkeile  der  Ale  der  y  hie  kewegei 
SMues  ee  wird  ee  wieder  drei  aef  eieaeder  felgeed«  Ecken 

geben,  die  eine  »ohlio  Lage  haben,  daäK,  neun  die  Diagonale 
Ak-^Ah^i  gezogen  utid  der  FläQbeoiubait  des  neck« 

dnrck  J  beaelciinet  wird,  die  Gletcbnng 


•l*»  J  i-  Ait^AkAk\\ 


Statt  indet,  indem  man  in  dieeer  CAeidbeng  dae  ekere  o^fw  eih 
tere  Zelcken  nimmt,  jenaekdem  man«  um  Ton  dem  Pnnkte  A-t 
dorek  den  Ponkt  Ak  an  dem  Pnnkle  Ak^  au  gelangen»  eick  la 
gleiekem  oder  angleicliem  Sinne  mit  der  Bewegong  ren  dem  pe* 
elfitren  Tkelie  der  Aze  der  jr  dorch  den  Coordinateiiwlnfcei  (jy) 
hindurch  nach  dem  iiositiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegefl 
niusa.  Halten  wir  diese  fiedini^ang  irecren  des  oberen  und  unte* 
ren  Zeichens  immer  lest,  so  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzoog 
im  vorliegenden  Falle  offenbar: 

-(i,-x,){n+F,) 

n.  e.  w. 
n.  e.  w. 


i  (A*f  1  —  Xi^)  ( F^fi  +  >  » 


uigui^ed  by  Google 


Mm»,  mÜ 

Mtl.  nach  der  obigen  GkicbuDg  offenbar: 

U.  8,  W. 

;  — (A«-A«+i)(}«+F„+i) 

;  •4er: 

-(ji,-jr,)(r,+F,) 

■.  a.  w. 

■ 

-(jr.-A.+.j()'.+F»H) 

UiefMcfa  ist  aivo: 

I 

db(Jik-JÜ(F,+r,> 

■ 

i(.¥,-X.+i)(F.+  F.4i) 

wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 

nimmt,  jenachdeni  man  sich,  um  den  Umfaog  des  (n -f- ])e€k8 
ucb  der  Urtinuog  der  Ecken 

la  durchiaulen,  in  gleichem  oder  uncrleichern  Sinne  mit  der  Be- 

vigMg  VM  ite  potittve»  Thelle  der  Ax*  der  «  durdi  den  Coor- 


174       G runer t:  Ausärnck  de$  FlOchentnhaUi  einer  Figur 

dinateiivi'inkel  {xji)  hindurch  nach  denn  positiven  Theile  der  Axe 
y  biot  bewegen  miws.  > 

Wim  di«  in  Allgoneim  ä^f^ 

btteichneteii  Puukie  die  Puukte 

■ 

eo  beieichBe  mwi  etimal  vorläolig  die  Pookte 

i(t*    ^»    A^,    A^9».»»Amt  Am\'% 

respccttve  dnrcb 

ttttd  die  GoofdInaleD'iii  eDtspredittider  WeiM,  m  sind  die  Poekte 
die  Punkte 

At,  4»; 

und  man  erbilt  nnn  nittflriich  wieder  ganz  eben  so  wie  vorher  die 
ebige  Formel;  eieetit  man  aber  in  derselben  man  wiedenim 

Afif  A^,   A^t   A^f-'^An-^it  Ai 
leapectWe  dnrdi 

Alf    A%,    Ag,    A^t      Am»  Ami\\ 

ge  erh&lt  man: 

j^-  =  db  (^»+1  ~  -X, )  ( J  »4-1  +  Fi) 

±(A,-A3)(F,+  ra) 
u.  w. 

* 

■ 

was  oieniMir  wieder  gant  dereelbe  Anediaek  iHe  oben  lat 

Wiren  die  Im  AttgemeiBeo  durcb 
^  Ak-i,   Ak,  Ak^i 

leaächneleii  Paokte  did  Pnnkle ' 


Digitized  by  Google 


umUiUiöar  durch  ät€  m4i  der  ß4muoU  $4mackUn  Mesmngen.  \1% 


An,  it«4*,  t  ...... 

flo  hnMoM  man  «inmal  vorlfinfig  die  Paokt« 


I 


JMt  %       mmm  t  »MAb  •••• 

,  '  •       •  f*i    •     I      .  Iii  ,  ' ,      •  \ 

ih>        4t>'  4t>»«-*^t»  dt,\  • 

Bod  die  Coordioatefi  in  «nfatpreebender  Weise •  00  sind  die  Puni^te 

Ak^i,  Ah»  Am 

•  ■ 

und  man  erhält  nun   natiirlich  «iofier  ganz  elien        wit»  vorher 

dit  eUge  Fomiei;  «r^et^^  aao  al^r  in  dw«|b«D  oun  wiedenm 


retpeetiye  ^y^cb 

A%t    A^f    ilft    A^f     »•  Ait^tf    Am»  Am^i 


•In« 


.^.i:(-I.^i--Arj)(FM4  +  i:,)»l 


tu»  8» 

'  '  dt  i-^n-'l  —  (  F«-.2  +  Yn-^l) 

'  ^  < 

«a»  offeabar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist. 

filtraiit  Ist  nun  vollttSndig  bewiesen«  dass  das  lienierfcte  Ge* 
•eli,  wenn  ea  bin  anm  iMek  Jadaml^iMiÜr  däit«41)Mlt 
iL  nnd  dabfr  allgemein  gaitiy  iat  Folglieb  Jat  in  YjBiliger  AU- 
 für  jeden  «eck,  dessen  Seiten  sieb  nirgend  dureli* 


db(^~A4)(>',i-r4) 

Ufr    S.  W. 


uiyui^ed  by  Google 


176      ^rmm^rtt  dmänuä  dm 

.wem  ms  iBe  otoea  ote  mtam  MdbM  aimt,  j4 
MD  flkh»  M  d«i  Omfiuig  do«  «eeki  nach  der  Ordaung  der  Eekiee 

Ag*         A§f  Ä^pm^»»Am 

SU  durchlaufen  in  gleichem  ni)er  unt^lel<  hem  Sinne  mit  der  Bewe- 
gung von  dem  po6iti?en  Theite  der  Axe  der  w  durch  den  Coor- 
dinaten winket  Crt/)  bindurcb  OAcb  den  |ioeitlrea  TbeUe  der  Axe 
der  |f  hio  bevregen  ranae. 

Well  nmi  nedb  9}: 

u.  e.  w.  «•  e.  ff • 

lef;  eo  erfafilt  mtD,  wen  mae  dfeae  Grfieaea  ia  des  oMga«  Am- 

drack  voo         einführt,  die  fblgeode  Formel: 

u.  s.  w. 

i»d  folglieb»  vall  oiaBliar 
laf: 

8)  ^=i:(^-^(|%+3!j 

±  (arg —3:4)  (j^a+jf«) 

U.  8.  %V. 


m 

mit  deMiboB  B— tfwting  wegen  der  Zeichen  wie  oben,  welche 
FifMl  «tegtas  ailgMiaio  Ar  J^d«  beliebige  Ceetdl— teMjfii—  gü. 

Aae  der  vorstehenden  Formel  folgt  durch  Auflöisung  der  Pro- 
lade: 


±  (^Jfk  — fe«l)  *  *»Jf«  =F  ^Jfl 


e.  w. 

«eldhe  ^ieicbmg  «ber  lar  omeriscben  Reebwmf  «PMiger 
iii  ab  die  Gleiehoog  3). 

Mn  Inno  die  Formel  3)  auch  nach  2^1 1  ^2»  ^3»  ••••y» 
«It^^  ^  «rdfiea und  erhSitdenn  diefelgendeo AuedrOeke: 

2J 

* 

lü  e.  tp.  V»  e.  w. 

Feroer  iet  nach  3)  ancb: 


uiyiti^cu  by  GoOglc 


±     -  ^4)  1  (ya  — ^i)  +  (^4—^1)  +  2yi  I 

Q..  il*  «f. 

also»  weil  .  . 

l«t: 

i:  Cjf^_i — jfi) 

weleiie  Formel  den  Vortheil  hat»  dam  nnr  DiffereDsen  der  €oot- 
dlaateo  darin  vorlcommen. 

Man  würde  diese  Ausdrficke  noeb  nnter  verschiedenen  ande- 
re* Formen  darstellen  können  ^  von  vorxöglieher  Wisliüglkfil  (Sf 
«MM  Zwoek  iot  üher  die:  folicmide  EntvicMang.        .  . 

Es  ist: 

«1 — *s + (*•— 

j;^  Ä  {Z^ — Xj)  +  *~^4)f 

u.  «.  w. 

Xji-i  — xr,  s=        —  jr«)  +  («^  *-«|) ; 
aUo»  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

ia^i  — iTt)  +  «i) — X4)  + ....  ^'  (4P«-i  --ä5.)  +  (:r»  —  jtj)  =sO, 
offenbar:  .^^^  .  . 
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nmHUMar  äurcA  0e  mii  dir  BmutoU  gmaekfm  Mmtm^en.  |79 

=  (a:,— j:3)  +  (xg— 0:4)  +  (0:4— ;r4>-f     -f  (ara-i-^jrt), 

u.  s.  w. 

=  —  («1  — apt)  — ....    («i-«  —  «^-1) 

«  u«  8. 

1^1  -  y,  =r  y,-a)  +  (y«-«-y»-.s)  +  —  +  (yi-Jf»)  +  ithT-Wl)' 

••••  +  (i/3— i^*)  +  (^a— 
Mglleh,  wenn  man  diese  AnsdrCIcke  in  die  Gleichung  6)  einßibrt: 

so«  '  ' 

*  « 

....  —  (*«-4— JT«-»)  +  (x»_2  -  a^m^i)  +  (a:«-!— } 

i(3f«-i— y«-»)  I  —  (^i  — iPi) —  (^a  —  ^3)  -^(^s  —  <*4)  ~-  • 

(^n-3  —         +         —  a:«)  \ 


lau      Ammert:  Ahütm*  tfw  MMmMiAr  Mar  Figur 

weldbe  OMAnof  mb  mm»  cImv  Mdito  VnHMitaMtai  (n#M 
mT  lile  MiMkto  Fmi  Migl: 

Sil 

«.  «•  w. 

O.  0.  w. 

u»  «r, 

T }  (^4  ~  ya)        «to-i)  —  iyn  — y«-i)  (ar^t— j^l  I 

B.        W.  • 

T  \  (3f«-i  —  3Ni--n)    — ««-i) — (y« — («^  -1 — K 

'  Bezelohnpn  wir  nun,  intleiti  wir  von  jetzt  an  für  ein  rechlMink- 
lige!9  CoordlihiteiiMystem  den  positiven  Tfieil  der  Axe  der  f/,  bei 
willkührlieher  Annahme  des  positiven  I  fM  lIs  der  Axe  der  x,  so  ' 
annehmen,  da«»  man  »ich,  um  von  dem  positiven  T heile  der  Axe 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  (a^)  hindurch  su  dem  posiütmi 
TMIa  der  Axe  der  t/  zu  gelangen,  nach  einer  Richtung  bewegen 
mmw»  welche  der  Richtung  f^ntpfegengncetzt  ist,  rtnch  welcher  auf  1 
dem  Limbna  der  BMMolci  die  Gnde  ten  0  bis  geriUtiM. 
dW  Mtwi 

A^At^y   A^A^f   A^A^,        Am-iAnf  AnAg 

der  Figer 

reäpcctive  durch 

'll*    Ht»    %4*    '4a>  ÜH^ltftt  Uikt 


uiyiii^ed  by  Google  j 
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m  , 

^»    4l>    ^t»    •^4»  <<^»— 1»  Au 

fWrie»  gMMfclm  AUemgeti  mpeetlve  dvrcfc 

80  hat  man  bekaaoüidi  *)  die  folgf^oden  gans  4lJ||emeiD  gflUigeii 
iiifiidiBiigeii : 

ab»: 

—  ^jt-i)  (arA  —  a:A-l)  —  (yA — JTA-i)  (^»  —  ««-1) 
Sfb-l,  »«U4.  A|tm(«ir-.l,  II—  «)«M(«3U-1,  A—  •) 

^  ««»1  ^  ««;t-» >  A  9in  (««-1 , «  —  <xA-^ » a) ; 
MgU  naeli  clem  Obigem 

a.  «.  w. 
^  «W*»-! » ■     («11—  ««ü-i»  •) 

T^f«4lll(%|— <!«} 
v.  «r. 

«.  w. 

^  jg4«a-i , «  si  n  (0,4  — «b-l , «) 

u.  w. 
tt.  vr. 

-F  *»-a ,  ,  •  «In  («•—•,  «-i  ~  ««-i ,  •)• 


•)  M.     {n  die««oi  Tbeile  S.  84>.  Nr.  2).  '  # 

Twu  xxxvm.  it 
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DieM  naeli  •tnAitflMii  G«i«itee  'ftirltlllir»iMil0  pm  hM« 

gemeine  Fermel  flir  den  FllcbeniDliall  geetettet  ^ie  nnmittellftttre 
Etofübraeg  der  gemesseneii  Seiten  der  Figuren  und  der  911  der 
Nadel  der  Bouaeole  gem^chteo  Ableaangen»  also  der  iiidclee, 
weiche  bei  MeasnugeQ  mit  dec-tBovMole  die  udmittelliare  Beob- 
aebtuog  giebt  . 

Fär  die  Meaaong  mit  sogenannten  Springständen  lassen  sich 
Xbniicbe  Formeln  entfriciceiny  wobei  ee  jedecb  nCthigiet,  die  |ici- 
den  folgenden  Fälle  kn  nnteracbeideo. 

Weuii  n  eine  gerade  Zahl  ist»  so  iiebme  man  an,  ,<ia8S  die 

Boussole  in  den  Punkten 

-  •  i 

^4»     ^6»    ^»  Au 

aufgestellt  worden  sei:  dann  hat  man  mit  Anwendung  p^anz  ähn- 
licher Bezeichnungen  wie  vorbfer  die,  folgenden  Uieichuogen ; 

^«  =  ^1  —  'ii  •  cos  (ogi  -  cö) ,   ^4 =ifi  -ti%'  sin  (a,i  -  a) ; 

■ 

+  j^, co»(«M  —  »),  yt=y,  4^ i^.sin («cn  -  o») ; 

— «i4« cos («i» — ,  y4=^t  -  »fi .sin  («41 — ») ; 

«5=5^4  +  *4ft •      («4a  —  ») »   ^ =i/f  i ,*46/  ^i»       -  «•) ; 

Q.  IL,  ^4  * 

iP«— t  =  «2?«— 4  +  '»—41  n— »  .  COS  (a«— 4,        —  »)  t 

..    1    •        j  -      -  .    .       .  * 

y»^  =i       ^«»-t ,  n-e.eio  (a»-a»      — »1; 

«a^I  s«|.a  -f  «M-S,  ii-|iC08(«b-«»  a-l-^lB)» 

=  ^«-»  +       ,  «-1 .  sin         B-i  —  w) ; 
Jfn     =  ar«-i  —  J«-i,  n«COs(an,  tü), 

*  i 

Si    :ai#^4'tM.cee<%i-^4i)^  .  ••  1 

und  folglich  nach  dem  Obigen»  wie  man  leicht  findet: 

uiyiii^L-Li  by  Google 


em.  löü 


1- 

IL.  8.  W. 


4         1  I 


+«I«*ii-l,«si»(«2|— 

+  («23  — "öö;         ^.       "-.M'j    '  ? 

7fs4««-i , » «in  (««  —  «»,  »-4)  . 

^        T«fi-3,  fi-«*«-l,  nSin(an-2,  «-3  — a«,  n-l) 
±*ii-«^  n~iSn-i  ,n  sin  (a«_^,  «-i  —  (tn,  y-^)» 

Wenn  n  ^ne  .ii|igerade.Zftl»l  fo jBfeUe^.nvtQi  die  BouMole 
ii  dco  Punkten  '     >  i 

*  '  il^,      ily,  •••ij»  ^  ■' 

üui,  und  bat  dann  die  tolgeiMlen  (>leichuiigeii : 

U.  8.  W. 

''  Xn—l  =  ir«—«  -j-  *B-«,  »—1 .  CO»  (ttfi-S ,  n-l  —  CO)  ,  ' 

=t/„-2  +  in_2,«_i.6in(aH-a,       — cd); 

*ii-l,i..GÖ8((lf,,n_l—tf),  ^ 

I  ' ,,  ,      f  •   •    t .    •    i  •.    !  I  r<        ,  •■ 

=3^»^  — in-i,».«in(a,,«_i.— «);  .  ..^ 

12* 


9hm  uuk  7): 
8*)     2J  =  J:«i«%i»in(ais  — 

-  i:t|««4»«>n(«i«— 
i:s^i|«flili(%ft— «Im) 

O.  8.  W. 

U.  8.  W. 

Für  Hie  Zeichen  gilt  in  ailen  diesen  Formeln  die  aus  dem 
OI>igeD  bekannte  Regel ,  die  man  jedoch  jetzt  für  den  ?oHiegen- 
deo  Zweck  am  Besten  auf  folt^ende  Art  ausspricht :   Man  moss  lo 

wwmtthmMm  Fameln  flir  den  Ftidwahihak  dte  weciw 

j§i     A^  A^ . . .  •  iCi 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  Jenachdem  man  gtcb, 
um  den  Umfang  dieses  neck«  nach  dex  Ordnung  der  Ecken 

Alt   A^,  A^f  A^t  •*^**  Atk 

Sil  durchlauf««.  In  lagtifaiiiiein  oder  gleicbeiii  Sinn«  a4t  der  Eick- 
tnng  bewegen  roass,  nach  welcher  auf  dem  Um^«^  d«r  B««i> 
••I«  di«  Grad«  v««  0  bU  ZW  g««ftbU  «ind. 

Die  Formel  7),  welche  dem  Falle  ent^prit  }tt»  wenn  die  Bous- 
sote  in  allen  Punkten  der  Fi^ar  aufgestellt  worden  i^t,  wollen 
wir  noch  an  einem  Beispiele  erläutern.  mir  gerade  keine 

^urkiicben  Messungen  auf  dem  Felde  mit  der  liou^^i^ole  Gebote 
4it«fid«i»»  so  aeiejuMte  ich  aiir  auf  dam  .i^a^iit  «ii^  iSeduetk* 


unmiUti^ar  durcä  die  mii  der  Boussoie  ffemacäien  MtiMUHfen.  185 


maas«  dessen  Seiten  mit  einem  verffingten  Maa^^sstabe,  bei  wel- 
chem 25  Ruthen  aui"  den  preuöüibchen  Decimalzoll  gerechnet 
naren,  und  luachte  die  VViiikeibestimmungen  mit  einer  Orieotir« 
i^oussole  auf  dem  Papier,  so  das«  aLso  von  einer  gewitf8en  Ge- 
aauigkeit  hier  gar  nicht  die  Rede  aein  kaiut,  auf  welche  mir  es 
auch  gar  nicht  ankam,  da  ich  blo«a  ein  Kecboongs - BeUpiel  für 
<üe  Formet  7)  haben  vvalUe. 

IHe  gegebcM  Fific  »ar  das  gachitck  . 

und  die  Ordoong  der  Ecken  war  mit  der  Rlcbtang »  nach  welcher 
auf  der  Boueeoki  die  Grade  von  0  bis  W3f*  gezählt  ^ind,  gleieli* 
ftiimig.  Da  mao  alao  hiernach  in  der  Formel  7)  die  antereo 
Zeichen  nehmen  tsrntk^  hat  wmtt  filr  d«i  fall  dea  Sachaecha 
db  Mgaade  Foiüd: 

+  «ia«a«J«(«^ia-«4i) 

+  f 23  5348111  ({/^a  —  •^84) 

■f  ^4*4a»M«^— «Sie) 

«mia  MO  wtfjMk  Mlflk^  wie  'loMit  diaae  Pameln  Area  aahr 
ddbchan  Geaatiaa  wegen  ha  Kaftfe-  aa  hahaltaa  aiad. 

Aua  den  freilich  nur  sehr  rohen  Messungen,  die  aber  iür  den 
«»rliegenden  Zwedc  vSHig  genügen,  ergab  eich: 

1^  =  38  .  8  =  388  1^  =  338  .46 
«M=;32  .4  =  324       0^=  69  .46 


)  t«i  as4  ««I  waree  mit  gpanmaa  werdra,  aiod  aher  mr  Bertah- 
4m  rUtaheniahalU  alchl  erfordeHlrh.   Natürlich  hdaaen  «e  ahaa 
dea  heldea  Bediagaagiglfi<ftaBgca«  4H  iirfachea  daa- 
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worden  sind:   *        .  •  *      -  •»  .  »  .  »1  J  , 

«i»-«t4=— 276  .  0  (+85  .  0)  ;         .    •  . 

«is-ttM^^*^^  (^^74  .46) 

, '  .  I  •,,'.'•.•*  .  .  '  •  ■ 

-  «M-«#6=+  6^  .45  (+Ö2.45) 

I  --.i       .     «ta-^-^^Ä-^ibß  .  0  (+6  -0)    ,1-   -i-i  ' 

014-.««»=  + 969  .  0  (-^m  .  ^  '  .* 

«t4-<^=+  20.15  (  +  20.15) 

a^--4^±s:^^  ^ .  (+68.45) 


^  ~  T        tJt  f 

1  *» 


t      ■  ■ 


i.      •  •  • 

*  I  •  * 

•  I        V.  ^ •  „^^^  *      „         •"»»•, II 


log  ein  («i^ — c%4)  =ti,^Üö344  ...  i 

'    '  rc«f4^, =2:510545 

;  '  4,209722.  iiam.s-*'lB06S^ 

.*     57u5UOo     nu».  =  +  2-21770,0 
log%t-%776701 

,  iti4j,sin(tt23 — Cj^— 9,645700 

  .  5^lim  iiMi.«s4-lMiiP 


I  • 


tamüaiä&r  ämreä  0$  wtü  4tr^ 

leg«„=2,77llllll 
lo,rf^=:2.5105« 
k>gsiD(an —«45)^9,948910 

6^156 

Iog«^»%77e701 
log  =2,687539 
logsln  (a„  -      :=  9,Ullfil5. 


Dom.  =  ^  173246^ 


4,483466  •  ooni.sf  30441.4 

f        .  ,  

logis4=^%588832 


log  ==2,510649 
logsiA(o|4—  a^)  =:d,909934« 


6,09931 1»    oiML  =  -  126092,0 
log  iMS%Sfl8832 


log  =s2>087629 
logsln  («44  —  ^44)  ==0,599223 

4,815584 

logS4»=2,5f054Ö 
«logf««=s2,687629 
iog«iii(a4^  -  «4,)=:  9,909480 


noni.  =t:t^  65401,0 


•  1 


5,107494      nmii.  ^  f- 147059,7. 

ilCB  IttMt  dvfvil  iolgeudo  tiedunuigs 

-  '203063,0 
4182439,2 

*    *-  J  5985,3     •     .  • 

—"96011,1 
+  ^1770,0 

-fT25 158,9 
+  227780,6 

f  172248,8  .  *, 

+  4()00-?9.4 

-t-  mu\A 

+  430470.8 

+  304777,9 
+  65401.0 

4  370178,9 
J= 268619,3«'. 
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Xfll. 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke. 

HenugegeiMa  wm  der  K&]ii|;UcJieii  GeseUschali  der  Witsen 

achaftea  sn  Odttisgen. 


Vorbefli^rkoBa  des  Bersesgebere. 

Die  Kötiiglich  Hannoverische  Getiellsclialt  iler  Wissenschaften 
in  Güttingen  hat  beschlossen,  eine  vullstaudige  Au4iiiabe  der\Verke 
von  Gauss  in  sieben  Baftiltu  ia  Quart  zu  veraiieitalten ,  Hodurrh 
Dieselbe  sich  den  jjriisstcn  Dank  der  Mit-  und  Nachwelt  erwerben 
wird.    Diese  Werke  sind  ein  ewii;  unvergängliches,  hoch  erhabe- 
nes Monument  deutschen  Schartsinnes,   deutschen  Kieisses  uod 
deutscher  Grflsse,  sowohl  im  Allt,'eiT»eir»en .   als  auch  in  unnerer 
herrlichen  Wisseuschatt   int   i)e?.onderen  ,   und  die  \"erari>tait(]ni: 
einer  volUtändigen  Ausgab«  derselben  in  sch«>nster  und  trefflieb- 
ster  Aosstattiing  durch  die  Kuiiigliche  Gesellschatt  der  Wilsen- 
Schäften  in  Göttini^en  i^t  ein  fiir  alle  Zeiten  denkwflrdiges  Factom 
in  der  Geschiebte  der  Mathematik,  von  welchem  auch  in  diesem 
Arsbive  Act  7u  nehmen  der  Herausg^eber  liir  eine  beeosdcw  ins* 
dige  Pflicht  erkennt.    Für  die  Leser  dce  Archivs  niuse  die  fte 
der  Königlichen  Geeeilecbaft  der  Wissenschaften  erlassene  A»> 
kündigang  der  Gassmait*  Ausgab«  der  Gsuss'scbss  Werke  scbee 
deshalb  Sbsraus  wiehtig  nnd  Intereesast  «eis»  weU  sie  dsris  «b 
reIJsCIsdigss  Vsraelebsiss  aller  Arbelten  des  greceen  Ceswetefi 
isdsn»  wssbalb  der  Usransgeber  doreh  eisen  gase  «svcibirsles 
Abdrock  disses  wahrhaft  bistetissbss  Dscomeats,  «ie  er  Sa  Nsdh- 
stabendes  ^  «nd  swsr  isi  Arebles  selbst»  siebt  bhiss  I« 
LIterarisebss  Bsriebts  —  gej^bes  wird,  des  ietersese  m&km 
Lessr  sai  Bestes  sn  dieses»  ond  aseb  ais  Meisten  die  Würds  dee 
Gsgsnslasdes  Im  Auge  an  bebsNsn  geglaubt  bst 

Grstfstrsld  am  26.  liftrs  1802.  Der  Hersasg eher. 
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Nai*h  4em  Tode  von  i\  V.  Hati»»  hat  die  Künigüthe  Gesell- 
>cbaft  der  Wi^i^eiiiiLhaften  sä  Göttinj^en  die  Heraosgabe  aeinet« 
itterarUchen  Nachlaflse«  übernommen.  Da  aber  viele  seiner  ge- 
druf  ktei)  Werke,  namentlich  die  Disciuisitiones  arithmeticac,  sckon 
M:t  i;inL:er  Zeit  nicht  mehr  im  BuchhnTH!el  sind  und  der  Wunsch 
ach  piner  neuen  Auflagf"  derselhen  immer  reser  geworden,  so 
bat  die  Koniglicbe  Gesellschaft  beschio^isen .  ciiio  Ausgabe  von 
Gau^  s  säaiaMlick««  Weikan»  mit  KiB^üia«  des  jNacblMMn,  «i 

Von  den  i^pHruckteii  sind  nnrh  mehrere  im  Buchhandel  vor- 
baoden ,  wiewohl  tht  il'^  in  wenigen  Exemplaren  ,  wie  die  Theoria 
mofos  cnrporum  c-oelestiutn ,  theils  als  Beatandtheile  grösserer  Sam- 
melwerke»  wie  die  in  den  „Abhandlungen  der  Königlichen  Geseli- 
sdiaft  der  Wissenschaften  zu  GOttiogen"  und  in  den  „Resultaten 
aas  den  Benbnchtuns^en  des  magnetischen  Vereins  in  den  Jahren 
von  1836  bis  1841  enthalteoen.  Es  hing  daher  das  Erseheinen 
4«  ^ SiiBBttieben  Werke"  6tm  groascn  V  erstorbenen  von  dar  2«*  , 
ithiMiiy  4er  Verlagshandlinigtii  jtii«r  Werke  ab.  Um  so  Mhr 
Terdient  es  dankbare  Anerk«miini|t»  'dMs  dieM  Bvchhandlnngen» 
In  dem  Bestreben,  da«  höhere  fntflflMe  dentscher  Wissenschaft 
in  diesem  Uolmvehnien  so  btOlidgniy  auf  die  von  der  KonigiicbM 
GemUacbaft  an  si*  de^lMlb  ergangene  Anfrage  ohne  «Hm  Bedra* 
Im  ttive  KwetiiviMivg  ss  ertb^ileii  sieb  tievelt  gefendeii  bAben» 

Ten  Attdree«  Perthes  In  Gethm.  wekbe 
Ae  Tbeerle  metoe  eorporam  ceeleetbun  hi  ibfen  Veriage  bat 
fwiegte  die  Zeetfnmiimg,  und  ea  beben  evch  die  mit  d^reefben 
gMften  EntMibldlgange-l^eifaindtoegeQ  sv  befaiem  Reevllate 
liMrt  ße  wird  eiee  ?er  der  Heed,  bis  die  Verlagarechte  er- 
tiacben  efnd,  die  Tbeofie  mottle  toü  der  eonet  ▼eüetlndigen  Aee- 
|gbi  ansgeaebleeeen  bleiben,  den  Fell  Jedeeh  nnegenemmen»  daee 
4ie  eirdhe  Auflage,  neehdem  die  wenigen  ven  der  ernten  neeh 
Torliandenen  Exemplare  vergriffen  werden,  niebt  an  Stande  ken- 
neo  sollte. 

Fen  grSesersr  Wiebfigkelt  Ar  die  Wissenschaft  ist  die  Her- 
üigabs  des  bandecbriftlleben  Naeblassea,  welcher  dnrcb  nelne 
Idibbiltlgkeit  nnd  Bedcntannkeit  Air  den  ganzen  jetzigen  2n* 
iM  der  Wissenschaft  In  stofÜcber  sowohl,  wie  bleterteeiier 
iHWbng  beben  Inferesee  bietet. 

>  f 
In  dieeeia  Zwecke  beben  die  «nnenineben  Erbe»  Mki  Wen 
*  nnf  nie  flbsrgegangenen  Anteweehle  an  die  KMgliebe  CSe- 
>*iball  der  Wianennebaften  Üiitoagea,  esndwn  bnben  naab 
Att  den  i^nnnen  wlneeneclMillllaben  FVnddbae  In  neWMe  Wnlne 
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di«  Benotziiiig  dwMlbeii  voHkemroen  frei  gestellt  iHt 

Zugleich  i^t  durch  die  Liberalität  der  KOniglicli  HannoTerecben 
Re^ieroog  die  Gaassische  Bihliolhefe«  in*  welcher  sieb  aehr  zabl- 
reicbe  bandachrifUiche  BenierkiiiigeD  von  groaaem  Wertbe  vorfia- 
den,  XU  diesem  Zwecke  getvonoen  worden» 

Sofort  nach  dem  Tode  des  jfrossen  Manne8  wurde  dir  Atj«- 
fäbrung  des  Cntmiehmons  beschlossen.  Aber  es  erlitt  dadurch 
eioe  Verzugeruiiß,  dass  Lejeune-Dirichlet,  welcher,  an  seine 
Stelle  n^ch  Göttinuen  berufen,  die  Bearbeitunir  des  ganzen  hand- 
schriftlichen Nachfaaees  übernornnM^n  hatte,  ebeofalifi  der  König- 
lichen Gesellacbaft  unerwartet  durch  den  Tnd  entrissen  wor^, 
und  zwar  ohne  von  den  durch  ihn  für  die  Herauagabe  weit  geHfir* 
derteo  Vorarbeiten  etm^ae  schrlftficb  su  bfinterlanaen* 

■ 

Diese  Vorarbeiten  rnus^iten  somit  wieder  von  vorn  b(3'j<>niien 
werden  sind  du}ier  die  .sHinnitlieben  Maouacripte  von  rSeueai 

geordnet,  nach  ihren)  Znsaninieithanüe  mit  allen  fibrigen  Gausa- 
isofaeu  Arbeiten  dfirchfnrscht  und  tbeiU  unter  einander,  theits  mit 
•den  schon  gedruckten  Werken  in  die  tur  das  Verst^ndniss  fibar- 
nirihtlirkatii  und  sweckin&aifigele  Verbindung  gebtAcbt  worden* 

Die  sämmtlichen  Werke,  die  cednickten  sowohl,  wie  die  iin- 
gedruckteo,  sind  nach  iiireui  iitbalte  in  mehrere  ilaupii^ruppea 
vertheilt  worden.  Die  erste  Gruppe  umfasst  das  Gebiet  der  h obe- 
ren Arithmetik,  die  aweite,  dritte,  vierte  und  fünfte  unifasaen  der 
fttfibne  nach  ana  der  Analyaia  die  Gebiete  der  algebraischen  FonclicH 
nen,  der  Gaussischen  F- Function,  der  elliptischen  Funclioaes 
und  der  interpelatipna- Rechnung,  die  sechste  das  Gebiet  der  anir 
Jyliacboii  Gei^netrie*'  die  siebente,  daa  der  Metbode  der  kleinpltv 
QniMlraJbe,  die  acbte  daa  der  umtlienuitiacben  Pbyejbt  die  moo^ 
Astronomie. 

In  jeder  <Trn]>pe  vverden  die  schon  früher  publicirten  Schrif- 
ten, meist  in  dironolojjischor  Folge,  den  ersten  Platz  einnehmen. 
Die  eigentbiinilichet)  Gesichtspunkte,  die  tiauss  selbst  in  kur- 
zen Berichten  von  vielen  seiner  Abhandlungen  in  den  Guttin^ischea 
gelehrten  Anzeigen  geueben,  <>der  einzelne  «Sätze  und  Methoden» 
die  er  darin  besonders  hervorgehoben  oder  erläutert  hat,  Ueaai|^ 
es  xweckm&aaig  erscbeinen»  den  Abbandlungen  jeder  Gruppe  diene 
SdlbelMizeigen  folgen  su  Ineaen»  dene«  sieb  alsdann  noch  «lie  von 
6«ass  lieifOlirsttdeft  Rsiesslenefi  sndeier  Werke,  die  dem  In» 
Ute  de»  GfMfi^.sngeUm»  «dprs  in  ftidHitr  üeslslissiii  dM 

«lsiNlb,i -MsUISSSttb     .  ^        '   .  • 
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daieo  ttebrifleD,  iib«r  irelcbe  noch  f»l|^nile.  6Merk«iageD  hitr 
PUtz  finden  mögen. 

Unter  den  im  Nacblaee  vorgefundenen  ^biiflen  finden  -e&cb 
zahlreiche  IVIanuscripte,  ileren  Inhalt  in  den  von  Gauss  selbst 
pttblicirten  Wnim  »eben  vollständisr  eatbalten  laL.  ist  als 
Rigel  angenommen,  dieselben  unberiioksi^btigf  tu  lassen,  ansser 
HO  eine  in  ihnen  niedergelegte  Methode  eine  theilireiae  V*»''f' 
üqitliehung  nflnsclienitwertb  erscheinen  liess. 

,  Zu  «ien . voi ixöfiindenen  Schritten,  welche  iibjie«lruckt  werden, 
s^ttiitren  vor  Allein  die  achte  Section  der  Diaqui^itionei»  arithme- 
ticae  und  eiiiii:e  voll  kommen  druckfertlüe  Manascripte ,  unter  an> 
dem  eine  Abhandtytig  über  Interpolation  uiui  eine  fiber  die  Stö- 
ruijn''!!  der  Pallas.  Andere  Manuacripte  da^etjen,  \oi\  derren  sich 
ort  viel«'  auf  einen  und  densrlhen  Gegenstand  beziehen  und  upi^pii 
««fitisj  er|;firt/en ,  8taniin*«n  nieint  aus  Mehr  vorschiedencii  Zeiten 
uod  tinden  «ich  zerstreut,  dai»s  sie  zum  Zueck  der  Veröffent- 
lichnng  erst  sorgfältig  zusammengestellt  werden  roussten ;  auch 
$\t  werden,  nur  mit  Vermeidung  nnnötbiger  Wiederbolongen,  nn* 
fnlndert  abgedruckt  werden.  Au  einigen  Stellen  haben  jedoch 
inifBe  Noten  hinzugefiigt  werden  mii»i8en.  um  den  Zusammenhang 
herzustelton  «nd  das  Veratftndnias  mr>glicb  zu  machen.  Zu  diesen 
Schriften  ana  dem  Nacblaaa  gebOren:  die  Pealintmi^q|^;ae^^.Anaal^ 
ilfr  Clafeei|^,der  binSren  Firmen ^  die  Feflaet«ongen  an  «f^n  |iub||; 
drten  ADhaqdlyngen  Aber  die, biquadratischen  Reste  nt^d  dte  Ün- 
teraachnngen  über  elliptiache  t^unctlnnei).  ,  , 

Von  diesen  Gi'uppcu,  in  welche  die  ^auiiDfliclioii  \N  orke  ihrem 
Inhalt  nach  vertheilt  siod,  »rirri  die  erste  iti  zwei  Banden  erschei- 
nen, dift  zweite,  dritte,  vierte  und  iiinite  «erden  den  dritten  Band 
Mlden  ,  di(^  sf^chsfo  und  siebpnte  den  vierten  Bofsd.  <iir  nrhte  wird 
den  fünften  Band  und  die  ueunte  die  beiden  letaten  Hände** am- 

SiinV|iflle1ie  Werke  werdeli  alaV'm"  sieben  Bünden  nnter  fol- 
^ÜW'Titi^In  eraehehien: 

t.  Disquisitiones  arithnieticae. 

II.  Höhere  Arithmetik.  '  ' 

III.  Analysis. 

IV.  Gertnietrie  «nd  Methode  der  kleuiiiten  (Quadrate.  ^ 
V.  Mathematibche  Physik«  , 

I.  A.strunornie.  ^ 

VII.  Thcuria  motua  coruorum  coelübtium*  . 

Die  Theoria  SBotns  eorpomm  eoelestlam  iiK-^jinMit  #ittellt 
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wtthbiit  ftr  4mi  F«i>  daa»  Ihr  BcaiMBmi  ml  nach  Bi<§agbca 
dar  oben  arwlbatan  Vcflagsrncbto  crmOfrlicIrt  waalaii  aoNle. 

Zur  TiMheren  tiiigicht  diene  endlich  folgende  attslÜbrlicbe  in* 
baltaaogabe  der  einzelnen  Uäude. 

BAÜDL  DXSQUISmOKSa  ABITflMBTIGAB. 

(Dieaea  im  Jabre  1801  ersebieoeae  Warb  wird  biar  In  aaver- 
indarteai  Abdruck  wiedergegeben,  nur  werden  anr  beaaeren  üiober* 
aiebt  die  Hauptfermeln  in  eingeiückten  Zeilen  hervorgehoben,  die 
einzelnen  /kbacbnitte  und  die  Seiten  mit  den  ans  dem  Inbalt8ve^ 

leichmsse  entnommenen  Ueberschriften  Tersehen.  L)iejeIii^e^  ISo- 
tizeo,  welche  (>au8K  in  sein  Handexemplar  eingefchriebeu  bat, 
und  die  meist  die  Data  der  Entdecicung  der  Uaupte&tze  angeben, 
werden  als  Anbang  in  diesen  Band  aulgenommen.) 

BAND  JL    HÖHERB  ARITHmiiK.' 

JMmuUungen,  TbearemaMa  aritbmetici  demoaetratlo  nova  (tarlia). 
(1806.) 

Suromafio  qnarumdam  aenerum  amgularinm.  '(I80A.) 
Tbeorematia  fundamentalia  in  doetrina  de  residnia  quadimtldls 

denionatrationes  et  ampllfieationea  nnv.  (1817.) 
Thaoria  realduorum  biquadraticof  um.  Couim.  I.  et  II.  (1825. 18S1.) 
SMsioMeiffen  dieaer  fUnf  Abbandlungeh. 
Ameigen.  (Ilalberg)  Recbarebea  aur  l'lrrdductibUltd  Aritbadli- 
qoa  at  Gdomdtriqua  des  nombraa  etc.  (1809.) 
Cbernac  Crlbruui  Arllbnieticum.'  (1812) 
Burckbardt  Tabien  dea  dieiaauia.  (1814.  1818.  1817.) 
Rrchinger  Construetion  des  Siebenxebnecks.  (1835.) 
Seeber  üiitersuchungcn  Ober  die  Eigenschaften  der  positiven 
ternären  quadratischen  Formen.  (1831.) 
limekUuM,    Disquisitionen  arithmeticae,  sectio  oetata. 

Disquisitioiiuni  circa  aequationes  puras  tilterior  evolutio. 
Demonstration  de  qaelqties  Th^or^nies  concernant  les  p^rio- 

des  <le8  classes  de**  formes  binaire<^  du  second  degre. 
Beatiminung  der  Ansahl  der  Ciassen  der  binären  quadratiscbeo 
Formen. 

Geometrische  Seite  der  ternären  Formen. 
Theorie  der  biquadratiscbaa  Reste, 
üane  Theerta  der  Zerlegung  der  Guben. 
Qaadratorum  vamaHa  primis  divisorum  residua. 
Verwandlung  genalDar  Brilebe  io  l>ecimalbHlche. 
Frequenz  der  PrimBablea. 
Ser  OyeMeobnie. 
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A.  Alfr«braUelie  FMctl«ir»ti:' 

Miumdiunffen.    Demonstratio  nova  theorcmatis  oranem  functionem 
al^ebraican»  rationalem  integram  etr.  (1799.) 
Demonstratio  nova  altera  theoremati«  omnem  functioneni  alge* 

hralcam  rationalem  integram  etc.  (1815.) 
Tbeorematia  de  resoluhilitate  tunctionom  algebraicaruiD  iotegrar. 

\f\  fartorps  reales  demonstratio  tertia  (I81Ä.) 
Beweis  eine»  alsebraisrhen  l^ehrsatzes.  (1821.) 
Beitrfige  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichnngen.  (1849.) 
Sdbttameigen  der  z«veiten,  dritten  und  ffinften  AbbaodloDg. 
ämdfem,   Coytier  Rechercbca  math^matique^  ou  dlvemen  qae* 
•tlons  non  rdtfahieä  ou  dont  la  Solution  etc.  (1813.) 
Faarier  Analyse  des  dqoatioas  ddlemindea.  (1833.)  ' 

B.    (laussiÄche  F- Function. 

MktuuUungen,    Disquisitionen  generaies  circa  aeriem  infioitan  etc. 

Pars  prior.    (Art.  1—37.)  (1812.) 
Methodus  nova  integraliam  vaiorea  per  approsimatioDeai  i«' 

▼eaiendi.  (1814.) 
MhitMmeige  dieser  beldea  Abliandhingan. 
jyaci/ai».   Deteminatio  seriei  nostrae  per  aeqnalieBeiB  dilfrea- 

tialem  aecundi  ordinia.   (Art  38—67.) 

r.    Flliptisehe  Functionen. 

(iHaarfftfnfT    Determioatio  attractionis,  quam  in  punctum  quodvia 
positionis  datae  exerceret  planeta  etc.   (1818.)  ' 
SeUHmmefffe  dieser  Abhandlung. 
MUiiifs.  Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenten* 

HKeije,  Pfaff  Methodoii  generalis,  '^eipiatibneR  differentianini 
partialinni,  nec  non  aeqnationes  etc.  (1815.) 

Bmkiai».  Tbeoria  hkt^rpolatlonis  methode  noVa  liaefafa. 

InwnftMf  0»  Über  mtOkematisck»  Tafi^  *  (Ganaalacbe  Loga- 
TitbmeA,  Tafehi  von  Prbaae,  Tega,  PaaqiiUb  efe.) 

BASD  IV.  OBOUKTBIE  JJSD  METHODE  DBB  RtEUIBTBN 

QUADRATE. 

A.  Geometrie. 

^kkndhmpen.    Allgemeine  AuflOsuni^  der  Aufgabe:   die  TheÜe 
einer  jjegebenen  Fläche  auf  einer  andern  etc.  (1822.) 
Dtsquisitiones  generales  circa  »wperGcies  ctrrvas.  (1827.) 
Uatersuchungen   über  Gegenstände  der  bübern  lieodftaie. 
Abbandlaog  L  nnd  IL  (1843*  1846.) 


194  Cmri  UrMrM  Mlfi  Werl^. 

BMHmHutfem  der  iir«iteii,  dritte»  «ritd  fterten  AlAaBdlmg. 
VmrMeMedene  AufMm^  .  ZaiAts«  «or  GMoMrie  der  SteHnag  f on 

BeBtimmong  der  i^rflfliiteD  Ellifwe,  weldie  *  die  vWr  Seiten 

^  «ines  go«;ebcneii  Vierecks  berührt.  (1810.) 

Auflösung  einer  i^eonietrlschei)  Aulgabe  (betreffeiMl  das  ebene 

Fiirifeck).  (1H24.) 
Elementare  Ableitunp^  eines  zueirat  von  l^ef^endre  auij^estell 
ten  Lebr8at/.t:.s  der  ji|ibgri«€heii  Tri^ononietrie.  (1841.) 
jt»|(T||jrn    Mol I  \v ei  (i     de  Metliodo  ab  Archiniede  ;idhibita  ad 
ratirmeni,  in  qua  inter  8e  liui^t  latu«  efc«    iMliU^i  «  >  ^  ' 
MoDge  (ilt^niiirtrie  de8crif)tive.  (18I't.) 

Uefj^chel  über  eine  merkwürdige  AiMvendung des  Cotesiscben 

ijeiirsatzes.    (1814.)  f 
Moll  weide  iiber  eine  dun|cle  Stelle  in'Plato'ß  Menoo.  (1814«) 
Schwab  Conimentatio 'in  primiiiD  elementortini  Euclidi# 

Hbruni.   (1816.)  v  '  ' 

Metteriiicli  volUtändige  Theorie  der  Parailtol^Lillieir.  —  Möl- 
ler, TIlQftrie  der  Parallelen,  (im.) 
N^dlkmt»  Pothenotscbe  Aufgabe. 

Za  den  Untersocheeiteii  flberfSegeiMtÜiid^  dfirKObAMiOMlliriW. 
Pentegremnie  nritrilicitiii. 
Zar  Geometrie  der 


B.   Methode  der  icleineten  Quadrate. 

Aähandiungen»    Theoria  combinationis  observationum  erroribus  mt- 
nimis  obnoxiae.    Pars  I  et  II.    (18'21.  I8J3.)  . . 

Supptementuni  Theoriae  rombinationis  ob»ervatiuuum.^^(j|^^l|^) 
SeiMaiweiffen  dieser  Abhandlunscn. 
V^S€iUß4e»e  Anwendungen,   ßestimntung  der  Geoauigkfit 
oharhtiihgen.  (1816.) 
Anwendung  der  Wnhr^cheinliL'bkeitsrecbiuiDg  an^  eine^^(|p^^ 

der  practi8che[i  (ieofnetrie.  (1823.) 
Anwendung  der  INlctbode  der  kleinsten  Qeadr^^^^ttf 

metrische  Län)»enbe.«^tininuinir.  (1827.) 
Anv^pditipg      Biliuorecbmiog  der  Wittweneasee«  (IddÖ.) 

BAND  V.   MATfl£MAXlSCH£  PHYSIK. 

■ 

Miumdiungen.    Thenria  aftnictioiii.<«  corponini  spiiBecvildleeNiiu 

elli^tticonim  honjot^efteorom.    (1813  ) 
'  (Jeher  ein  neues  allL'cn^^ines  Grund^fsfHz,  der  Mechanik.  (1829.) 
•  Principia  ueueralia  theoriae  ligiirae  ttuidortun  m  »etata  aequi- 
librii.   (1830.).-'    i  M-i^   .1»  ^  u -4    •  .  :  .i.  .  -/ 


klBMllM  fte  mmpMOHM  MrrMlib^-Ad  «Mimirm  dmhtiw 

ravocfU.   (1833.)  , 
Allgemeine  Theorie  des  ErdniagneHsmas.  (1638.) 
'.AMf^emeine  Lehrsätze  in  Beziehnn?  auf  fite  im  vevbehrteii  'V'ctt! 

halfnis.se  <les  Quadrats  Her  Lntleriiung  etc.  (1830.) 
l)iojjtri.>(he  L'ti1er«iJcJningt*n.    (1840.)  * 

Säösian^eigen  ricr  ersfert,  dritten«  vierten,  sechsten  und  sieben- 
teo  Abhandlung.  '  *  "  "    ■  ' 

fmtkiedene  Antfjßäinß  üher  MagnHUmm/^  Erditoagnetfsmoa  unil 
Magnetometer.  (1836.) 
Einleitang  io  die  Resultate  aus  den  Beobachtungen  dea  nag- 
neflacbeii  Terefos.  (1898.) 

'  '  '   

Ein  neaes  H^l^mittel  Air  die  magnef  lach.  BeobaclituQgeD.  (1837.) 

Ueber  ein  neaes,  znnftchst  aur  unmittelbaren  Beobaebtun^  der 

,  TjBrinderaogen  in  *der  TntenaitSt  etc.  (1837.) 
Anfeitting  zur  Bestimmung  der  Scbwineungsdauer  einer  B^ag^ 

netnadel.  (1837.)  '  . 

Celier  ein  Mittel,  die  Beobachtung  von  Abienl(unpen  zu  er» 

leichtern.  (1830.) 
ZurBcMfrmmfin«; (JerConstanten  ilcjs  UitUamiaiinctotneters.  ( 11540.) 
Vorst  lt  1  ifteti  zur  Berech riiing  tlpr  magnetischen  Wirkung,  welche 

ein  Ma^r^ct.«tah  in  der  Ferne  ansaht  fl840.) 
Ueber  die  An\v»Midnn*;  de»  Majriulunu'terß  zyr  ßetülininiung 

der  ahsolntiM»  Declinatlon.  (1841.) 
Beobachtungen  der  magnetisch,  luclination  zu  Güttingen.  (1841.) 

i       '  Ph'/M. 

fvadamentalgleicbungen  für  die  Bewegong  Mbwerer  EOrper 

auf  der  rotirenden  Erde.  (1804.) 
Oejbetr  Aeacbromatiacheo  Doppeipbjective,  besonders  in  R|fcl(- 

eiebt  der  vellbosimnerD  Aufhebung  etc.  (18170 
BiM  an.  Brandes  Aber  denselben  Gegenstand.  (1^1>) 
Btriehttgung  der  Scbneiden.  einer  Wag^.  (1837.) 

MagneHMeke  Beobaehiungen^  (II  Mittbeilungen  in  den  fieseltateo. 

Astronomischen  Nachrichten  und  Po  gg.  Annaien.) 

äKMigen,    Htiii/enl»erL;  ubfr  (Ii»'  !/ ;i  1  f  Oll  .»che  rheorie.  (1830.): 
Fi8ch»>r  prr^rtiiscbe  Anw  etMUHL:  zur  vnrtbeilliaftM  VtffertigUQg 

liiinstlirher  Mn^rnftr.  flS^Jj!,) 
Gerling  über  die  ru  ue  Kinricbtunu  des  niatheoiatiasb-pbyai- 
caKschen  lostitiits  in  MariMir«?    (1844.)  i 

MmUms.  (^ruadifeseta  Mr  alle  WeebseliHfbmgeti  gthwiiaeber 
Sirgiiis.  ' 

eines  lewblendeii  Pankta  F  auf  eHm  'Paskt  p* 
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A.   Theorie  der  Beilegung  der  HimmeUkurper. 

AMmMm§m^  llbqvisitlo  da  etenentiB  elUptieb  Palladifl  «Kappe- 
«ItioiillNifl  aononin  1603.  im  1M5  ete.  (1810.) 
ObsemtioDM  cometae  «ecnndi  a.  1813  Ib  oliterv.  6«ltiogeM 
faetM  adjectis  nomfallb  adnott  «tc«  (1813.) 
8elb9tamiH9€n  dieser  beideo  AblModlungen  luid  der  Tbeoria  motu«. 
Verschiedene  Äufsäi%e, 

Vorschriften ,  um  aus  der  geocentrischen  Länge  und  Breit« 

eines  Himmelskörpers,  dem  Orte  etc.  (1802.) 
Vereinfachung  der  Rechnung  für  die  geocentriscben  Oerter 
des  Plnnet*»!!.    (ISOl  ) 

Ueber  die  Grenzen  Her  georcntrischeoOerter  d.  Plaoeteo.  (1801) 

Der  Zodiacu8  der  Juno.  (1S05.) 

Summarische  üebersicht  der  tut  Bestimmun«?  der  Bahnen  der 
beiden  neuen  Haujitplaneten  angewandten  Method.  (1809.) 

CJeber  die  T»fei  für  die  Sonnencoordioaten  la  Besiebuof  ttif 
den  Aequator.  (1812.) 

Ueber  die  Rechnung  mit  der  Bark  ersehen  TafeL  (1843.) 

Ueber  die  Limiten  dea  Zodiakas  eines  die  Sonne  nach  Kep* 
I ersehen  Gesetzen  umkreisenden  Himmelskurp.  (1817.) 
Iftekiase»  Exposition  d'une  noovelle  n^tbode  de  calcvler  les  per- 
tnrbations  planätaires  a?ee  Tapplication  an  calcul  des 
pertorbations  dn  monTement  de  Pallas.  —  Pallaatalsln. 

'  •       Cbronologie  and  apbäriaebe  Aatro«o«ie. 

Bersebiinng  des  Osteffestes.  (1800*) 

Berecbanng  des  jädiscben  Osterfestes.  (1807.) 

Nocb  etvras  Aber  die  Bestimninng  des  Osterfestes«  (1807,) 

Metbodos  peealiaris  elevationem  poli  determinandi.  (1808.)  lad 

Selbstanzeige  dieser  Sebrift. 
Ceber  eine  Aufgabe  der  spbiriseben  Astronomie.  (1808.  1809.) 
Neue  Aussicht  sur  Erweiterung  des  Gebiets  der  UimmeUkundt. 

(181.3.) 

Allgemeine  Tafeln  für  Aberration  und  Nutation.  (1808.) 
Ueber  Tafeln  für  die  IMitta^s-Verbesseruog.  (1811.)  — >  RofractioM* 
Tafeln.  (1822.) 

C.  Matbematiscbe  Geographie. 

Bestimmung  des  Breitenunterschied.«  zwischen  deo  Sternwarten 
von  (iiittiri<;eii  und  Altona  durch  Beobachtongen  am 
Kamsdenscheo  Zenitbsector  (1526)  oud  Selbstaozeige 
dieses  Werkes. 


eeogrt^^,  iiube9onder0  über  4ie  hmmmir^tkB  m> 
an^MUnrng  und  die  daöetanffewmdten  imetnimetUe,  (Geo- 
graph. Epbemeitdeii»  AstroD.  Naclir.  etcj 
Mme^em  KriesLebrbacli  der  mathematischen  Geographie.  (1814.) 

Op^^mtlen»  g^dMqse«  et  aatronoiuiqnee  poor  la  laesore  d  od 
are  dtt  parallele  noyeih  (1830l) 

M^raorial  du  deput  genM  de  la  gaarre,  iiaprhad  per  oidve 

do  minUtre.  (im) 

*  * 

Bemerkungen  Über  Sternwarten  und  asir onomische  Instnmente, 
(17  IVlittlicilun^en  in  den  Göttin|];.  pel.  Anzeigen,  der  Zeit- 
ächrilt  von  Lindenau  und  Bobnenberger  und  den 

Astron.  iSachr.) 

jik4^acäUtngen.    ('257  iMittbeilmigen  iir  B«>r!e  $  Jahrb.,  in  der 
Monat.  Corre^p.,  de»  GötUug.  gelehrt  Anzeigeu  und  den 

Asfron.  INaclw. ) 

Aaeeigen  nicht  eigner  Schriften.    (TO  Reeen^ionen  in  deo  Güttin- 
giacfaen  gelehrten  Anzeigen.) 

BAND  m   TüJäOStA  kOTÜS  CO&lfOBUM  COELESTIUM. 

(Wird  erachetnen  sobald  ais  es  ohne  Beeintfichtigung  der  Rechte 
der  Verlagahandlon^  geschehen  katio.) 

Diese  An^5!ral»e  der  Werke  \on  (^auss  wird  in  dem  Format 
der  Abhandiungen  der  KrniirrlKh«  n  GeselUchafl  der  Wissen «^chaf* 
leo  in  Cottinircn  in  4".  im  \  erlajr  der  Königlichen  Geseflschalt  er- 
<:cheinen  und  für  die  Ausstattunc^  in  Beziehung  auf  Papier  uod 
Lellefo  dient  die  ausgegebene  Ankündigung  t»elhst  als  Probe.  . 

Sobald  der  Druck  vollendet  ist,  nird  das  Ganze  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  Vertrieben  tfrerden ;  dncb  wird  fQr  die  Daaer 
Drucks 

EINE  8ÜBSCRIPT1ÜN 

flffffaet»  irelche  durch  einen  sehr  herabgesetzten  Preis  sowohl) 
als  dadurch  y  dass  Suhscription  auf  einzelne  Bände  zugelassen 
«ird,  auch  In  weiterem  Kreisen»  in  welcheh  die  Verbreitung  def 
G  tu  SS  lachen  Werke  wichtig  und  wflnschenswerth  ist,  die  Er- 
werbung derselben  ermöglichen  und  erleichtem  wird. 

Der  8iibs(  riptionsTirei«*  Im  (jaiizen.  w  ie  jedes  einzelnen  Han* 
tl«,  wird  sich  um  Orfe  des  Erscheinens  nach  der  Bogenzahl 
nehten ,  nach  dem  V  erlialtniss .  da$s  er  für  einen  Hand  von  50 
t|)  lio^cn  auf  dem  Papiere  df.«^  autt^egebeuen  Prosportus  4  Tha- 
ler Courant  betragt,  wozu  bei  answjirtitren  Bestellungen  noch  die 
Ports-  und  Kracht- Auslagen  hinzukommen» 

Tkcil  XXXVUI.  13 


An  das  Secretariat  der  Königlichen  Geaeiiscbait  der 
Wisseoscbafteo  za  Göttiogeo. 

11m  *-  V^immAmm^  A^m  ^  ainiwiMMJn  I^JImm^s  Imk 

aotta  mr  «ln«ii  BMid  80  bte  09  Bogmi  «af  6  TUer  Ol 
«te  KMDpItf  ScMb-VeUapapiwr  wf  7  Thaler  Comt  iait- 
«Mtollt 

Oer  Druck  bat  begonnen  und  wird  f*o  beschleunigt  werder 
da88  mindestens  btoDcn  5  Jabrea  die  ernten  aecba  Bände  ersebeK 
nao  werdeo. 

6  Silin  gen  im  Jnnoar  180S. 

Bie  Kömißliehe  Gescüsehafl  der  M^memtekafUm, 


xnr. 

Uebor  die  Bedeutug  md  Anwettdnng  il0r  n  Theii 

XXXVII.  Nr.  IV.  S.  124.  entwickelten  Relationen  in  der 

aiahrtiflciien  C^raetrie. 


fan 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 
an  8nlB  a*  M.  iai  Kiainreicli  Wirlavbarg 


In  Tbl.  XXXVll.  de8  ArcbiTS  S.  1:^4.  hat  der  Herr  Her 
auageber  unter  der  Rubrik  Miscelleii  au^  der  Gleichung 

1)        (tei^c6|)dr-f  (e%— ac|)y  f  (e6^<-da|)s  =  0 

nüttelat  der  Ideutitäieo 
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3)  (6ci — cbi)ai  +  (ütti  — oci)^ + («^i  —  6ai)C|  =0 
die  IMfttioneD : 

4)  —  6%:^ --cAi  tMi^otfi 

sra^ — baeibx — cy  jcar  —  i» 

abgeleitet ,  dber  deren  Bedeutung  und  Anwendung  in  d«r  aaaty- 

tiscWa  (leonietrie  Einiges  gesagt  werden  muge. 

Wir  nehmen  drei  Gerade  im  Räume  an,  M,  JV and  O,  welche 
mit  den  Axen  der  x,  y  und  z  Winkel  bilden,  dereu  Cosinus  den 
Grüsseii  n,  fj,  c\  Oi ,  bi»  Ci ;  .r,  i/,  z  proportional  sind,  so  folgt 
3üs  1),  dass  diese  drei  Geraden  Einer  Fhcne  parallel  sind.  Wenn 
wir  unter  Axe  einer  Ebene  irgend  eine  auf  derselben  senkrechte 
Gerade  verstehen,  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Axeo  der  den  GevadtR  M  und  iV;  M  und 
0;  iVnnd  O  parallelen  Ebenen  mit  den  x^  ff  nnd  s>Azen  bildeot 
bciiehiicb  den  AusdrOeken 

6c|  —  cbi  f   cüi  —  aC| ,   abi  —  boi ; 

4 

proportioDal.  Ferner  ist  der  Cosinus  des  Winkels  zweier  Gera- 
te, die  mit  den  Azen  Winkel  bilden,  deren  Coeiaue  den  Grfte- 
•eo        ^P^y  prefMdienai  «ind,  gtoieb 

abo  aa'  -i-ßß'  -kf^  wenn  beide  Gerade  auf  einander  senk- 
'^''bt  stehen.  Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  1),  das.s  die  Ge- 
rthe O  und  dia  Axe  der  den  Linien  itf  and  iV  parallelen  Ebenen 
»of  flhMiider  aenkredit  atehen  oder,  was  dasaelba  iatV  dnae  die 
LWan  M,  If  mod  O  Einer  Ebene  |larallel  aind. 

Die  Mentltiten  2)  und  3)  bedeuten»  daaa  die  Axe  der  Ebene 
M  tnd  N  aowebl  aenkreeht  atebt  auf  der  Geraden  M;  als  aucb 
mS  If^  welches  der  bekannte  stereometriscbe  Sata  ist:  die  Axe 
€ittr  Ebene  steht  senkrecht  auf  allen  in  derselben  enthaltenen 
Geraden.  Aus  den  Relationen  4)  geht  hervor,  dass  die  Cosinus 
^Winkel,  welche  die  Axen  der  den  Geraden  Mund  iV,  M  und 

N  und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  Coordinateoaxen  bilden» 
uater  atnander  proportional  sind. 

13» 


irelche  auf  der  Rotationsflache  «wischen  den  Punkta; 
i  jta4  B  (def€n  i-Coordio»ten  resf».  durch  a  und  b  bezeichnet 
iJ>  ^tmof^n  werden  kSnneo,  dw  kllrMte  ««t,  wmm  mIb«  Tfr 

o4ot,  mii  MM  YM  wui  ta  «  als  die  «nlikiacis  VaiiaU«  be> 
tnditet,  es  bum 

o 

sein.  Integrirt  man  hier  theilweise»  um  die  DifereMiale  der  Va- 
riAtiooeD  wegzuschaffen,  so  erj^äl^  mao: 

Weil  aber  die  gesuchte  kürzeste  Linie  auf  der  Rotationsflücllii 
liegen  muss,  deren  Gleichune  in  der  Form 

^  s»/(«s.4>y«)  «dar  t^M 

(u  slatt  ^-^^  gsiwtet) 

gegeben  sei,  so  sind  die  Variationen  ^  und  dy  vsWbUgader  Gleich«8|| 

*  '  i 

ipmU»  dardi  Variiraa  das  vwbariaWadwi  exMaa  wM«  eip 
«4«.alM«%..  MrtfnMi.aiia4) 

ia  deichnng  2),  so  wird  dieselbe  jetsi : 

Dft  djer  Aaftags-  vnd  Endpankt  dar  Cnr?«  baatiamt  ganafcsi 
sind»  so  Ist  ds^^dir^ssO,  and  das  aassarballi  dsa  rntegnbal 

ehana  stobaada^filisd  «afashwiodat  voneelb^i  aar  ErfMIaBK  da 
Glatehaai;  ial  .dabdr  nur  noch  nottag,  dax»  dar  Faktor  voa  Ix  aalt 
dam  latagralsaiehaa  Natt  werde,  dasa  also 


■ 
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0)  3r'^-*'§=o 

mL  Die  lolegratioo  dieser  GleicliDOg  gibt  aber  eogleieb: 

mler  e  eine  wlUkflbrIiche  Cooetaote  veretapdeo*  Die  ÜDlce  Seite 
GleichiiDg  7)  eteilt  ddd  bekenstiich  dee  dreieckige  FlicbeD* 
€lii»eiit  VPQ  Tor»  oder,  wenn  mao  dae  tum  Boge»  AP^§ 
tigBb9r%e  Fllcbenetflck  Ä'P'C*  mit  l  beiclebnet»  dae  OlfleM* 
All  Too  i.  latigrirt  man  daher  von  Neoem ,  indem  man  berfldk* 
sidbifgt»  dann  l  mit  «  sngleich  Nnll  nein  maae»  ao  erhilt  man 
«ufJieb: 

Q  ise». 

Diess  ist  aber  der  analytUcbe  Auadrack  des  oben  anageaprocbe* 

neo  Lehrsatzes. 

Deraelbe  Lehraata  gUt  ancb  noch  fSr  die  kteeafte  Linie«  welche  ' 
mf  einer  beliebigen  Qotationafliche  swiechea  awel  aar  Rotationa- 
an  senkrechten  flbenen  ansogen  wird;  denn  diene  Linie  wird 
dsfcb  die  nSmIiche  Oleichvng  5)  heatimmt,  nnr  daaa  jelst  daa  ^ 
ansteihalh  dea  Integralaelcbena  atehende  Glied  nicht  ven  aelbat 
mschwindet»  aondern  wegen  der  Willkübriivbkeit  von  and 
in  zwei  Grenigleichunaen  aerftlltt  welche  snr  Beatfanmang 
der  bei  Inteffration  der  Diflferentialeleiehung  6)  eingehenden  wlU- 
kührlichen  Constanten  dienen^  tür  den  Beweis  unseres  Lehrsatzes 
aber  ohne  weiteren  Belang  sind. 

Aach  inlt  der  Lebrsats  noch  für  die  kfirseste  Linie,  welche 
•if  einer  RotationsflScbe  Ton  einem  gegebenen  Punkt  an  einer 
gsgebenen  Gnrve»  und  ßir  diejenige,  welche  zwischen  zwei  g^ge- 
bmen  Cnrven  gezogen  wird»  indem  diese  beiden  FäUe  die  nim- 
ScheDifferenzlaJglelcbnngQ  liefern »  mid  aich  von  den  vorhergehen- 
^  nur  dorch  die  Beachaffenheit  ihrer  ftr  den  Beweis  des 
Ulfaataei«  nnweaentlldien  Gtensglelcbangen  uoterscheMen. 


Nachschrift  des  Heransg eheri* 

Der  verehrte  Herr  Wrfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hatte 
d««sen  Abdruck  meinem  Ermessen  anheim  tjestellt,  namentlich 
meiner  EntscheidiKia  i'ibf^rlasst'n  ,       der  darin  bewiesene  Satz 
neo  sei  oder  nicht.    Absolut  neu  iht  nun  der  8atz  allerdings  nicht 
UBd  üodet  sifi|k  u.  A«  adion  für  das  Kotatiqns^- lüü^id,  ohne 
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^  «rt<itt""^r*  hpwit«>eti,    in  meiner  Abbaodlanp: ;  ütbei 

vlitt  küt/.e«te  Liuie  zwischen  Ewei  Puakten  auf  einer 
beliebigeo  Flftcbe  0ber  die  Gmodforveln  dar  «pbS- 
roidUchen  TrigoB«metri«^  Thl  XXIL  8.8(1.  Nr.  10)  gast  b 
denelbeo  Wmse,  wi«  «t  tn»  dMü  Hem  TmCmmt  in  Nou  7)  üt- 
lytfaab  umgesprocheo  worden  i.^t.  Nno  bat  ab«r  der  fiorr  Teh 
fasser  den  Sets  fflr  Rotatiousfläcben  überhaupt  beMriesen,  —  vra« 
sich  übrigens  a«ch,  wie  ich  nn<fihf'r  zeigen  werde,  »ehr  leicht 
aus  den  bekannten,  allgemeinen  («Irlchungen  der  geodatischei» 
Linie  ableiten  iSsst,  —  nnd  bat  denselben  zugleich  auf  einen  be- 
merkenswertben  geonietrbcben  Aundruck  gebracht,  uucb  uocb 
•ädere  Bemerkungen  beigefögt;  eoMerdeoi  bietet  die  ven  4m 
Hern  VerlMMr  gegebene  Abldtmg  dnrcb  die  Vatiatieiiifedkmieg 
eis  stfeeknieeigee  Belepiel  Ahr  die  Aeweedeng  dieeee  CeMi 
dar,  ee  des«  leb  gienbe  ved  liefe,  in  desaen  Sinne  gebändelt  n 
beben,  wenn  leb  seinen  Anlbafs  bebe  abdruebee  lassen. 

leb  will  nnn  aocb  seigen»  wie  d«r  Sets  flir  lietBlieesfiiebiB 

Gberbaupt  aus  den  bekannten  ntTgemelnen  (iletcboDgen  der  gea« 

dätiscbeo  I^inie  sebr  telcbt  abgeleitet  werden  kann. 

♦ 

,  In  meiner  vorber  crwibnfen  Ahbanfflnag  SL  IST.  Ne*  ^  bafct 
l4di  ebne  unmittsUMie  Aoweodang  der  Vetiationsrecbrnrag  die  M- 
gniiden  ^^leicbmigen  der  geedltleoben  Cnire  bewiesen: 

dl/ '     -    •  ö,* 

die  GMebH«  dei  Hiebe  bsseiebnet»  nnf  weleber  die  gcuJliiiAi 
Cnrve  geiegen  werden. 

Für  RotationsOftcbeo  ist  niin  in  der  Bexeichnang  dea  üarra 
Verfbssers: 

oder 

»  -  A«*  +  ^)    »  -  /(•») = 0 , 

im  Obigen  alao 
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auf  RotaUamfiächtH 

a  •etogD,  md  folglich,  da  alle  Differentialqaotienten  ?oa  SL  par- 
tialft  Difereotialquoticiiten  sind : 

ay  ^  ^  ay--'Wrw» 

aß 

aiso  bat  man  nach  1)  uomittelbar  die  toigeoden  Csleichangeii : 

*  •  1  «yA«)  0^  +  0^=0, 

urjter  derjeti  die  ,voa  4ma  UeR«  V«i€m«r  g«^^«ae  f^tcbiwg 
die  erste  tat. 

Ums  Jede  der  drei  verateheaden  GieiehirageB  eine  Folge  loe 
Mden  eederen  lel«  tbeniebt  man  «nf  deo  eraten  Bück  ind 
laieleht  »leb  aach  gans  von  ooibot 

M<»i:e  Hör  Herr  Verfasser  hieraus  dio  VOD  mir  Mllieill 
Itewidnete  Aulmerkaamkeit  erkemieiil 


\ 
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M  Lomm€t:  KImfimM»  gßrM^ 


Einfachste  Herleitung  zweier  bekanater  IntegralformelD. 

Von 

Herrn  Ew^f^en  Lommelf 
ProfBMor  in  Sehwys. 


-^r^.fiß),d»,  iv  frelcbem  k  anaad- 

o 

Hch  gTM«,  aber  positiv  gara,  nnd  h  beliebig  posHIv.gedaebt  iit, 
anssaweftheo,  achreibe  man  daMelbe  io  der  Fem: 

and  bemerke»  daae 

ainibr  ^  ' 

Aeindp'* 

Ut  für  jedeo  Werth  von      mit  Ausnahme  der  Warthe 

X^Qt  ^^^9     3]^^  ••••  Mlf  9  •••« 

Fdr  dieee  bat  nan: 

%\uknn  - 

iiinsi9K 

wenu  k  ungerade  iet;  tat  dagegen  k  gerade,  so  hat  mau: 


^±1 


je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Denkt  man  sich  fiaber 
f{sB)  ala  Ordinate  einer  auf  ein  Orthogonal-Coordinatensystem  he- 
aegeoea  Carve  (Taf.  Vit.  Fig.  5.),  und  demnaeb  f{ß)dx  aU  Element 
dea  ven  dieaer  Carve  und  der  Abaeiaaenaze  begreaaten  Flicbeo- 
aticka,  ae  trM  daa  lategral 
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*  atate 


nt  die  Snnaie  deijenigen  Fläebeneleineiite  torätellen ,  weldi^  4eti 
Wertben  x  =  0»  29r,....fi)r  entsprechen  (wenn  A  >  it»,  aber 
<(fi-|-1)ff  gedacht  wird),  jedes  Flächenelenient  noch  niultiplicirt 

sin 

»it  den  svgebGrigeo  Wvriba  des  VaktoM  -i—. — •  bt  b.  B«  A>0, 

iber  <  jr,  80  bleibt  nur  das  Element  fXO).dx  übrig;  ist  ferner 
=  80  stellt  das  Integral  die  Summe  fXO) . dse 4: /{u) .  vor, 
wo  das  ohdTe  oder  das  untere  Zeichen  uenommen  werden  oiiiea, 
je  Dachiif  ni  A  ungerade  oder  ger^e  let.  Läge  aber  h  zwischen 
>T  ond  271,  so  würde  TiTcht  bloss  das  Flächenelement  za  nehmen 
«ein,  welches  der  Ordinate  fin)  unmittelbar  vorausgebt,  sondern 
auch  noch  dasjrnic;e,  welches  ihr  unmittelbar  nachfolgt;  in  die- 
sem Falle  wäre  also  das  Integral  ausgedrückt  durch  die  Summe 
/(Oj.cbr  2f{n).dx.  So  weiter  fortschliessenyd  galangt  «wn,  ireiui 
h  zwischen  nn  und  (n  -1-  1)«  liegt  and  k  ungerade  iat»  an  der 
Qeicbang 

/Ib  si  n  lex  * 
^— .A»).*r  a  UdxmD  +  A«)  1-/1?«)  +  ...4  A»«)). 

we  von  dem  letzten  t>liede  nor  die  Hälfle  genommen  werden  darf» 
weno  k^nn  ist.  Fdr  ein  gerade«  k  dagegen  erbilt  man: 

0 

Ob  den  Fakter  Vtdx  au  beetimmen»  aetee  man  nnd 
ao  ergibt  eich  «aa  beiden  Glelehengen: 


so  daaa  man  aehiieeallcb  die  beiden  Fermeln 

I. 


.         =  Mm)  +  A»)  +  A2»)  +  ....+  A«»)) . 


r 

0 


.  A*) .  «I« = «rtAO)  -  A»)  +  A2»)  - . ...  (-  D"  -A»«)) 

gifanden  hat,  von  denen  die  eratere  flir  ein  nngeradea,  die  leta- 
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I9mm0i: 

tere  für  ein  Ljerailea  k  gilt,  während  in  hei  den  k  »wischen  nn 
und  (n+l)7r  liei^ernl  gedacht  wird;  vsiirti  <la^'e»en  Ä=wrr,  s(t  darl 
in  b«tdeQ  Formeia  vom  letzten  GUede  nur  die  Hälfte  geoonuneD 


Aaf  ebeo  so  eiiiiaGbe  WeUe  UU«t  «eh      Werth  des  integraU 

i  • 

*  sin  ibr 


fSr  ein  iraeodllch  yiMti  A  emitlelo,  weMi  'Mi 

der  Form 


■ihiaHt    Witt  itaM  ^^sO      (ir  «00  WeHlw  wmi 


I 


•ich  «tgibC,  «e  bal  ai»ii; 

ofler.  weil  der  Faktor  hdx,  iedem  aaa  /(;r)  =  l  uimnit,  =|« 
g«tuadea  wird. 


II  /    —-./(»)  «i«  =  i7i./(Ü). 


Dlese  Herleitung  der  Furinein  I.  und  II.  lässt  zugleich  erk 
neo,  ^ass  dieselben  stets  gelten,  so  lan^e  nur  innerhalb  der  Greti- 
zeo  des  Integrals  die  Funktion  ({jk)  nicht  unendlich  wird,  oder 
www,  feile  dieses  deck  etefretee  sollte j  der  Exponeot  dce  Fik- 
tere,  welcher  In  Neeaer  «en       veneMedet»  klehier  Ict  ih  1. 
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Uebef  did  Beugang  des  polaruirten  Liebtes. 
H^rrn  Suge»  L0mm9l^ 


1.  Die  Fornieiiij  w«lube  ich  iik  meineni  Aufsätze:  »»Bei' 
trif«  »ttf  Tbcoritt  dar  BMgong  d««  Lictito"  Im  XÄXVL 
TMIe  des  ArcbWs  &  38S  ft  aar  Bwtab»BBg  d«r  Btogoi^pK 
«ncMooBftea  angaftaben  habe,  nebne«  kein«  Rflcksicbt  mf  die 
PiliilMtieB8verbilf niese  det  einfatrendeii  Sft&Ueo.  Es  soll  nno 
Uer  naich^t  gezeigt  werden ,  wie  dieselbeo  sn  nedificiren  «iedt 
m  fk  polarieirte  SiraUent  so  gelten. 

Wenn  dort  bebanpfet  Wörde,  eio  wom  Elemente  dffdst  der 
teageaden  Oeffnang  ausgehendes  Strahlenbflndel .  welches  mit  daa 
M  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus 
0,  6.  r  «md.  bringe  auf  der  l»a!f»kii<rpliL'fn  Rild/läche  (deren  Ba- 
^km  gieicb  der  Breaoweite  des  Objektivss  ifit),  die  Excorsion 

kMr  (wo  dar  Klraa  wagaa  ^<el— ^aj»«  » 

pMM  warde),  ao  geschah  diess  unter  dt-v  etillaebweigenden  An- 
Bahme,  das.s  die  Kogelweite.  welche  sich  von  einem  Aethertheil- 
cheti  der  Oeffnung  aus  im  isotropen  Aether  ausbreitet,  in  allen 
•kreo  I*unl<ten  die  nrmdicbe  Ho.-schiffonhoit  ;iuf"«;ise,  oder  das« 
die  TOit  jenem  Aethertbeilcben  ausgebenden  Elenientarstrablen 
UisichtJich  ihrer  Lichtwirkungeu  unter  sieb  identisch  «eien.  iSun 
U  eher  Uar,  daoa  bei  geradlinig  polarMiteai  Lieht  «be  eidcba 
MbbaH  dar  Elanaalaf«t»blan  aicbt  atalltndaa  kaaa.  Erfolgen 
Mich  die  Ooefllailonaa  daa  errageadaa  Aathartheilebaaa  In 
«brnr  baatiiMBtia  tiaradaa»  ao  «rardaa  die  SebwingongaricblaBgao 
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SlO     Lammet:  if^er  äie  BtU9m§  dei  pokMittnm  ZMHü; 

■ 

aller  AtttliertbeiiclieD  eines  beliebigen,  von  Jenem  «Mgeheaden 
Elenentnrstrables  parallel  mit  dieser  Geraden  sein;  es  werde» 
daber  nnr  In  jenen  Strablen«  «relcbe  in  der  durch  das  erregende 
Aetherthellchen  senkrecht  »i  seiner  Scbwingungsricbtnng  gelegten 
Ebene  (im  Aeqnater  der  Kugelwelle)  sich  ansbreiten«  die  Oadl- 
lationen  senkrecht  snm  Strahle  erfolgen ;  bei  allen  flbrigen  Strah* 
le«richtangen  sind  die  Schn-ingungen  zum  Strahle  geneigt,  ja  in 
Her  Oscillatronsrichtung  selbst  (in  der  Axe  der  Kucrelwelle)  pflan- 
zen sich  nur  longitudinale  Schwingungen  fort.  Da  nun  bekannt* 
lieh  die  loiigitudinaleit  S(  ingungen ,  auch  wenn  sie  vorhanden 
sind,  üitht  in  die  Erscheinung  treten,  so  wird  sieb  in  den  Polen 
der  Kugelnelle  gar  keine  Lichtental ickelung  ^^eißen,  dieselbe  wird 
aber  zunehmen,  je  mehr  mau  sich  von  den  Polen  entfernt,  und 
endlich  im  Aequator  ihr  Maximum  erreichen,  weil  jede  zum  Strahle 
geneigte  Oscillation  in  eine  transversale  un<l  in  ejne  longitudinale 
Conijjosantc  sich  zerlegen  lässt,  von  denen  die  letztere  für  die 
WabrnehiiiiiriLr  \ cr.sch« indet.  iirzeichr»<*t  nian  daher  mit  g»  den 
Winkel,  welchen  der  nach  a,  Oy  c  gericii(ete  EienientarNtrahl  mit 
der  Oscillationsricbtung  des  ein  lallenden  potarleirten  Lichtes  bil- 
det, so  hängt  die  auf  der  BüdflAche  von  ihm  eraengte  Wivbang 
bloss  Yon  der  transversalen  Eicur«fon 

sin  ip .  Hin  {fi  4-  qa;     r^) .  di^cLc 

ab.  Nimmt  man  alsdann,  um  die  Resultante  aller  hn  Phnhin 
b,  e  der  BildIMche  suaammen wirkenden  Etementamtrablen  m 
erhalten«  das  Doppelintegral  dieses  Ausdrucks  fiber  alle  Pnnkte 
des  Sebiras,  welche  dem  Lichte  den  Durchgang  Teistallen,  lo 
tritt  der  Faktor  sin^,  weil  von  s  und  ^  onabbäsgigjt  vor.  des 
Doppelinlsgralieiehen,  und  folgUch  wird  der  Im  oben  eitirten  Anf- 
sats  nnter  der  Perm 

(wo  der  Küne  wegen 

Jfcoaiqx  •\'rif)dffdM^C  und  JJ'w,m{qx-\Ty)d^fdai^S 

gesetst  Ist)  aufgestellte  Ausdruck  flir  die  Intensität  des  BUdpiml«* 
tes  a>  6,  e  jetzt  nnter  der  Form 

erscheinen.  Wenn  c^ß  .  wie  e«  bei  einem  zur  Schirmebene  senk* 
recht  stehenden  geradlinig  polarisirten  LiehthÜndel  der  Fall  ist, 
die  Oscillationsriciitnng  in  die  Scbirmebene  seihst  WM  und  mÜ 
der  positiven  m-knit  den  Winkel  ^  bildet,  so  ist; 

cos9}  =  acusV '1' ^sinl'« 


'V, 
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Dieser  Faktor  erreicht  mIssb  frSsuten  Werth  I ,  weon  man  bit 
iia  dwcii 

— jMtiiWft  Bild  «if  die  SebirMiMM  iirujicirf,  m  imm  «  md  k 
Ahicwie  wd  Ordinate  «Im  Panktra  der  Bildpvijeklioii  Toistel» 

leit,  so  erkennt  man,  das«  die  von  geradlinig  iiolarisirteiii  Licht 
bfrtorgebrachte  Er^icheinung  mit  der  frAber  unter  Aonabme  völlig 
gl^ifher  FJenipntarstraJtlen  f>rhaltenen  nor  in  piner  dürch  <?!e  Bild- 
iiiiUe  senkrecht  /iir  ()gcillation»«nchtang  gezouerien  Geraden  \oll 
kommen  übereinstimmt:   in  jedem  andern  Punkte  .iber  tr.sclieint 
das  jetzige  Bild  gegen  das  irühere  verduoiielt,  und  znar  um  ho 
■ehr ,  je  weiter  dieser  PantcC  von  der  genannten  Geraden  entfernt 
:  iegt;  alle  diireb  den  Faktor  eio*9)  gleiebetark  beeebttteteii  Punkte 
I  BagMi  demneeb  nnf  geraden  Linien,  welche  inr  OecObllenerieb- 
'  tmg  MpfcrMJbt  elehen. 

Ufire  die  OecUlatlonsricbtnng  der  einfallenden  SfraUea  ein 
M  der  Otdinalennitt»  da»  nndera  Mai  der  Abeeieeenaze  parallel 
sttP  and  ^s€),  and  betradktet  man  In  beiden  Pillen  nnr  die 
krtNilült  der  Abedeeeiiaxe  (dssl^,  eo  erbilt  man  im  enilea  Pälle 
km  Aasdracks 

im  aweHin  dagegen  t 

«eaa  %  de»  tteagaagawinkei  beaeiebnet. 

Aaf  die  ao  eben  entwickelten  Betracbtaagen  geetdiat»  Ter- 
■tbta  batdia  Holtsmana  adtlelst  der  Gitterersebeinirogen  ^ 
imge»  ob  die  Oscillationeii  eines  polarisirten  Strahles  io  die  Pola- 
risatioDsebeue  fallen  oder  senkrecht  zu  derselben  stehen»  direkt 
m  ertsrheiden.  Schwingt  nämlirh  Her  einfallende  Lichtstrahl 
'  parallei  zu  den  Stäben  des  Gitters,  t>u  müssten  die  Spektren  in- 
tensiver erscheinen,  als  iveno  die  ü^cillationen  zn  den  Gitterstä- 
kca  senkrecht  nteheo.  Uoltzmann  und  Stokea  glaubton  aas 
hm  VuiiHuhaa  aaf  Sckwiagungen  kn  Slnaa  der  PeMaaHaaa- 
teaaridiaaeeB  aa  dflrfen»  Blaaalebr  aaf  aelcba  la  aeahracb- 
tm  Blcklaag«  Ole  Dneiehathett  dieeer  Baaallile  erUlit  alek 
UAi  dank  Mgeode  Erwignngen.  Das  mensekllcka  dbaga  ver* 
Mg  ebaa  Oatetackiad  amiaehea  den  kiteaeiigtea  aweler  wk  eki^ 
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tlS     L9mmct:  Ceder  au  tieuffung  ät$  pQtutinrteH  Ucätes* 


andtr  grwueoden  LIclittirhen  erst  dman  mit  Sfeheriieit  zu  gewah- 

59 

reu»  wena  die  LicbtaUrke  der  einen  weniger  betrl^  «U  ^  veo 

der  Lichtstarke  der  aikdern.  Hfttte  man  daher  di€  beiden  za  ver- 
gteieheodeo  Speittrenreihcn  hart  neben  einander,  ro  wffrden  die 

lirillantercn  Spektren  <l»'r  Mitte  in  beiilen  Bildern  votHconmen  gleidl 
hell  eracbeinen»  und  der  Uateracbied  würde  aicb  erat  s« 

59 

heghiMii,  wem»  cea%  kMner  t^ß  ^»  odar  der  Bugungewlahii 

i;rui»ser  al6  7°  geworden  frfire.  Beobachtet  man  aber  die  i>ei- 
d«B  Gittoreraeheinaogen  nicht  gleichzeitig  nehea  «hiaoder,  soadeta 
afioeeaaive«  ao  werden  ate  noch  weiter  hinaea  merhlieh  glekb 
eracheieen;  elp  frappanter  Unterschied  tvfirde  eist  ie^dee  iueaew 
Spektren  austreten,  welche  ihrer  LichfscfiwSche  «re|eeii  achwer  aa 
beobachten  sind.  Die  Unsicherheit  wird  ferner  noch  daditfch  flh 
buht,  dass  die  einfa!l<'n«leT>  Stralilen  durch  die  auf  Glas  ^ezeicb* 
neten  Gitter  noch  zwei  lirechungen  ('[K  hIi  ii.  welche  auf  verschie- 
den gerichtete  Schwingungen  ungleich  wirken. 


^.  2.   Das  natflrliche  Licht  besteht,  nach  der 
Vorstellun«^,  nns  nun  StrahK*  ^mkrcthfcii  Osctilationen,  weliha 

in  unniesjsbnr  Meiner  Zeit  alle  iiiüjiliclifMt  Azimii^e  dun-hlatifen. 
ilicjenicen  O-i  illationen  eines  natörliclien,  zum  i'Schirme  senkrech- 
ten ^trahlenbiindeUt  »eiche  dem  Azimute  ip  angehören,  würden 
im  Punkte  a,  b,  c  des  Reusunsshildes  die  intensit&t 

[1  —  (ocos^  4- 6 sin if •)*]./* 

hervorbnn^rf n  Cm  den  von  allon  Oscillatinneu  des  Strahles  er- 
zeu!?(en  Liehteindrurk  vn  h^sünimen  .  Tnuss  mnn  das  aritlinietiscbe 
Mittel  nehmen  aus  ailm  W  i  rthen  <U's  vorstehi  i  den  Au^idruck*. 
u eiche  derselbe  annimmt,  unbreiid  ^  alle  um  das  unendlich  kleine 
ifi^  ron  einender  verschiedenen  Werthe  von  0  bis  9»  durchläuft. 

De  nee  ^  die  Anaehl  aUer  Aihenfta  ist,  ao  eiglht  M  die 
leteeeltit 

•'*/'"SP-C«ce.^+*-«"*«=^'--^^-^=T^-^- 

0  . 

Dea  Beogongflhfld,  •eichea  ein  natlrliehea  StrehMMeM  taa 
der  eegeeemmenen  BeaeheffaeheH  heieerhtingt,  iat  di'eiaefh  nr 

in  der  Bildmitte,  wo  sich  die  ungebeugten  Strahlen  sammele,  ■!! 
dem  früher  berechneten  identisch ;  alle  tibrigen  Punkte  des  Bil- 
des erschelnon  \\m  so  mehr  i»eschwäi*ht.  j«>  weiter  sie  von  der 
Bildmitte  enüernt  sind,  sn  daaa  die  gidcb  atark  geaebwiclitaB 
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Punkte  in  concentrischen  Kreisen  um  rÜe  BildmUfe  i»<»re?ht  j-itif!: 
am  h'anclr!  des  Bild««  beträgt  die  Licbtstärke  nur  mehr  die  üäifte 
der  Irdbereo. 

Sdito  d«r  Ausdrack  J*  für  sich  aUein  der  firwhcinung  ent- 
sprecbeo,  so  mfisste  man  Lichtstrahlen  annehmen,  deren  Oseil- 

lationen  nicht  bloss  in  einer  zum  Strahle  senkrechten  Ebene,  SOD* 
dm  in  allen  möglicht  ii  Richtungen  des  Raumes  erfolgen,  wobei 
iUrr  nur  die  transversalen  tomponenteo  der  Oscillationen  Licht* 
«urkuog  hervorbringen  Hürden. 

(.  OkgMeb  die  vee  den  Poltriietiene-VcrIiiltDieieo  der 
•fadUDeiides  Sinbleo  heiHihreiiden  Modifilntioiien  des  Beagungs- 
bildes,  so  weit  sie  »eiiigetens  den  brillanteren  Theil  des  Bildet 

betreffen,  der  Wahrnehmung  so  leicht  entgehen,  das«  wohl  in  allen 
Pillen,  wf>  PH  nicht  crrrade  auf  DiskusHion  jener  Modifikationen 
abgesehen  ist,  der  Ausdruck  J*  allein  schon  den  Erscheinungen 
{{eiiügt,  «a  dürfte  doch  eine  Untersuchung  der  Aenderungen,  welche 
.doppeitbrechende  Krystallplatten  im  Beugungsbilde  hervorbringen, 
ildbt  ebee  IfceeteHeehee  Intereeee  eeln.  Die  beugende  Oefimog 
••I  daher  toeh  eiae  einige»  penUel  nr  efüeelien  Aae  geecUif* 
iMeRetlevereclilossen,  and  dieee  werde  ▼ob  dnem  Bfindel  gerad* 
iaig petarisirten  Lichtes,  dessen  Oscillationsrichtung  mit  der  posi- 
tires  jr-Aze  den  Winkel  a  bilde,  senkrecht  getroffen.  Bezeichnet  . 
alsdann  ^  den  Winkel,  welchen  die  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiven a*-Axe  einschliesst,  so  hildet  der  gebeugte  Strahl  a,  b»  e 
mit  der  C^cillationsriebtung  de»i  ordinären  Strahles  einen  Winkel 
dessen  Cosinus  gleich  ist: 

ee8||s-*«ela^  -f  Aceefr, 

Bid  bU  der  OacSlatteDaviclitDBg  dea  eitraordiiiireii  Strablea  eine« 
Wiakel  i^,  flir  deeaen  Ceaiiina  san  bat: 

la  dem  Pankte  b,  c  der  BildflSche  kommen  demnach  zwei 
?<'radlinig  polarislrte  Strahlen  zur  Wirkung,  deren  auf  daa  Auge 
"ttksame  Ezcorsionen  durch  die  üoppeUntegraie 

^maatiHI  irevto,  hi  weiebeo  md  «t  Sefawlebimgec^ell* 
^ailie  Mr  deo  erdlalittD  nnd  edUraefdiofreB  Strebt  beeeiebfieB, 
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0  and  •  aber  btiMick  «tett  y  (a— und  y(f't)tf 

wlluMid  d  die  Dieke  d«r  Platte,  m  und  •  aber  die  Beeaiiuiigt- 
fnotteoten  fiHr  den  eidialree  ead  extraerdlDiren  StraU  aiad.  üb 
die  laleeaHlt  dt«  elll|pliach  pelarieirteii  StraUeti,  welclier  aesdcai 

Zusammenwirkeii  der  Strahlen  Sl  un<!  E  hervorgeht,  kenoeo  zo 
lernen,  bieacbt  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  zweier 
beliebiger  r<»rhtwinkl5i?er  Composanten  desselben  zn  acldlren.  Der 
Winkel  I  aber,  den  die  OsriliHtionsrichtungen  dieser  beiden  StraJi- 
leo  mit  einander  eiaacbiieeseo ,  bat  aeni  Coainua: 

COflf  =  


SeriegC  mn  Jetit  die  fixearabn^  dea  eztraerdhirMi  Sirabtea  b 
avvel  andere,  derea  eine  ailt  de^aalgen  dea  erdfaiirea  Stiaklai 
aaaawaenttilt  aad  deren  andere  eeokreebt  daraofatebt,  alee  tat 

£i)   H^emia— ^)  am  %i  com  ^. //»in  {p-i^t  +  fx+rjf)d^da: 

«nd  ' 

aaeee(e«^i^)ebitaetn|.//iln(p4e-|.9dr^fy)«^jr, 

60  hat  man  statt  der  acbiefwiokligeD  Conpo^aiiten  U  und'  E  jtUt 
die  rechtwinkligen  : 

Ä')     «1  eiii(«-^)abiii  .//Wn  (p  ^  e  ^  9«  ^  r9)dgäx 

•!>  fl^coa(e— t)aioXicee  (.jOTainCp-l-f -|-fr4iy)4r^« 

£')    «tcoa  (o — ^)  mn    »in  |  .y/»in  (f>  +  r  +     + rjf)d$dM, 

Trennt  man ,  zuerst  in  Sl' ,  den  Tbell  p  der  Pbaae,  frelcber  die 
Zeil  i  eathilt»  rea  den  abri|;en«  so  erbtit  «ant 

Ä')  eiD/»(»i ^(«— ^)abxi  .ffco9(o  -f     +  ry) djfd» 

+  H^co«  (« — I/;)  ai n     co»  ^  .//cos  (f  +     +  rjfjdgds) 
+  coaj»  (_ai  «10  (a— ^)4iB  1^  .y)  «in  (0  +  q.r  ^  r  y)  d^dx 

^  «acae  («-^)  ein  Ib.  cwi./ftün  (t  gs-l-fjf)dfdxy. 

Um  das  Quadrat  der  Amplitude  de:*  Strahles  Sl'  zu  erhalten, 
bianebt  man  nnr  die  Quadrat«  der  Faktoren  an  addlren,  mit  wel- 
eben  im  voratebenden  Anednieb  einp  end  efie|i  nultipliciit  er- 
ecbeinea;  ehe  wir  jedoch  dieaa  tlion,  xerlefcen  wir  die  nnler  dea 
Integralseicben  stehenden  Sinns  aad  Ooainne  nochmala»  indem 
wir  den  constanten  Theil  des  Bogena  ven  rariabela  Iwnaaa»  Wir 
erbatlea  fflr  die  b^en  Fairtoren: 
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—     sin  («^  ^)  «n  Ii  sin  0  +  %co«  (tr*^^)«lB  j^eoa {  sia  »V 

!  ain  (a— n  «in  e  -f    «M(cr— '^)ain  jh^^^*  0  •  ^ 

I  Die^e  beiden   Ausdrucke   ^^eljcn,  quadrirt  und  addirt«   OOr  das 
Quadrat  der  Amplitude  den  Ntrables  Sl'z 

49%ll^o(«-^)elM(i^>^)•ill]b•i1>3b<^«M(0-t)]•(^ 

Nimmt  man  mit  dem  Strahl  uro  das  Quadrat  seiner  Ampli- 
■  tti»  so  bsM^nen«  eine  ibolidie  Serlegung  vor,  so  findet  ^man 

£')       cos  (a — ^) sin  jgsio {  (sio p // cos  (r  i     f  t^y)  c(y 

M  dMs  »M  die  Quadrete  folgender  swel  AosdrHelte 

x^cosCo — ^)sin2i|i>>io4'l.Ccos( — Ssinej 

mü 

%^ cos  (a  —  ^)  sin    sin  { .  [ •$ cos  e  -|-  Cain  e] 

zo  addiren  hat ;  man  ^ndet  deniDaeh  fUr  das  Qnadrat  der  AmpU- 
tmle  des  ötraUes  £'): 

W) ,  %*cea^«*iM)s>i>*lb*tn^*(^'l-^< 

Um  nun  schliesslich  die   Intensität  des  elitptiscb  polarisirten 
SkiUes,  welcber  wm  den  ZasanuDeDwiilnD  der  Compeeaeteii  A' 
mi^  W  kerrorgebt,  an  kennen,  branebt  man  oor  nocb  die  gefon- 
I  denen  AapÜtndenqeadrate-so  addireo,  nnd  erbllt: 

4-9n|fl^«la(«-i(>)ess(ff-i(;)sin2i  siu|BCi>s|css(o-f)J.(C*'|><8>), 
^«  nach  Btnflibmng  des  Wertbes  ven  coe{: 

— 2S|aasin  (e  —  ^)  cos  (a — cosji  cos  ^gcos  (o  — 

%,  4  Der  Aaedmck  ewebeint  deneacb  jetet  dereb  einen 
;   FiHir  BiiHnirt,  vrelebea  elneraeita  ven  der  WeKenllnge  nnd 
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.  Oscillationsrichtang  des  einfallenden  Lichtes,  den  optischen  Con- 
stauten  und  der  Dicke  der  Platte,  andererseits  von  der  Lage  der 
gebeugten  Strahlen  gegen  die  optische  Axe  des  Krystalles  ab« 
hängt.  Wir  wollen  nun,  um  die  Diskussion  xu  vereinfachen,  an« 
nehmen,  dass  die  optische  Axe  mit  der  Abscissenaze  des  Bildes 
zosammenfallc ;  wir  haben  dann: 

sintp  =0,  cosV  =  l; 
co8  2i=6,   co8  2s  =  a; 

und  der  Faktor  wird: 

»i*8in*o -|- i4*cos*a 
—  [xa*  cos  *a.ä*-\-%i*  sin    .  6*  +  2«|    sin  a  cos  c  cos  (e  —  e] .  ab]. 
Er  behält  den  nämlichen  Werth: 

«i*ein*o  +  J4*cos*a  —  K* 
für  alle  jene  Punkte  des  Bildes,  welche  sich  in  der  Ellipse 

I)  x^*  cos  *a.a*-^»i*  si  n    .  6*  -f^  2x|  14  sin  a  cos  o  co8(0 — r) .  a6 

projiciren.  Vergleichen  wir  jetzt  diese  Ellipse  mit  der  Babo, 
welche  die  Aethertheilchen  des  ungebeugt  aus  der  Platte  heraus* 
tretenden  elliptisch  polarisirten  Strahles  durchlaufen.  Aus  deo 
Gleichungen  ^ 

2n 

1}  =    sin  a .  sin -j^' (of  —  ^+(0  — l)rf), 
2« 

f  =}t,co8o.8in-^(pe-f  +  (€— l)rf);  » 

welche  die  Excursionen  des  ordinären  und  extraordinären  Strah- 
les nach  ihrem  Durchgang  durch  die  Platte  vorstellen,  erhält  man 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  der  Bahnellipse  in  folgeo- 
der  Gestalt: 

II)  «I  sin*a.£*  +  i4*co8*cf  .1;*  — 2x|»48inirco8oco8(0— f).£ty 

=  X|J4*sin*acoR*asin*(0  —  e). 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  I)  und  II)  reicht  hin,  um  zu 
erkennen,  dass  die  Ellipsen,  welche  unser  Faktor  über  das  Ben* 
gungsbild  ausbreitet,  den  Bahneliipsen  des  direkt  durch- 
gehenden elliptisch  polarisirten  Strahles  ähnlich,  aber 
am  90^  gegen   dieselben  gedreht  sind.     Obgleich  dieser 
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Stti  die  Aenderungen,  welche  der  Paktor  beim  Dickerwerden  der 
PUlto  erfidirt,  ans  den  bekannteih  Aendeniogen  dee  jedeemal 
iMoilireBden  elHptiechf  polarieirten  Stralils  alualeiten  geataltet«  ee 
dirfie  doeb,  lur  Beqveroiicbkelf  dee  Leeere,  eine  mimittelbara 
Dilemicbang  dereelben  hier  am  Pbitse  eein. 


§.  5.    Wenn      sin       ii^cos et  oder  ttja> — ,  li.  h.  wenn  der 

Kl 

oHioire  Strahl  der  Inteneivere  iet,  so  bildet  die  greaee  Aze  der 
Ellipse  L)  mit  der  optischen  Are  der  Kryatallplatte  einen  Win- 
kel p,  welcher  durch  die  Glelcbnng 


"«-Vi 


(«i'ein^—  «i^coe'«)' 


 1  -t-4x|*xa*gin^coa^cae*(o— g) 

"^'^  2a|«ietnacoeecoa(e — e) 

|«febeo  let;  das  AxenverhSltniea  wird 

«  •  2   .        -s«    iTl      («i*sin»«+ji,*cos*«)«  7 

Ä_         '  ^  -9  -4at*«iHiB*i»cos»tfein«(o--e)  < 

^  2xi    8in « cos « ein  (o — e)  ' 

gefoBdea,  wo  das  Voraeichen  stete  eo  gewfthlt  werden  mnes,  daae 

2  positir  wird.  Fflr  cos(o  — r)  =  l,  d.  b.  wenn  rf=-— -  ist,  oder 

wenn  der  Ganganterschied  dee  ordinftren  und  eztraordinXren  Strab- 

ks  eine  ganae  Aniabl  reo  WeUeolSogeo  beträgt,  wird  -^=0; 

die  Ellipsen  gehen  demnach  in  gerade  Linien  fiber,  Rfr*  welche 
sich  unmittelbar  ans  I)  die  Gleichung: 

6  =  --C0tga.a±^;-^ 


hin- 


•  *    -      +  i      ^  » 

Mgibt   LXeat  man  jetat  d  von         an  durch  — j—  •    _  ^ 

2n  I- 1  l 

diueh  hie  — ^  wachsen,  föbrt  man  also  cos(e  — e)  ?on 

]  durch  0  hindurch  zu  ~1  hinäber,  so  durcliläuft  tg9  die  Wertbe 
TOQ  <— -Scotgtt  dnreh  0  hindurch  bis  -f^cotg«,  w&hrend  das 
^UQ? erhältniss ,  anfangt»  Null,  bei  cos(o— e)  =  0  «eineti  grünsten 

Wirth  ^cotg«  erreicht,  um  von  da  bei  cee(o  — 1  wieder 

2w+l  A 

mMlherabauainken.  Im  nftchsten  Intervall ,  von  i£ss— ^ 


bifli  rfs^'^J^^^  durchläuft  die  grosse  Ellipsenaxe  die  nämlicheD 

RiebtiiligeD  in  ungekehrtar  Ordnung,  «• «.  f.  Dl#  Ricbtuag  dir 
groMB  Aze  des  ElIipsensysteAs  Ut  uler  »Heu  Riohte*§n^ 
welche  Im  Mittelpankto  des  Bildes  sicli  lireimi,  diejeniget  weide 
durdi  UDsero  Faktor  das  meiste  Lielit  empftngt;  io  die  Rlcktnn^ 
der  kleinen  Axe  dagegen  lUlt  die  geringste  Erlenchinng.  Wir 
kSnnen  daher  jene  die  „Axe  der  grOssten  Erlenehtung",  diese 
die  „Axe  der  kidnsten  Erlenehtnng**  nennen,  nad  die  ehlges 
Reealtate  wie  felgt  anedrScken :  Wenn  man  die  Dicke  der  Kxj- 
etallpiatte  Xndert,  eo  schwankt  die  Aze  der  grSesten  Erienchtnag 
an  beiden  Seiten  der  optischen  Axe  zwischen  awei  ftnseerslas 
Lagen  hin  vnd  her;  die  Tangente  des  Winhebt  weicht n  dlsM 
Sussereteii  Lagen  mit  der  optischen  Axe  einschlieesen,  ist  deä 

Werthe  ^cetg«  gleich;  derselbe  Werth  gibt»  ßlr  die Mittellige» 

das  AxenverhSltniss  des  Systems  ähnlicher  Ellipsen  an,  deren 
Punkte  durch  «ien  FaUtui  f^leiche  Brleuc  htung  erhalten.  Je  mehr 
sich  die  Axe  der  grös*«ten  Erleuchtung  von  ihrer  Miftella^e  ent- 
fernt, desto  laiiggedehnter  werden  die  Ellip.sen,  um  in  der  Grenz- 
lage endlich  in  gerade  Linien  Oberzugeben,  h- eiche  dieser  Lage 
parallel  sind. 

Da  Lage  und  Axeiiverhältniss  der  Ellipsensysterne  durch  den 
Werth  VOM  cos(o  — e)  bedingt  sind,  und  dieser  Tobinus  ron  der 
Wellenlänge  abhängt,  so  i^t  klar,  dass  tür  die  nämlirhe  Platte 
einer  jeden  Farbe  ein  Ellipseiisystem  von  anderer  Gestalt  ood 
Lage  entspricht. 

«- 

Es  ist  im  V  orhergehenden  angenommen  worden ,  dass  tg«(>  — 

sei;  man  erhennt  aller  leicht  aus  den  gegebenen  Formeln,  dass 

)(_ 

man  lür  tga<—  Dasjenige,  was  in  Bezug  auf  die  optische  Axe 

gesagt  wurde,  jetzt  In  Bezug  auf  die  nur  .optischen  Axe  Senk- 
rechte wiederholen  mflsste. 

ist  dagegen  tga=  — »  d.  h.  sind  die  Osctilationen  des  eia* 

fallenden  Lichtes  so  zur  optischen  Axe  geneigt,  dann  der  erdl* 
aftre  und  der  extraordinäre  Strahl  gleiche  Intenaltiten  erlangettt 
so  hört  das  Hin-  und  Herschwanken  der  Axe  der  grüssten  Er- 
leaehtung  auf,  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  an  eieatider 
senkrechte  unTerfinderliche  Lagen,  welche  *um  4ßß 
gegen  die  optische  Axe  geneigt  sind»  Man  Andel  nimlicb 
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So  Unge  denmaeb  co«(e  — e)  positiv  tot,  swioehoD  ^=^^3^ 

■od  Iis — ^«^^37-^*  bildot  dio  Axe  dof  grUooton  Erlaochtoog 

mit  dor  optischen  Axe  des  Krystalls  den  Winkel  — 45^;  dabei 
wächst  das  Axenverhältnlss  der  Eflipsensysteme  von  seinem  an- 
ländlichen  Nnllwerthe  bis  Ij  während  atso  bei  jenem  ersten  Werth« 
\on  d  die  von  dem  Fatctor  gleichstark  niodificirten  Punkte  in 
gerade  Linien  core'iht  sind,  welche  mit  d<»r  <)j>tis(hen  Axe  einen 
Winkel  von  — 45**  einschliessen,  bilden  bei  dem  zweiten  Werthe 
von  d  die  gleichstark  modificirten  Puokte  concentrische  Kreise  um 
die  Mitte  des  Bildes ;  för  alle  zvrlscheDliegenden  Werthe  von  d 
Iber  oind  oio  in  Ellipoon  gootollt,  doren  Azooverhältnisse  alle 

Werthe  ^on  0  bis  1  durchlauien;  wenn  jetzt,  von  </= — J^'JJ^J 

bio  ifs — ^ — . ^  ^,  cos(o  — e)  nogativ  wird,  «o  fÄllt  dio  Axo 

der  grussten  Erleuchtung  in  dio  Richtung  -|-  45^;  gleichzeitig  nimmt 
das  A3(OBvorhiUoiso  von  1  bis  0  ab,  die  Linien  gloiohor  8chwS- 
chuDg,  anfangs  concentrischo  Kreioo,  gehen  durch  alle  möglichen 
Ellipsen  hindnreb  soletzt  in  gerade  Linien  ift)pr,  welche  unter 
+  49^  lair  optischen  Axe  geneigt  sind.  —  Bootobt  das  einfallendo 
Lieht  an  Toroobloden farbigen  Strahlon»  00  bohalton  dio  Klltpsen- 
tystomo  awar  Air  allo  Farben  die  nimlichp  Lage,  einer  jodon 
Farbe  entspricbt  aber  ein  anderes  Azeitverbliltniao. 

Zum  Schlosse  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam ,  dass  es 
TollknniuM  D  cjleichm'iUii;  ist,  ob  das  elliptiseh  pohrisirte  Licht, 
welches  man  der  Heu^ung  ufiterwirft,  diircti  eine  düppeltbrechende 
Krystall platte  oder  auf  irgend  eine  andere  Art  entstanden  sei; 
immer  wird  der  Faktor,  mit  welchem  der  Ausdruck  zu  modi- 
ficiren  ist,  ein  System  von  Ellipsen  vorstellen,  welche  die  Ge- 
stah  der  Bahnen  der  Aethertbollchon  im  einfallenden  Licht  go> 
treulich  nachabmeo,  aber  am  einen  recbten  Winkel  gegen 
gtdreht  oind. 
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an  .nr,;W..  XVIII. 
'•»Iii » t» 

Ii  «»ij.!    ^otiz  über  den  sphärischen  Excess. 

dem   Ii  eraus  ffeber. 

'    Vorerinnerung  des  Heraosgeber». 

Der  nacliHtehende  Aufsatz  ist  mir  aus  sehr  weiter  Ferne  von 
einem  von  mir  hochgeachteten  Verfasser  zugesandt  u'orden.  In 
dem  den  Aufsatz  begleitenden  Briefe  sagt  der  Herr  Verfasser: 

„  Finden  Sie  in  dieser  Notiz  wirklich  etwas  Interessantes  uud 
der  Veröffentlichung  Werthes,  so  wird  es'  zu  meiner  Ehre  gerei- 
chen, wenn  Sie  dieselbe  in  irgend  einem  der  nächsten  Hefte 
Ihres  geschätzten  Archives  aufnehmen." 

Hiemit  war  es  mir  also  freigestellt,  den  Aufsatz  aufzunehmen 
oder  zurückzulegen.  Ich  würde  den  Aufsatx  nicht  aufgenom- 
men haben,  tveil  die  Darstellung  nach  meiner  Meinung  in  einem 
sehr  wesentlichen  Punkte  mangelhaft  ist,  welche  ohne  Ergänzung 
ihn  zur  Aufnahme  ungeeignet  macht,  worüber  ich  nachher  das 
Weitere  bemerken  werde.  Auf  der  anderen  Seite  aber  linde  ich 
in  dem  Aufsatze  manches  Interessante  und  der  Veröffentlichung 
VVerthe,  wohin  ich  namentlich  die,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch 

nicht  angewandte  Zerlegung  von  sin  ^  in  zwei  Factoren,  welche« 

nach  meiner  Meinung  in  diesem  Aufsatze  der  Hauptpunkt  ist, 
wodurch  die  Darstellung  vorzugsweise  vereinfacht  wird ,  rechne. 
Aus  diesem  Grunde  lasse  ich  den  Aufsatz  im  Folgenden 
abdrucken,  .-iber  ohne  den  Herrn  Verfasser  zu  nennen,  weil 
ich  es  mir  nie  erlaubt  habe  und  auch  fernerhin  nicht  erlauben 
werde,  von  mir  aufgenommene  Aufsatze  genannter  Verfar^ser  mit 
einer  Kritik  von  meiner  Seite  zu  begleiten.  Sollte  aber  in  die- 
sem Falle  der  Herr  Verfasser  die  Nennung  seines  Namens  wuo- 
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a/Am  oder  ib^rbattpt  niebt  alt  omIimii  AvaUteii  ik«r  ieliimi 
Aolfati  sich  einverttanden  erfclftren  kSnnen,  so  bitte  ich  densel* 

ben  nor,  mir  Havon  gutic^stso  bald  nis  möglich  Anzeige  zu  machen, 
ond  soll  «iaiui  uitge^ämut  <lie  ertorderliche  Notiz  in  dem  Archive 
folgen.  In  einer  Nachschrift  werde  ich  zeigen»  wie  ich  mir  die 
Darstellung  zu  ergänzen  erlauben  würde,  wodurch  aber  dem 
(irundgedanken ,  der  dem  Herrn  Verfasser  (»anz  allein  gehört,  sein 
Werth  in  keiner  Weise  geschmälert  werden  soll.  Ob  übrigens 
ein  Sh/iliches  Verfahren  nicht  vielleicht  8ch(m  früher  angewandt 
Vierden  ist,  worauf  es  aber  zunächst  nicht  besonders  ankommt, 
datier  Gegenstand  gewiss  an  sich  für  viele  T/eser  lehrreich,  in- 
(wssafit  \\\\<\  neu  ist,  kann  ich,  wie  schon  erinnert,  mit  völliger 
BHtimmtheit  uicbt  sagen,  ich  lasae  nun  den  Aulaatz  aeibat  folgen. 


Notiz  über  den  sphärischeii  Excess. 

Ea  giebt  bebenntKeb  mehrere  AuedrOcke  lUr  den  apbiriaeben 
Czeeas       von  welchen  der  Lhuilier'ache  der  eleganteste  int, 

oänilicb : 

taag  i£  =  Y  tang  — j —  taog  — j —  tang  — j —  tang  — =-j  

Za  dieser  Formel  führen  verschiedene  Wege;  einer  der  einfach- 
sten und  am  Leichteaten  im  Gedäcbtnias  so  behaltenden  scheint 
mir  folgender  an  aein- 

Beseicbnen  a,  6»  c  die  Seiten,  A,  C  die  Wiokel  eines 
«pbiriscben  Dreiecks «  bedeutet  ferner  2|i  die  Summe  der  drei 
SiritsD,  2P  die  der  drei  Wiekel,  so  gelten  die  lieknnnten  spbft- 
fucb^tfigonometriscben  Formeln  t 

(1) 

.   a^a/        €08  P  cos  (P— 3)         ,    ^^a/        C08  PüOS(P—B) 

«DJ-Y         sinÄsinC'  '   ""J-'lf  iiü4sinC~' 

»   

.  e_4A    cos  Pees 
smj^  Y         sin il sin ^ 

£•  folgt  daraus  durch  Multiplication : 

.  a  .  6  .  c        cosP  V -co8/'cos(P~^)cos(P— Ä)cos(P— C) 

üÄin  5  sin  5=  r-7i  ^ — ; — '  ,   p  i  : 

«23       smC  sinilsinB 

cosP  sine 

 r"iiire* 
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2Sfi         Brunen:  N9tt%  üHr  dm  apMMei^  Bgeeu, 

Oer  «ffeiibeh«  Emern»  kik  aber 

£= J  4.  ^  +  C—  I80«»=2P— 180», 

JE  E 

a  6 

sin-g-  =s  —  fiiov 

9  c 

 2  2  V  8inj»ain(y~Q)  sin  (p~6)siD(p-^c) 

*  ^        c    *  ainaBiuä  ' 

€08  g 

also  endlieh: 


.  £  _     ein peia  (p  —  a)  eie  (p — 6)  sin  (p — c) 

a  "  ,  a      Ä  <? 


Der  Auadruck  rechts  kann  in  zwei  Faktoren  zerleg;!  werden, 
80  dass: 

(3) 


8in^  am  ^  ^   ain        ain  ^^"j^ 

6  c 
ceageaagcos.^ 


«  p— >a  p— 6  p — c 
C08 ^ coa ^"2"        2~ 2 


a     6  e 
coagco8  2co8  2 

von  welchen  der  eine  ^ain^  und  der  andere  scoa^-  sein  wird, 

wenn  ea  aachgevrieaen  werden  kann,  daaa  die  Summe  ihrer  Qua* 
drate  sl  iat»  d.  i. 

(•4) 

.  p  .  p  —  o  ,  p-f)  .  C  p  p  —  a  p^b  /»— f 
am  j am sin        am --g—  -|-  coa  2 cos  — cos ^-j-  cos  — 

a     b  e 
ascoa^eoajcaaj* 


uiyiii^ed  by  Google 


Werden  die  Frndukte  der  Siwiie  und  Coswaue  durdl  Swameo 
«netzt,  so  ergiebt  «ich: 

I 

[COSg  — C<»»(f>  — ^J[CQ»— I  CO«(|»  


+[«••5+  «•»(p—  5)1      -f-+c<Hi(p — |-)j=s4«o«  |«M|eos|i 

wd  nacb  Ausfiiiiniiig  der  Reohoiiogaii : 

a      6— '  ,       .       <K      .       ^  +  ^>k    a      "  * 

Werden  hierin  \\teder  die  Produkte  durch  iSuoimen  ausgedrückt« 
10  gelangt  man  zu  der  elegauteu  Formel: 

(Ö) 

.     «     6  c 

«rdcbe,  m  »m  «idi  ieiebt  ihsneagM  kann,  «Im  Identitit 
4aii«eUt. 

Man  galaimt  naeb  sa  aiaar  Idaalftit,  waan  naa  ia  dar  7a^ 
Mitia  Gtalcbaait  Mr  p  aalaaa  Wertk  aehralbt,  a|adaoa  wird: 


Ca  fblgl  aaa  dataaa,  daaa  die  raMara»»  Ia  waiaba  dar  Aw« 

E 

Itack  filr  sin  ^  zerl^t  worde,  wittildi  dan  8lnaa  aad  Caaliraa  m 
S 

jdantailatt,  daaa  aiaa: 
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woraus  folgt: 

Helches  die  L huilier'sche  Formel  ist 


Nachschrift  des  Heraasgebers. 

Wie  ich  schon  erwihnt  habe,  ist  der  Hauptpunkt,  auf  den 
es  in  der  obigen  Darstellung  vorzugsweise  ankommt,  und  durch 
welchen  die  Einfachheit  des  Beweises  hauptsächlich  bedingt  wird, 
die  Zerlegung  von : 

.  E      V^sinpsin(p  — a)8in(p— 6)6in(p  — c) 

2  -         ;    ä    6  c  

z  cos  cf  cos  2  cos  2" 
in  zwei  Factoren,  wodurch  sich  der  Ausdruck: 


•  P  •  p  —  n  .  p  —  f>  .  p — e 
sin^sin  — ^ — sin    ^  *"*^Y~ 


a      b  c 

cos  ^  cos  CyCOS^2 


p      p  —  a      p  —  6      p  —  c 
cos  ^  cos  ^-"2"  cos  2 

ö      b  c 
cos  2  cos  ^  cos  ^ 

ergiebt.    Auch  ist  es  ganz  richtig,  wenn  der  Herr  Verfasser  sagt: 

E 

„der  eine  dieser  beiden  Factoren  wird  =  sin  7-  und  der  andere 

4 

=  co8j  sein,   wenn  es  nachgewiesen  werden  kann,  dass  die 

Summe  ihrer  Quadrate  =1  ist."    Letzteres  beweist  der  Herr 

Verfasser  auch  ganz  richfig.    Wenn  nun  aber  am  Ende,  nachdem 

dies  bewiesen,  ohne  Weiteres  der  erste  der  beiden  Factoren 

E  E 
=  sin-j,  der  zweite  =co8^  gesetzt  wird;   so  ist  dazu  nach 

meiner  Meinung  in  der  That  gar  kein  unmittelbarer  («rund,  — 
wenigstens  nach  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers,  —  vor- 
handen, indem  man  eben  so  gut  den  ersten  der  beiden  Factoren 

E  E 
:=cos|-,  den  zweiten  =8in-|  hätte  setzen  können.    In  diesem 


k 
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Punkte  i«t"also  nach  meiner  Mernurij?  die  Darstellung  mangelhaft, 
und  darin  liegt  dir  (iruiui,  weicher  rnich  bestimmt  haben  wflrde, 
den  Aufsftts  nicht  aufzunehmen»  wenn  mir  derselbe  nicht  auf 
der  anderen  Seite  doch  manches  Interessante  und  der  Mittbeilung 
W«rdbe  sn  eDtbalteo  g«iehienen  bfttte.  leb  will  nun  zeigen,  wie 
Mck  BNiiMr  Melming  die  DantoOmg  Temllttliidigt  und  vielltielit 
bb  wmd  wieder  noch  etifAs  eleganter  gemadbt  werden  kann,  nnf 
«elchee  Letntere  ich» aber  keinen  beeoaderen  Vertli  lege,  indeai 
eben  so  gut  die  Metbede  des  Mena  TerfaBieü  kitte  beibebal» 
km  werden  kAaaea. 

Weil  £sJ-|-B4Cr-180*,  alao  kE^^A-^B-I^O^W 
uH,  ao  iat: 

•ad  feiglieh  i 

eoaiBsstlinUA^B) cos i C  -|-  cos i(A  -f-  ^  sin |t\ 
«ipi£  =zua^Ai^B)8inkC^co»HA-^B)cMkCi 
vih  de«  Gaaaa'acben  Gleiehottgen  Iat  aber: 

ceaKii'f  J)eeeie»eoa^a  -|-  6)aiBiC| 


coai(g  -  6)  cos  kC*  +  cos  i(o  -^  ö)  ulnjC^ 
 • 

.  lcea^(e-6)«-eosi(aH^  6>|aiB4Ccoe^C. 

*  -"nie  * 


MfjU,  fvle  nan  aegleieb  «beraieht! 


--p  _  cos|afcos^6 -f  sin ^asin^cosC 

cosic  * 

_  8iniaii»itif6sinC 
.  =  5 

ihtr  bekanntlich^  wenn  wie gewfihaHch  «sM^-fH«)  geaetstwlrd*): 


anC—  :; —    ein  . 

aineMÄS    '  aiaeainft  ' 


^  Der  Hsrr  VeriMser  scbreibl  p  statt  s,  webdiet  Letiler«  nir  ge- 


Grunert:  Aoti%  uöer  äen  »pAäriscUeM  Exceu. 

also,  ivena  loao  zugleich 

siD«  sind    48iD  iasiD  16  cosi«  €M  )6 

setzt : 

CO0f  £f  SS  .  ,  , 

4  cos  in  coli  ^  CO«  4c 

.  -  jj,  V" slniaiii    —  g)  sin  (* —  b)^u\  (i — c)  , 

2co«iacos^co84<?  * 

folglich,  weil  bekanntlich 

4eo8la^co8|6*  =  (1  -f  cosa)  (1  f  cos  6) 


tot: 


1).  . 


-j,  1  f  cos  a -f  cos6 C08C 


.  V  »in-ysin      a)win(f-6)sln(f— c) 

*  2  cos^a  coa  46  coa 


NuD  setze  niaD  der  Kfirze  wegen : 

i  aT cos4fcoai(f— g)  coei(5— 6) coai(fr-c) 
T  '^''Y  cos  i<i  €00^6  cos  ^ 


sio  4i  sin  \{s  ~  q)  t^in  Ijs  —  6j  »in     —  c)  , 
^  Gosiacosi^cosic?  * 

so  ist  MuA  der  sweiteo  der  Gleiehunge»  l)-offenlHur; 

3)  sill|£=:2M. 

Leicht  erhSit  IDSD  aber  am  2)  nach  «ehr  bekannten  goniome* 
trischen  Formeln: 

4       ^  cos  Ja  cos  )6  CM  ic 

s   1  cos  ia  4-  cos  (s  -  4«)  H  cos  K6 — c)  f  cos  [a — «6  -|-  c) J  | 

i  I  coß     —  CO»  («  —  4a)  U  cos     — c)  ~  cos  [t — 1(6  +  c)]  l , 

oder: 

4  («*  dL  t>*)  cos  4a  cos  46  cos  4c 
=    I  cos4a  -I-  cos4(6  *f  c)  H  cos4(6  —  c)  4-  cos4ar  | 
i  { C08  ia  —  cüfii  i(6  +  c)  n  cos  4(6  —  c) — i'os  4«  I ; 
sisoy  wenn  mii  die  Moltiplicationen  snsfttbrt: 
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2  (m*  -f  P*)  cos  ia  cos  ^Jb  cot  s  cot«  |a  t  eos  i<6  —  c)  -f-  cos  1(6  -f  c) ) , 
2(ai* — «*)  CMlacosi^  co«le  =  cos  ia*  -f-  co«i(6 — c)coii(6  -f  ^) ; 

aUo  nach  sehr  bekannten  Porineln: 

(■* ib*)  CM  In  COS  (6  cos  |c  =:  co§  Ja  CO«  16  0M|e, 
4(t^-<«^  0D8|a  eos  |Ä  CO«  4c  =  1 4- CO*  a -l- 00«  6 -1»  cot  e ; 

abo: 

.     -     _      ^     ^     1 +co«fl  +  cosft  +  cosc 

•i*-ft>*  =  l.  ir — IT» — 3  j  TT — , — ; 

4  cos    coa    cos  |c 

mA  folglicli  oach  1) : 

4)  +  n«— ©«scosli;. 

Dorcb  Addition  und  Sabtrsction  dioser  beidsn  GMebungsn 
«rbih  man :  - 

3t|t  s  1  ^  cos     =  2  cos  {  £2 , 
1  —  cos  iE  =  2  sin  ; 

■ 

=  co8}£*,  9*  =  sin 
anil  folglich t  «roil  cos|iE  und  sio^i:«'  offenbar  beide  positiv  sind: 

5)  «  =  cos  iE,   V  —  sin  iE  \ 

Mglkh  nach  2): 


,^_4r  cost>cosi(f— fl)co8K<  — 6)C0S|(S'— c) 
cos^       Y  cos  1«  cos  |6  cos  4c 

,  ^ aT sip^join^U  —  ")  1(* ^) aipys— c) 
™*        f  cos^acosi^  cosic 


das  durch  Division : 

7)  bio9i£=  VtaDg|«taofrKt^)t«n«4<s-*4)tsDgMf«-e), 

«tkbes  dis  sa  bswoisaode,  von  L b a i  Her  *)  galnndena  Formel  ist 
Etwa  anf  diese  Weise  mass  der  Beweis  vervoilstSndigt  werden. 

Da««  cos\E  wfKi  »xniE  beide  positiv  sind,  wie  oben  behaiip- 
wurde,  erhellet  leiclit.    Denn  es  ist  hekaiiiitlich  k<»in  Winkel 
<ie«  «phärischen  Dreiecks  grösser  als  ibÜ",  also : 


^  Aof  des  Titels  der  versrhiedcnen  Werbe  «üete«  Ireffliebes  IHii- 
AsmUken  Ut  der  Käme  theil«  Lho iiier  (Algebra),  tbeile  L'Hni' 
lt«r  (Bipoatlio  elemeaCsrie)  getchrieben. 


228 


Grunerl:   Kürteste  Entfernung  %weier  Normalen 


und  folglich 

i4  +  Ä+C— 180<»<360«, 

also  £<360°,  i£<90^,  woraus  das  Behauptete  unmittelbar  folgt. 

Möge  der  Herr  Verfasser  aus  vorstehenden  Bemerkungen  di« 
von  mir  seinem  Aufsatze  gewidmete  Aufmerksamkeit  erkennen. 
Sein  Name  soll,  wie  schon  erinnert,  sogleich  genannt  werden, 
wenn  er  mir  seinen  Wunsch,  dass  dies  geschehe,  zu  erkennen  giebt. 


Kurzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines  Ellipsoids 

?oo  einander. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  swei  gerade  Linien  im  Räume  durch  die  Gleichangen: 

cosoo     cos^o      cos/o'     cosO|      cosßi  COS/i 

charakterisirt  sind,  deren  kürzeste  Entfernung  von  einander  durch 
Eqi  bezeichnet,  und 

cos  Woi  =  cos  Oq  cos  Ol  -|-  cos  ßo  cos  ßi  -|-  cos  Yo  coa  yi 

geseilt  wird ;  so  ist  *) : 

(oo  —  o, )  (co8  ßo  cos  y,  —  cos  Yq  co»  ßi) 
+  (6o  —  6i)(cosy„cosa|  — cosooCosyi) 
p  [  -{-(cq —  C|) (cos gp cos i3, —cos cos Ct)  ' 

ii^if^r  ' 


•)  M.      Tbl.  XX \V.  S.  5.  Nr.  14). 
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wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  antere  Zeichen  nimmt» 
jenachcieni  die  (ifisäe  auf  der  rechten  Seite  des  üileieiilieitaMl* 
cbeoü  positiv  oder  negativ  ist. 

Sind  DUO  (sCf^o^ii  uod  (j^i^iSi)  swei  beliebige  P^kte  des 
durch  die  Gleicfaong 

dwefctetleifteB  BUipMide,     M  belwiiiitnck: 

^0         .Vo         «0    '       «k  »  H 

a«  ?  i?         P  c* 

die  Gieichangeii  der  diesen  PankteD  ratapreebendeii  Normalen  des 
Ellipsoids;  und  wir  kunnen  also,  wenn  Gq,  gewisse  Facto» 
lea  bflBeicbseBj  für  diese  beideo  Mornislep  respective: 


cos«,  =  G|^*  cos/J4  =  6V^i.  cosy,=<;,^ 
AIm  ist  kam&t  in  den  oUiRtii  Bflaeicbavngttii 

Mglleb: 

»»D  wir  uns,  was  ofeebar  veistattet  ist,  den  Wiokel  fF«  s«ri- 
0  and  180^  mgeiioaneii  deokea,  ood« 


cos|^eoa/t— cosj^cos/?!  =  Gaft  ^^^Jr^ » 
ess  y^cos  «1  —  cos  o^coayi  =  G|»Cri  ^^jyi^  • 

d»  aaeb  dem  Obigen: 
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Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  offenbar: 

1  1 

^o*  =  ZTT»  \>  \t »    C,  •  = 


also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorstehende  Formel  einfuhrt: 
oder  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze : 

(xo-xir  ^t<.i — +(yo-yi) — — -f(*o-Si)  — 

natfirlich  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenarh- 
dem  die  GrSsse  auf  der  rechten  >Seite  des  Gleichheitszeichens 
positiv  oder  negativ  ist.  Man  kann  diese  Formel  auch  auf  fol- 
gende Art  schreiben : 

!ö*(j^o— *i)  (yo'i  -  hiHx)  +  *'(yo— yi) (»o^i  — ^o»i)  / 

V  I «•(.Vor,  -loyi) I'  + 1 6«(zoXi— jTo^i)  '*+ 1  <?*(xoy,— y^x,):« 
Weil,  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt: 

(«0—^1 )  (yoii  —  «oyi )  +  (yo — yi )  (»o^ri  —Soh )  +  (t©— «i )  (^oSx  —yo^i ) 

=  0 

ist,   so  kann  man  off^enbar  setaen: 

E  —  ^  (^*~^')  (yi  — yp)  (mwti  —^0^1 )  ^^  -£*j  ('L~'j>li-^oyi  — yo^i ) 

°*  V^fl«  ( yo*i  —  2oyi  )*  +  ff*  (xo^i  —  J^o M  )*  f  <^(aroyi  — yoX,)«  * 


oder  der  Kurze  wegen : 


^1  —  jk 


wo  die  Bedeutung  von  Z  und  iV  sogleich  von  selbst  erhellen  «rird. 
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m 


—  *o«i  =  %<^— -*») 

\  *     •  •  ' 

•6«      ^        ^    b    \    a      €        t  ü/ 

J"*  —    ,Ai--»o        yi— yo  «oV 

*    \     a      '  e        e     '  n ) 
vrena 

•  .   I.  . 

^      K   f   .  1^  .      6  .uc/ 


J'i  •» 


I  • 


gtMUt  wird : 


i  S«t»t  uaii  nun  ajbe^:  "  .  ^    .  '      .  f^' 

15* 
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und 

so  Ut  offenbar: 

woraus  erhellet,  das«  die  GrSsse        in  Bezug  auf  die  GrSssM 

I  — -«f    I  «»  1  — I —  »   

eine  GrOsse  der  zweiten  Ordnung  ist,  welches  nachzuweisen  der 
Hauptzweck  dieses  Aufsatzes  war. 

Man  kann  auch 

^  b     \c   a       a  cj 


und 


V«/   \c    a      a  c/ 


oder 


jv'.^./'fo  yi  _yo . ^iV  +  /^yo . it  _  ?o  y^y        £,_^o.  ^y 

\a    b      b    aj      \b    c     c    b /    ^  \c    a      a  ej 

_ (,  ^ ^  f«»  3 . äV _«r ji 

^      a*'\c    a      a    cJ      ^      a*'\ab  baß 
oder,  weil 
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2da 


Füi  dM  RoUitioM-EUipaoid  Ut  a=:6  h  «etsen,  ako: 
Mit  aftn  id  diecen  Falte 

»0  16t 


99d 


a    a      a  a 
ferner  offeDbar 


also: 


•  ^  *  yf  i  l^Uini9omi?|+co8(L|-Lo)co8iraCosB|}^  ]  ' 
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Düikl  man  sicKy^iii  dphärbcbfc  Dvaieck  liMehfiebwi«  in  .«tl- 
chett  die  Seiteo  9(F^Ao»  W  — ^  «itieii  von  dem 'abaalMtB 
Werllie  von  — geroeaeenen  Winkel  eloacblleaaeo«  and  be- 
xeicbnet  die  )drUie 'SeÜe  dieaea  s^bSiitfcheo  Di^iaeba  doieli  lu,. 

ao  iat  ■ 

eaaX^  =s    coa  (90^-41?,)  aoa(f)p^—A) 

^  *  e«aZ^i  ±:a!rt^aiii£f,  -f  bo($(Xi— £^)coaifoteaBi. 
nndi  fotgMcb  nacb  dem  Obigeo: 

9(l-ä)«'»<^  ~i;tt)«tii«i>i-A>>coaK^+Jüeaa«paaaak 

T~*   "  €«    * 

Für  das  allgemeine  dreiaiige  £Ui|i8oi(i  kann  mau  bekanuüiek 
in  ahn  lieber  Wei8t| 

jr=aeoa£coaB>  y&6am£coaB»  2=€aio9 

setzen,  wd  dann  freilich  die  Formein  Heitlaufiger  ausfiillen.  wes- 
halb wir  dar  KOrxe  wegaa  iiua  darüber  jetat  nkbl  weiter  verbrei- 
tea  woUeo. 

Leiebt  kann  man  nun  ancb  Aeadriicke  fflr  die  Coordinatea  dar 
'Ponkte  der  ^firseaten  IfiVitfernang  finden,  die  wir,  wie  in  dem 
▲ofaatae  ThIlXXXV.  Nr.  I.,  auf  den  wir  noa  hier  fiberbmpt  be- 
atehen,  durch  jtoi,  ^oi*  ^oi        ^ie>  Viq»  ^lo  beaeiebneo  wellte. 

Zunäch<it  findet  man  leicht: 

i^i  —  iBoXcoai^  — »eoa«!  eoa  W^) 


uiyui^ed  by  Google 


Die  (*leicbungeA  del-  Befgfcn»B»<li>»fa  dM  BIHpaoids  i»  dm 


Wteichiieo  wir  also  die  von  den  Mittelpunkte  des  £liip8oid«  oder 

♦fem  AnfaiiL'f»  f'lpr  roorfüriaten  aof  die  in  Rede  istebeiiden  Berüb- 
":n«7^ehptiei)  gefällu-n  Perpendikel  durch  /'«i  und  P|»      Ut  Daeh« 
>i«a  Leiiren  der  aoalytiMben  Geometrie: 


•In  iMcb  den  Obigen: 

BeaeichMo  wir  iWnier  die  auf  die  BerUbrnniieebeMii  in  (cTof «fo) 
■■d  (jeif|2|)  respective  von  (jP||hsJ  «"^  (arnyoXo)  geOlllten  Per- 
pcndSbel  dorcb  C^«  ood  ^| ;  eo  iet  oeeb  den  Lehren  der  soalsrr 


Digitized  by  Google 


uder 


and 


Nun  iat  aber: 

folglich  dies«  letztere  Grosse  positiv,  und  daher: 

also  offenbar  auch  die  Grösse 

positiv.   Folglieb  ist  naeb  dem  Obigen: 

und 


I 


1    f^^i  xfsi!^ 

Laasen  wir  ,  was  offenbar  verstattet  Lst,  die  Wiokel  a^,  ßo, 

mA  4«n  ioMtras  towaie  d«i  BlUpaoMs  hUm  «»hMiien  TIi«Omi 
NotomImi  entopradiea,  «e  Iii,  «tie  Ich  In  *l%i.XXXVL  8.88. 
Rr.  8)  ffOMigt  habe: 


alt0  Mcb  dtm  OUg«o: 

«4  hnMmvt  wn  w^t  <len  vwii  de*  In  Reile  ntolmdeB  Tbdlia 
im  hMm  NorniaJm  ring— chlMn wn ,  J80*  ntebt  übentnlgcodiB 
WfaM,  no  Int 

coä  tooi  =  COM  tto  C08  a|  -f-  con  /So  cos  ßi-^co»    cos  yi , 
alM  nach  Vontniiendnn : 


2S8         Gruner t:   Kilr%ette  Enlfernnng  %we1er  Snr malen 
folglich : 

Hiernach  int  nun  nach  dem  Obigen : 

(«i  — Xq)  (cos  «0  —  cosaj  CO«  Wqi) 

+  (yi  —  yo)     iJü — cos  /3i  CO«  if 

+  (*i  —  h)  (co»  y©  —  CO»  yi  CO«  W^oi ) 
Q 

=  —  <»0  pTp-  Co  +  ^1  COS ITo, ) 

und 

(ar© — Xi)  (co8  Ol  —  CO«  «o  co«  Wqi  ) 

+  (lo  —  2i)  (cos  71  —  COS/oCO«  IFol) 
Q 

=  —  Cr'l  ^pT  (P|  +  A>o  cos  IC,„  ). 

Folglich  ist  nach  Tbl.  XXXV.  8.  4.  Nr.  8)  in  der  dort  gebrauchten 
Bexeichnung: 

Q\      Po  +  COStOpi 
*PoPi  '  «intcoi* 


Gqi  =  —  Go 


g.    _       ^      Qo      ^1    f  PpCOStOpi 

Nach  ThI.  XXXV.  8.  2.  und  8.  3.  Nr.  5)  und  Nr.  6)  i«t  aber: 

.r^i  —  *n  +  Gui  cos     .    ^oi  =     +  ^'oi  «^"s     .    ^oi  =  -o  f  <»oi  co«y, 
und 

^10  =  ^1 +  Ö,o CO» o,,  .yio  =  yi  +  ^^ioC08/J, ,  Zio=2i  +  ^'locotiy, : 
also : 

*oi  =  «»^o  +  6o  ,  yoi  =  yo  +  I  ^n|j.  to,  =  2«  -f  G., ,  G.,^ 
und 
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3f,  ^         *•    ^o'*!  *  ' 


-       '  •       sin         ^  ' 

jf.  '    P,  sin«,.,* 

P,g,  P,  4P., comp,, 

Man  Wirde  aus  diesen  iiieildvflniigsii  AosilrielMii  aoeb  ver* 
•diiedene  ander»  Aoadrfieka  aUcItaa  kBavan,  trabel  leb  jetet  aber 
■lebt  iäi^r  verwelIeD  will. 

Baaiaig  will  ieh  nv  neeb  anf  den  fdgMiaaB  Sali  anAnarb- 
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244)  Ornneri:  M'iirzeHe  Kmi/em.  weter  Sonmai.  ein  EUip».  v.  einmd. 

(^oyo«o).  (^lyi^i).  (^«yi*») 

oder  Ai,  drei  Punkte  eines  EHipsoids,  durch  welche  tu 
dasselbe  Beruhrungsebenen  gelegt  sind.  Auf  diese  BeruhruDg»- 
ebenen  seien  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  die  Perpeodi- 
kel  Pq,  P|  ,  gefüllt.  Ferner  seien  auf  die  Berührungsebene 
in  Aq  von  Ai  und  A^  die  Perpendikel  Q^i  und  Qm»  auf  die  Be- 
rührungsebene in  Ai  von  A^  und  A^  die  Perpendikel  Qi%  and 
Qiot  auf  die  Berühruogsebene  io  A^  von  Aq  und  Ai  die  Perpen- 
dikel       und  Q„  geflllt.   Dann  ist  nach  dem  Obigen: 


also  ist: 

woraus  sich  die  bemerkenswerthe  Relation 

Qoi<?i.<?io=^ioQ«öo. 

ergiebt. 

Eine  frühere  Untersuchung  von  mir  über  denselben  Gegen- 
stand s.  in.  Tbl.  XXI.  S.  3] 4. 


« 
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VenddedeAe  aritlmietiielie  Mse. 

Vm 

Hflrrii  Doktor  &  J^.  Jf ejfcr 


L   Httotw     4»  c, ....  I  Ü^enigen  Tli^iltr  fw  r»  ffr  wekli« 
S6-|-l»....»-f-l  PrtanablM  werd««,  so  drldtt«  dm  vos 
9to«dt*«elNii  ThiafB  riofii^e,  dte  f«B'Bflrs«ttlirMbe  MI 

Ä+<-iy-'U+ii!ji+ijVi+i^+  +«iiJ 

•iM  gMse  Zftll  aw*).  Sob  Wt  aber«  wmq  wir  dir  Ktiw  wegen 

^tt     w.»»  — 1  ..»♦fit; — r  -t*  I 

•cfcnifctB»  DMb  der  Wkaantea  MoiTre'fcit«  F^npid: 
wiÄi-*H4iÄ-»+«»f*ijJ^  

.   2«  —  1 


*)  Or«lU'«  J»iirN«l  Bd.  St.  K».  IB.  8.  »TS  ff.  F«r  4i«jenigen  d«r 
Lm«»  ilMtw  AffchiM,  ««Icli«  die  Gemhiolite  de«  enrifentee 

itie«  kenn'-n.   hemerke  ich  noch,  das«  Ich  rcriit  gut  we{««,  du«« 

aaeli  Herr  'Yh  ('Iniisrn  drn^elhpn  »▼rftTrif^fn  hnt  T(  Ji  linhr  inffr^n  rlnt 
riteorrm  nHrh  Herrn  von  Staudt  tienaiirU.  Wf"il  <ii»i*(r  —  niiih  s(  irur 
*igan  Auscsgo  —  acho«  lange  vor  Claiiaea  in  deni  benitxe  de«  hutsea 
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+  +  (-  +         i+-  +äÄ^lj]  

+  

Wie  leicM  (Br0iebtlidi»MMlMi  Wer  die  verachicdeaM  %^f,^t 

Üe  Werthe  der  obigen  n.  b,  c, ....  /  in  Bezug  auf  ««,  11 — ]  I. 

O'a  non  io  der  vorstehenden  Cileichung  der  Theil  links  vom  Gleicb 
beitndiBk«i  eine  gan«*  Zalil  voratellt,  co  mnaa  notbweodig  aick 

s  ]  1  1 

4-v.  .  .  J   • 

Bod  dalnf. 

mit  einer  ganzen  Zahl  Identiacb  aein. 

•")  Dms  *tnH  iler  nneproitm  Hinotntiil  -  r.iffflr;«'nfpn  Bu<-h  «Hc  geni' 
d«a  in  AoweMliing  komaieii  buBnen.  cr^irbi  «ich  wegen  der  Besiebaaf 

r  m—r 

«afart 
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Wi€  sofort  elaUocbtct,  iSsst  diese»  Ergebnis  noch  dadurt  Ii 
sich  vereinfachen,  dast«  man  \on  den  Zahlen  2a -^t,  2pl-|- i, .... ; 
2o|  + 1 ,  2j3|  +  l,....  u.  «.  vv.  fliejenigen  aosscheidet,  welche  be- 

Mu^eiM  Prinfactoi««  tob  ^t'B,  ^^"k  u. «.  f.  darvteUeti. 


II.  Bc<leiil«t  den  astcD  Dfierantialqvoflnteo  der  ram- 
Für  /^(O)  alMr  4«i8bt  «(dl  Midi  daa  Maimtpn  LapUca'adifB 

2n  »fl-l  2ii-l  »B-l 


^  1.2.3....(|>-rl> 


Hb  p  =  I ,       S,...  l   uesetzt.    Da  al^d  liiornach  A^, 

gaose  Zahlen  ausdrücken,  «o  erhellt  sofort ,  daf««  auch 


dM  itanie  ZaM  beivichiiBl**).    HkraM  aber  argiabt  alcfc  mll 
Hilfe  d««  Foraarachen  Satzes  eine  neue  Falgaraag. 
Hailleh  m  aiaa  aa«arada  Primtabl,  so  liat  omb: 

-1sO(Biad.«) 

2*» =2«. 


*>  LacrsU.  Trait«.  T.  III.  p.  lOT  «q^  —  «^applem.  u  KltgetU 

Wartcrbttcb«  *os  A—D,  Ait.  Rfrnfiiiill'sdis  Sablsa. 
**)  Os^isstte  fb||rt  t»     avcb  sas  ikr  Rdatio»  x 

«Sil*  ^  ilie  flaesstM'CiielicIsatM  «fad» 
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M4  Mtger: 

Ist  demnach  n  >  3»  so  kann  nur  dadurch  die  Bedingung 
V^f^^DB.^  ^  ^j^,  ^^^^  ^  ^ 

ZlUor  »  ab  Vmttw  «•tUlt. 

Wir  können  diesem  Satze  eine  allgemeinere  Fassung  geben, 
indem  wir  die  Bedingung  aufsuchen,  welche  erfüllt  »ein  muM, 
dtaaii  fflr  «in  uMiumeogeMtstes  ii  irgend  ein  (ungerader)  Pria- 
Ibctor  daMellMi  einaa  TMI«r  m  S^^Is^p— 1  bild*.  Sii 
4Am  mss9p,  wo  p  «tae  iM^wirfe  PriMikl  M»di«Bkt  Bdiil 
4  der  Ueintle  bpoBMit,  Air  irelekw  die  GoegreeeB  Statt  htt: 

ee  aivae  noihweedig  p<*l=eMi  eein.  Weil  aber 

4P->sl  (fliod.|0 

felgC: 

SU  mass  für 

4«'=l 


vsswiid  sein.  Findet  mitbin  diese  Bedini^nng  nicht  Statt. 
MO  kann  p  nur  in  dem  ZShIer  von  Bn  vorkommen.  Die  Bedinguni; 
v  =  mid  aber  muss  jedesmal  eintreten,  wean  auch  '2p -^l  eise 

Primiabl  bedentet    Denn  iai  Is^  da  aoleher  Tbeiler  vea  m, 

$k  weMmi  Iff-f  t  aa  elfter  Ihlamaht  wM,  ae  ii||{t: 

2»«=1  (mod.2<f  1) 

wd  daber  aacb: 

a^sl  («ed. »-fix 
Hat  awa  »scip«.  ee  entupriagt  aaalcbat: 

«    4<r->)r"^5l  (iaad.fl*),  SokßUtk  4>ii»'s4P«f*~'. 
Oad  aemMB  wir  Jetat     dea  Uehiatea  Bipeaeatea.  ftr  weMaa 


4'isl  (mad.|i^ 
Gflltigkeit  besitat«  so  rauss  ffir  den  Fall 

Cgp"~^  nothwendig  ein  Vielfaches  von  dg  forateUea. 
Sa  iat  a.B.  für  a=3.ftt 
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4«»1  (ommL»)  and  4^3149,  abo  3^S,  . 

861584127«>005  _  5.1723168^65201 
Ä-^i»-       143^2       "    2.3.7.11.31  * 

4'«sl  (mod.02),  4t»^46. 

wneb      =  10  (=)  6.  Dem  ObigeD  isfelK«  mm$m  aonlt  dti> 

Icr  fon 

.  496<W7aft»41079M8aW775a5 

 2XTI  ~ 

ein  Maltiplnro  von  25  basaidiMii,  waa  via  mm  aiaht  ia  dar 
Ihn  der  Fall  iai. 


HL  Elementarer  Beweis  eioea  »^tern'^cben  Lehrsatzes. 

Seist  man  ilf=s  1.2. 3 — I.  so  mass,  falls  p  eine  Piim* 

tabi  bedentat^  if-f  ^-|*  ^-|-....-f-^  |  dorcb  p  tbeilbar  aeln. 

Dieser  —  so  viel  ich  weis»  —  zuerst  von  Herrn  Professor 
Stern  in  Her  Abbaiullnnfr :  ,,Zur  Theorie  drr  Euler'scheo 
Integrale.  Göttinnen  1847.  S.  39.**  auspespruchenc  interes- 
sante Lehrsatz  iässt  nich  nacb  lueineni  Dafürhalten  kurz  so  be- 
weisen. 

Da  nftislieb  p  ala  Primzahl  voransKesatit  wird,  ao  erhellt  ai^ 

vurderst,  dass  die  ganzen  Zahlen  M»  g"* ^^PV^^^  BinA» 

üod  eben  so  leicht  ergiebt  sich,  dass  irgend  avvc  i  Zahle»  —  und  — 

9  ^ 

der  obigen  Reihe,  durch  p  dirtdlrt,  verschiedene  Heote  gebeo 
•OsaeD»  indem  aonat  die  Congrnena  Statt  haben  mflaate: 

^— 7  =  ^(i^-V)^0  (mod.|i), 

was  mmSglicb.  FSbrt  man  daher  In  Bezog  anf  Jede  der  Zahlen 
M 

JIt  -j»*-**  Division  mit  p  aas,  so  canaa  die  Keihe  ,der  JReate 
NbÜesalieh  laufen: 

^^1,  2  

Die  Summe 


Thiit  rrxviii.  I« 


246  Lind  man:  üeber  einige  öettimmte  Integrale 

aber  ist  darch  p  tbciibär  und  sooacb  auch : 

^+2  +  3+  • 
Eleganter  dOrHe  der  Beweis  eeio,  wenn  man  envSgt,  dau 

Immer  zwei  Zahlen  ^  und  ^  der  vorgelegten  Reihe  sich  angeben 
lassen,  f\kx  welche  man  hat: 

^  +  ^=^(^  +  r)  =  0  (mod.p),  d.h.  9  +  r=0. 

Zu  diesem  Behufe  braucht  man  offenbar  nur  jedesmal  zwei  solche 
Zahlen  zu  einer  zu  vereinigen,  welche  von  den  Enden  gleich  weit 
entfernt  sind.   Man  erhält  auf  diese  Weise  sofort: 

^+  ö"  +  —  +   ö  + 


2  T--^p_2^;,  — 1 

=  r^(p-l  +  l)  +  2:^l2(p-2  +  2)  +  ....=0  (mod.p). 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale  nebst  Summirung 
einiger  endlichen  Reihen. 

(Am  den  Uebenichten  der  Verhandlungen  der  Königl.  Akadomio  der  Wumb- 

schaiten  zu  Stockholm.) 

Von 

Herrn  Christian  Fr.  Lindman, 
Lector  der  Mathematik  am  Gvmnaiium  ta  Strengnäc  in  Schwedei. 


Die  leicht  zu  findende  (üleichung 


giebt  durch  nmalige  Differentiation  nach  x,  und  wenn  man  aufhebt, 
was  sich  aufheben  lässt: 
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/ 


^  Goi[(ii4l) Are1g|]       8iD(«  Ardg^ 


0  («•4f^"^  «(1+*«^ 

wdisMa  bat: 

GM[(ii-Kl)Arctg|] 


1           /  I  \  aiii(iiAictgi) 
l^-CAFctg =  -  fl-^  (p.  ^ J = (-  iirm  . 

Wenn  maoiD  (1)  «=C<A«,3fss€otatg9  «eUt,  so  findet  mAn: 

/"  ^    .      ,x    -n,       ,   ,      Sin  ««Cos"« 
o 

Dm  Intogral 


«flebM  ein  besoDderer  F«H  «Iw  iDt^grabi  C9  tet»  ift  seboD  Mbcr 
Komm  er  Id  Crelle'«  Jenreal  ued  von  mir  in  deo  V«r* 
handlungeo  der  Abademia  der  WUeeDsebaftee  la 
Stock bolm  gegeben  «rorden. 

Durcb  amaligo  DÜBreatialioa  aacb  s  and  Aaftebaag  iadat 
an  deagleicben  aae  der  Fonael 

4f  lategrtl 

Siii[(ii  + 1)  Arcts^]          .  Co8(nArctg^ 
_   ^ 


f 


«liniB  balt 

^   /    1     \    t-SyX«±IJ  S''o[(»»-H)Arelg|l 


248  Lindmann:   üeber  eintfe  betUmmte  Inteprale 

/   X    \  Co8(nArctgi) 
iI>"/(l+*«)  =  l>-»(fX^J  =  (-l)-»r(«)  . 

(1  +  X«)» 

Fuhrt  man  auch  hier  Cota  »tatt  x  and  Cotf^a  tg<p  statt  y 
ein,  so  bekommt  man: 


/ 


^.    .        ,  .     .  1 — C06floC08"O 

Sin  (»1  +  1)9  Cos"->9dQ)  =  .  (4) 


Die  Inte^le  (2)  und  (4)  kann  man  auch  finden,  «renn  mu 
Co8*~'9  durch  Cosinus  vielfacher  Bogen  ausdruckt  und  die  Pro- 
ducte  in  Sinus  und  Cosinus  zerlegt.  Dann  erhält  man  die  end- 
lichen Reihen: 

1  P="-i  Si"-2(p-fl)«      iW»  „         l-Cos2(p  +  l). 

welche  der  rechten  Seite  der  Formeln  (2)  und  (4)  respective  gleich 
sind.  Diese  Reihen  kunnen  auch  folgendermaassen  summirt  vrerdeo. 


Wenn  man 


(5) 


setst  ond  differentürt,  so  bekommt  man: 

da  r=7»" 

v-=  5  mpa:P  =  (I  >x)'", 
woraus  durch  Integration 


m-l- 1 


erhalten  wird.    Weil  <r  =  0  ist  für  a:  =  ü,  so  ist  C= — •  \  .  and 

Die  Formel  (6),  wenn  man      =  «^v  setxt,  gebt  in 

^  mp  ..^  -  (1  -f  - 1  _eC"^»y*(g>'  +  e-i»0«^^'- 1 

pTo^TI''  m  +  1        -~  m  +  1 

Aber.    Zufolge  der  bekannten  Formeln 
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fodeo  wir  aUo: 

""""  Mp 


~  in  +  l 

Durch  \  erglQictuuig  dec  Kttten  umI  iMgisürea  Tlieile  ergidM 

•teil  eodlicb: 

Fuhrt  mm  in  (2)  und  (4)  ^^9  ""d  g  — «  «taU  9  und  a  ein, 
HO  ünilet  man: 

» 

/¥                /«      \                  Sin  »(1-«)  Sin -i 
Sin{i»+  I)(  ^— <^lSm"->94<y=a  2C- — £  

■ 

mip  a  =  0  gesetzt» 

Co«(ii  +  I)  Q-v)  Sin— »9,<i9=sO» 


• 


O 

also  auch: 


250  Undman:  üeb.  einige  best,  Intepr.  neötl  üumm^elnig.  endl.  Reih. 
Durch  bekannte  gonionietrische  Formeln  finden  wir  jetst: 

Sin ^ ^  Cos(n^\)<pSU\»-^<pd<p-Cos^J^  Sin(n+l)9>Sin"-VP 

o 

Sinn^^ — a^Sln' 


o 


Coby  f    Co8(«fl)<jpSin«-Vrf<P+SinY  /  Sin(n+l)9Sin«^»q>d^ 
0  o 

Cos  n  ^  —     Sin  "o 


und  durch  Elimination: 


Co8(n+ I)(pSm"-Vrf9=  ,  •  •  (9) 


/'  c-  /    •  IN    «•  -  1  j  SinnoSin"o 
öin(n+ I)(jpain"-*q)a9=  ••  •  • 


(10) 


Fährt  man  hier  statt  Sin"~^q9  seinen  durch  Sinun  und  Cosinu» 
vielfacher  Bugen  ausgedrückten  Werth  ein  und  verfahrt  nie  in 
Hinsicht  der  Formeln  (2)  und  (4),  so  erhält  man  gleichfalls  end 
liehe  Reiben  wie  (7)  und  (8),  aber  mit  abwechselnd  positiveo  und 
negativen  Gliedern.  Auch  diese  Reihen  lassen  sich,  wie  die 
vorigen,  besonders  summiren.    Setzt  man  also: 


p=n  p  +  1 


r 

so  ergiebt  sich  wie  vorher: 

woraus,   wenn  man  statt  x  setzt,   gerade  und  ungerade  n 

unterscheidet  und  die  reellen  und  imaginären  Theile  vergleicht, 
entsteht : 

(12) 

""^^    Uv^^"*K  U (- 1  )"'-^^y'"-^^Sin(2m + 1  )T/Sin*»^'y 


(13) 

DP  f^^  Sin2(p  + 1),  =  (-l)"2'-»^-Coyi)ySin»->.^^^ 
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Linäman:  beueUd.Gleich.J'^  {}i'\'k)k-^^H=.{;-  1)*  J'\u)i,^9äu. 

■ 

(14) 
(W) 

Oboe  Sebwierigkeit  findet  man,  wenii  man  in  (7)  jfsO  ond 
f  siy  DMbt  und  die  Reeoltate  eddbt  ved  mbtrabirt,  die  I 


T^,Sin*i<p4.1),=.'^:^Ii^^  (17) 

llasjteibe  Verfahren  mit  (1^2)  und  (14)  ^iebt  neue  Summen» 
frag  ich  aber  hier  oicbt  weiter  ausführen  zu  dürfeu  glaube. 
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Beweis  der  Gleichuqg  * 
(Siebe  diesen. Archiv  Tbl.  XX.  Seite  4ia-4]a} 

Von 

Herrn  Christian  Fr.  Lindman, 
Lwte»  ier  Naliiematili  ani  Gjmnacfum  •«  Streng ni«  in  Sebwaden. 

Führt  QUID  in  daa  beatimiute  integral 

(Äse  elMT  sMi««B  Zelil) 


2ÖS  .  Oebungsaufyahen  für  Schüler. 

• 

]  —X  statt  tt  eio,  so  wird  du= — dx  ood  die  Grenzen  «=0,  «=1 
flehen  resp.  in  a:=l,  ar  =  0  über.  Setzen  «ir  hier  — (x— 1)  statt 
!  «o  haben  alle  Factoren  daa  Vorzeichen  — ;  weil  sie  iber 
in  der  Anzahl  k-\-'2  vorhanden  sind,  so  bekommt  das  Product 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  jenachdem  die  ganze  Zahl  k\i 
oder  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Demzufolge,  und  wenn  «Tir  die 
Grenzen  umtauschen,  finden  wir: 


=  (—!)* J*^  {u\k){u^k—\)....u{u—\)du, 

o 

wenn  man  u  statt  x  schreibt.    Multiplicirt  man  endlich  beideraeit« 
(—1)* 

P^f^  -|-"3)  '       ergiebt  sich  : 

*      +  k)k^idu  =  (—  1)*^  *  (u)Harf«- 
Q.  e.  d. 


Uebungsaufgabon  fiir  Schüler. 

\'  o  n  dem  H  c  r  a  ti  •  <;  e  h  r  r. 

Die  durch  die  folgende  Construction  der  Länge  d«r 
halben  Peripherie  eines  Kreises  gew^ihrte  Annibe- 

rung  zu  untersuchen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  des  gegebeneo 
Kreises  ziehe  man  die  auf  einander  .senkrecht  stehenden  Durch- 
messer Ah  und  CD,  mache  die  Sehne  AE  dem  Halbmesser 
gleich,  ziehe  durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis,  und  von  0 
nach  E  einen  Halbmesser,  elcher,  verlängert,  die  Berührende 
in  /«'schneidet;  macht  man  dann  FG  dem  dreifachen  Halbmes- 
ser gleich  und  zieht  DG,  so  ist  diese  Linie  näherungsweise  der 
halben  Peripherie  des  Kreises  gleich. 


Fehler 

im  Texte  xu  Sehrfin's  slebenstellii^en  ItoyaiitlUMeB- 

tnfeln.    1S60  und  1961. 

In  der  Einleitung  zu  Tafel  l,  und  H. 

a)  S.  8.,  linke  Spalte,  §.  50.,  Zeile  2.  statt  0.334238  lies  ,0334238. 

b)  S.ia,  rechte  Spalte,  §.77.,  Z.  4, statt  D=:D4:\  lies  D=Dr±l 
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Eioe  Verhältniasreihe  von  Körpern,  die  einem  bestimm- 
ten Parabulüidsegmente  ein-  und  umgeschrieben  sind. 

Zwei  UebiiogsaufgAbeii  för  Primaner. 

Von 

Herrn  Hermann  Martus, 
lebrrr  der  Maikemiitik  mn  der  Kofiig«tiilti«<:iieii  Rcaltdiul«  n  Berlin. 


I.  Iii  welcher  Entfernung  vom  Scheitel  miiS8  man  |ein  Ro- 
tatton'>parah(»loid  durch  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  dnrch- 
"^ciineidon.  wenn  (l;is  Octaedcr,  weicbp««  nnt  einer  Ecke  im  JSchci- 
t'-lpunkte  »ich  dem  Sejjmente  einschreiben  l.i.ssf,  ein  reL^elmä^siges 
**'in  HoW'i  In  weichen  V<*r}ia!tnis8Pn  stehen  <ler  üeihe  nach  die 
^olumina  von  fols^enden  acht  Körpern:  I)  der  um  d.is  Octaeder 
m  beschreibende  Doppelkegel  I);  2)  die  dem  Octaeder  nmge- 
srbriebene  Kugel  6';  3)  das  Paraboloidsegment  P  selbst;  4)  der 
mit  ihm  auf  demselben  Grundkreise  stehende,  ihm  umgeschrie- 
bene (das  Paraboloid  mit  seinem  Mantel  tangirende)  Kegel  K; 
&)  4a«  Kugelsegmenl  5  und  6)  der  Cyünder  C,  welche  mit  ihn 
aoT  derselben  Grundfläche  stehen  und  dieaelbe  Höhe  beben;  fer- 
iier  7)  das  über  dae  Paraboloidstfick  gedeckte  Segment  eines 
Hyperboloides  N,  entstanden  durch  Umdrebeng  einer  gleicbcei- 
ti^en  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parameter  gleich  dem  Parameter 
(ier  Parabel  sind  (a  =  6=|>);  ond  endlich  8)  dae  dem  Parabo> 
laiie  nmgescbriebene  EIKpsoid  E,  in  welchem  die  HShe  des 
Scfmeates  eine  Halbaxe  ist 

Äutlösung.  In  der  gegebenen  Parabel  BOR  (TalerVIll, 
t  'tg.1)  siebe  man  vom  Scheitel  aus  auf  beiden  Seiften  der  Aze 
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anter  einem  Winkel  von  45"  Sehnen,  und  vollende  aus  ihnen  das 
Quadrat  OJAL;  errichte  nun  in  der  dem  Scheitel  O  gegenüber 
liegenden  Ecke  auf  der  Axe  eine  senkrechte  Parabelsehne, 
schneidet  dieselbe  das  Segment  BOR  ab,  welches  bei  der  Um 
drehung  der  Figur  um  die  Axe  OA  das  zu  betrachtende  Para- 
boloidsegment  liefert.  Denn  die  Ecken  des  Quadrates  0J.4L 
bestimmen  in  dieser  Lage  und  wenn  es  bei  der  Umdrehung  in  die 
auf  der  Figur  in  OA  senkrechte  Ebene  gekommen  ist,  die  secb 
Eckpunkte  eines  regelmässigen  Octaeders. 

Man  hat  aus      =  Jlf  J*  =  2px : 

OMz=:x=2p;  >  '    <  /  ' 

OA  =  ip,  • 

Demnach  ist  der  vom  Quadrate  OJAL  bei  der  Unidrehong 
beschriebene  Doppelkegel: 

X    2  10 
1)  Z)  =  2 .  7tx*  "3  =  3      =  3^  • 

Femer  die  von  dem  Kreise  uro  M  erzeugte  Kugel: 


2)  G=^nx*  =  ^  np*  =  9.^  np* , 


FGr  die  Bestimmung  des  Paraboloidsegroentes  weiss  man,  daM 
ein  Körper,  welcher  in  jeder  Hohe  x  einen  Querschnitt 


besitzt,  den  Inhalt 


Q  =  o  +  6ar  +  cx* 


_  .  bx*  .  cx* 
J  =  ax^  2"  +  -3- 


bat.  Hier  ist  jeder  Querschnitt  y'n  =  2pj;ff,  also  a  =  0,  6=2p«, 
c  =  0;  mithin 

16 

3)  P  =  pnx*  =  Wnp*  =  3 .  Ttp*. 

Dann  giebt  das  von  den  Tangenten  BIS  und  RN  gebildete 
Dreieck  BNR  den  Kegel: 

1  64  Iß 

4)  .  .  .   K  =  ^.2A0.AB^n~np*  =  ^.^np*. 
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Der  durch  die  Punkte  B,  O  «od  iK  gebende  iureis  liat  zum 
Radin«  3p;  denn 

Der  Toa  dem  Recbtoeke  BTVR  beschriebeiie  Cyttnder: 

Zw  CeMiraeUen  der  gtekdunHig«»  l^rpwbel  FO  W»  in  welcher 

9-=:b=.p  sein  soll,  hat  toan  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
YOZ,  dessen  Katheten  =p  sind,  den  Abstand  ihrer  Brennpunkte 
Tom  Blittelpunkte  Y  gleich  YZ.  Da  jeder  Querecboitt  des  Hy- 
perboloidsegmentee  in  der  EntferuuDg  x  von  O 

itt»  ee  keMgl 

Jz^npx^ + ijRr"  Ä  i»a:«(3//  +  x) , 

aUo  hier: 

7)  ÄSäB-g-Ä/>*asI. 


Mlleb  beteiweibi  die  devw  Balbwwi  iJO  «d  ii« 

ein  BotelloieeUipaeM«  dMM  lohdt 


Alao  verbftlt  sieh  ^ 

Zeeitee.   1)  Der  neiitivardige  Plate  de?  ZbU  7 
Ue  wfirde  auch  dureb  das  Tierfaebe  hMnere  KugelaagMii^ 
m  ABQU  baaebrieben,  aaagafillllt  werde*. 

2)  Der  ralt  eeiatai  MaaCel  da«  Patabebtd  Caagiread«  Kegal 
mi  da«  Kugelsegiaaat,  m  ABOR  beaebitobea,  haben  gMeha 
QMlekae«  dta  aehtaial  ae  greaa  afaid.  al«  der  deai  Qaadfala 
i/OL  ««geaehtiehaaa  Kreta. 


3)  Die  Obeiificbe  des  Doppelkegel«  D  ist  gleicli  lier  fiMipie 
XBOR. 

4)  Mit  Ausnaiiaie  vonNo,  5  und  IV o.  7  >telie[)  dirso  Körper  bei 
einem  Paraboloidse^mente  von  beliebiger  Höhe,  auch  bei  einem 
elliptischen  Paraboioide^  in  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerken g.  Soll  am  Scheitet  dee  gegebenen  Rotafioiw* 
paraboloidee  ein  grades  Segment  von  solcher  H6he  abgescfaatttce 
werden»  dass  ein  Tetraeder»  welches  auf  einem  dem  Durchsebnitts- 
kreise  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  steht  und  seise 
Spitse  im  Scheiteipnnkte  des  Paraboloides  hat,  regelmisstg  ist: 
so  muss  es  dieselbe  HQhe  4p  wie  in  der  vorstehenden  Aufgabe 
haben;  und  darum  konnte  hier  jene  Verhfiltnissreihe  wieder  eiih 
treten.  Allein  es  fehlt  hier  das  Glied  1 ;  und  die  Stelle  der  Zahl 
2  hat  der  am  das  Tetraeder  beschriebene  Keij;el  oder  eine  Ku- 
gel von  gleicher  Höhe  (Üurchniesser)  mit  dem  Segmente. 

II.  Durch  welchen  Punkt  der  Aze  eines  gegebenen  Rott* 
tionsparaboloides  moss  man  einen  geraden  Querschnitt  legen, 
damit  in  dem  erhaltenen  Segmente  ein  Würfel  so  constmirt  werden 
kSnne»  dass  die  Hdhe  des  Segmentes  eine  Diagonale  wird  eod 
die  drei  Eckpunkte,  wdcfae  der  im  Scheitel  ruhenden  WarfeMn 
aunSchst  liegen,  in  den  Mantel  des  Paraboloides  fallen?  In  wel- 
chen Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die  Volumina  von 
t'olgendeii  Körpern:  1)  Uie  nm  den  Würlel  beschriebene  Kaeel 
6';  2)  der  jener  im  Scheitel  ruhenden  Wurfelecke  eingeschrie- 
bene Kegel  A,  von  gleicher  Höbe  mit  dem  Segmente;  derselbe 
wird  bei  der  Umdrehung  durch  eine  vom  Scheitel  auslaofendf 
Diagonale  eines  Seitcnquadr.ites  beschrieben;  3)  das  Paraboloid- 
8Cgment  P;  4)  von  der  um  das  l^araboloidsegment  beschriebenen 
Ku^el  ilerjeninre  Abschnitt  ivelcher  jenes  in  sich  einschfies^t; 
5)  der  Cvlirider  C,  welcher  mit  dem  Paraboioidscgmente  gleiche 
Grundlläche  und  Höhe  hat;  6)  der  auf  der  Ebene  des  Querschnit- 
tes stehende  Kegel  A',  welcher  dem  Würfel  umgeschrieben  ist. 
d.  h.  ihn  überdeckt,  indem  er  die  vom  Scheitel  des  Paraboloides 
auslaufenden  Kanten  in  seinein  Mantel  enthält;  7)  ein  eben  so 
hohes  Segment  H  eines  Hyperboloides,  entstanden  durch  ÜO' 
drehong  einer  gleichaeitigen  Hyperbel,  deren  Azen  und  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel  (as^bssp)  sind* 

AuHusiinc:-  l^ie  Coordinaten  des  Lckpunklus  A  (Taf  IX- 
Fig.  2.)  heisscn  u:  und  //,  die  zu  lindende  Kante  OA  des  Wür- 
fels 2.  Dann  hat  man  aus  der  Aebnlichkeit  der  rechtwinkifgeti 
Dreiecke  OAT  und  OAÜ 


x  —  p,   y=|iy2   and  z=:j»v3; 
Mglicb  Mt  di»  HShe  dM  genicbleo  jiQgmmtM: 

Demnach  ist  1)  der  inludt  der  um  des  Würfel  bescbriebenen 

l>ie  Diagoode  0£  sebaMdel  di*  Gnmd^Wiie  fai  17,  «nd  m 
vühilC  »ieh 

DViVEssODtOF, 

«der 
de» 

iBitiiiii  ist  '2)  der  inhalt  det>  durch  Umdrebuug  de»  Dreieck« 
(J(JD  beschriebenen  Kegels 

i  ab»  gMeli  d«r  maseecMelwiieD  K«gal. 

'      ^  Dw  Pardboleideegiiieflit,  da  tHI^=i^  iat, 

Der  Darehneaaer  dea  darch  die  Punkte  Q,  O  nad  B  gabea« 
4ia  Kniaaa  ladet  aieb  aua  Oi>.(3ß  — OD): 

•^sher  ist  4)  das  von  deoi  KreUüeguieute  UQOii  bescbriabene 
kttgebegment  S: 

5)  Der  da«  Parabalaidaagneat  eiaaehUaaeeada  iarada  Cyiia- 
Veillagart  maa  die  Kaata  OAJAt  ale  die  Erwaitaraag  der  Graad^ 
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ebene  scboeidet,  so  beschreibt  O/f  If^  bei  Umdrehung  des  Dreiedu 
WDO  einen  Kegelmantel,  welcher  den  Würfel  überdeckt  £< 
verhält  sich 

WD:AT=:3p:p, 

also: 

daher  6):  M 

gleich  dem  Cylinder  C.  ^  .  .    .  . 

Endlich  ist  7)  auch  das  Hyperboloidsegment: 

Ä  =  ^  (3p)*.  (3p  +  3;>)  =  ISrcp*  =  4 .  Inp*. 

Mithin  hat  man  für  diese  Kurper  die  V^erbältnisse: 
(G  oder  k):P:8:(C  oder  K  oder  H) 
=  1  tS.-S:«. 

Zusatz.  Auch  verhält  sich  der  dem  Paraboluidsegmente  ein- 
geschriebene Kegel,  welcher  durch  Umdrehung  des  Dreiecks 
QOD  entsteht,  zu  dem  ihm  umgeschriebenen  Kegel,  dessen  Man- 
tel von  der  durch  Q  an  die  Parabel  gelegten  Tangente  erhalteo 
wird,  zu  einem  der  unter  No.  5,  6  oder  7  genannten  Kurper,  zu 
dem  Ellipsoide,  dessen  Mittelpunkt  Z>,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QR  ein  Haupt- Axenschnitt  ist,  wie 

1:9:3:4.  «t 

Dieses  Verbältntss  der  beiden  letztgenannten  Kegel,  des  Cy- 
linders  No.  5  und  des  EHipsoides  zeigt  sich  bei  jedem  geraden 
Segmente  eines  (auch  elliptischen)  Paraboloides. 

Anmerkung.  Ein  Paraboloidsegment,  welches  ein  mit  einer 
Ecke  im  Scheitel  ruhendes  rogelniässiges  Dodekaeder  oder  Iko- 
saeder  einschliesst,  giebt  keine  Verhällnissreihe  in  ganzen  Zahlen. 
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Zur  Theorie  der  ^oadradschen  Formen. 

Vitt 

Herrn  Gu$im«  Skrivun^ 

Direktor  der  wfllraUieheD  OberrMUcltnle  «.  d.  Baiiernnisriito  sn  Wien. 


Folgende  zwei  Ulm-  eiso  (1<*r  unter  art.  15-1.  und  art.  100.  in 
den  Dtsquis.  arith.  rntlialh  rien  8ätze  unterscheiden  sich  von 
den  Gauss'schen  darin,  dass  der  irsto  auf  mehr  direkte  Weia6 
uod  der  zweite  auf  eine  eeibständige  Art  geführt  wird.  * 

Theorem  (ad  art       diiiq.  arith.). 

Wenn  eine  quadratische  Torni  lür  spc/ioMc!  zu  einander  teil« 
fremde  Zablenwerte  von  a:,  y  eine  bestimmte  Zahl  M  reprüsen- 
tirt,  aa  ist  die  Determinante  D  ein  quadratischer  Reat  nach  M, 

Beweis.  Wenn  die  Zahl  M  vermöge  der  Substitttzion  xssm» 
y  =  fi  iQitteUt  der  quadratischen  Form 

dargestellt  wird  und  m  tw  v  tf^iltremd  ist,  ao  ergebeo  sich  ana 
(1)  ganz  eiofacb  die  Gleicbungeo: 

(am  +  6w)«— IM  SS  mM, ) 

wo  Ü  die  Determinante  =6* — ae  bedeutet.  Sind  nun  ^  und  v 
tntx  unbestimmte  Zahlen  und  multiplizirt  man  die  erste  (ileichung 
in  (?)  mit  v',  die  zweite  mit  ^  und  addirt  sonach  diese  Glei- 
cbugen»  so  folgt: 
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(am  +  An)«v*  +  (cn  +  6m)V'—  Z>(n*v«  +  mV*)  =  vW(av2  +  cj*«). 

KrgSnzt  man  die  «wei  ersten  Teile  und  eben80  den  Faktor  bei 
D  XU  vollständigen  Quadraten,  so  übergeht  diese  Gleichung  in: 

[(am  +  bn)v  —  (cn  +  Äm)/4j«  —  D(nv  +  mji)« 
+  2fiv(am  +  ÄnKcn  +  bm)  +  'InymiiD  =  i!f(av«  +  c^*«). 
Nun  ist  ^ 

'2fiv(am  +  &7i)  (cn  +  bm)  +  2mnnvD 

=  2;tv[flc/nn  +  6cn*  +  6am*  +  6*iim  +  nmb*—  mnac] 
=  26j*v(am«  +  SAwn  +  cn«)  =  2bfivM, 
und  daher  hat  man,  nenn  ausserdem 

[(am  +  6»i)v  —  (cn  +  =  z* 

gesetzt  wird, 

D(nv  +  m^t)«  =  itf  («v«  —  '2b(iv  +  c/*«). 

Da  nun  m  und  n  teilfreind  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  spe- 
zielle Werte  von  n  und  v,  welche  die  (üleichung 

befriedigen,  und  hernach  ubergebt  die  letzte  aufgestellte  Glei- 
chung in 

t*-D=Mt,  (I) 

wo4=av* — 26fiv-|-<^M*  bedeutet,  und  aus  w<>lcher  die  Kongruenz 

2«=Z)(mod.  ^ 

resultirt;  wie  behauptet  wurde. 

Hiezu  bemerke  ich,  dass  sich  s  nicht  nur  in  der  AbhSngigkeit 
a,  b,  c,  (i,  V  darstellen  I3sst,  sondern  dass  rnan  ganz  einfach 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  s  von  //i,  n,  c, 
a  und  jV  abhängig  ist.  Werden  nämlich  die  Gleichungen  in  (2) 
subtrahirt  und  die  so  gewonnene  Gleichung  in  eine  Kongruenz 
nach  Jd  umgewandelt,  so  ist 

[(cn  +  6m)V*  -  (am  +  Än)*v»]  =  (m^*— nv)i5(mod.  31), 

wobei  noch  der  Koeffizient  bei  D,  mit  KQcksicht  auf  (3),  verein- 
facht erscheint.    Multiplizirt  man  diese  Kongruenz  mit 

-    [(cn  +  A/w)fi  +  (um  +  6«)vj 
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ond  bringt  dieselbe  mit  der  aas  (4)  resnltireoden  Kongruenz^  in 
VerbinduT)?.  so  folgt  nach  einer  einfacIlM  RiadaJulion»  WoiMi  MMB 
nieder  die  Cileichuug  (3)  uunendet: 

and  «etzt  man  statt  mV*  -f  n*v*  aas  (3)  den  Wert  (1 — 2inn|<v) 
«II  vsd  statt  Cfi'-f  (n>*asf -f  26ftv,  so  ergiebt  aieb  Mhti 

«d«r 

wtMies  di«  emlbnta  Darstdlong  ist. 

Theorsin  («rt.  166k  Dlsq.  aritb.). 

Wenn  die  Zahl  durch  zwei  acquivaleiite  Formen  F  und 
P  gletchzeitic^  dargestellt  wird,  so  hulicn  die  speziellen  ^>ubi>titu- 
aioDen,  «reiche  il/ durch  F  darstellen,  denselben  grSssteii  Gemeioteiler, 
irte  die  speziellen  Siib8tltinimiei>*wdeb«lfialttel«t  #"  reprösevtitsii. 

Beweis.  <Siod 

o^-l- 4 C!Sf*  «wd  «,sr,«  -f  S6| jTijTi  -1-  ejjFk* 

z«ei  aequivalente  Formen,  für  u eiche  aUo  die  res»pekt.  Deter- 
aioaDten  eiosndsr  gleich  sind  and  das  rssiproke  eatbaJten  sein  der 
.  €issn  Fem  io  die  andere  bedingt  Isl^  und  reprisentirt  M  gsniss 
■  dtr  Snbstltnsion  sr  =  ni«  jr^n  die  Form  F,  also 

'  am*  +  2bmu  -^cn*  =  M, 

kmu  M  die  Form  F',  wem  man  aas  F  die  Fonn  F'  vetmOge 

ier  Sobstitozlon       ^  ableitet,  so  ergiebt  sieh  ans  dem  filstem« 

^'     gans  einfach  das  Wertenpaar: 

dl» — ßn  an — ym 

»•lebe«,  zafoigo  tt6  —  ßy  =  1,  io  jc^  —  6m— ßn,  gi  =  <m— ym 
ibergtht. 

Seist  man  naii 

worin  ^  den  grassten  GoBslnieiler  vse  «nnd  »  hedentel»  «id 
Am  B  tsilfrenid  ist»  feniert 

if 
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tn  =  gA' ,  n  =  gB* , 

wobei  g  der  grSsste  Gemeinteiler  von  m  und  n  ist  und  A'  prin 
SU  B',  80  folgt: 

an  =  aoB'  I  .  ^.  „ 

ym  =  igA'  "  M')  =/-^  ? 

nnd  hieraus:  ^ 

dA'-ßB'  =  (^»    aB'^Y^'  =  —-  0) 

fA  fB 

Nun  kommt  e»  darauf  an ,  unter  welchen  Modalitäten  —  ,  — 

A  ' 

ganzzahlige  Darstellungen  zulassen.    Wfire  —  ganzzahlig,  so  tit 

aus  der  Betrachtung  der  Gleichung  6m—ßn=fA  ersichtlich,  das», 
wenn  g  den  grussten  Geroeinteiler  von  m  und  n  bedeutet,  derselbe 
in  f,  als  Stammfaktor,  nicht  mehr  enthalten  sein  kann,  üemzn 
folge  wSre  in  der  Gleichung  an — ym=fB  der  grusste  Gemein- 
teiler  von  m  und  n  ebenfalls  nicht  in  /*,  sondern  in  B  enthalten, 
was  jedoch  nicht  stattfinden  kann,  weil  sonst  A  und  B  teilver- 

A  B 

wandt  wären.    Daher  sind  —  und  —  keine  ganzzahligen  Formeii, 

^         ^.  f 
und  es  muss  also  in  (I)  die  Quozientenform  ^  eine  ganzzab- 

Üge  Darstellung  zulassen. 

Sei  nun  -  =  97 ,  und  wäre  11  >  1 ,  so  bat  man 
9 

fjA  =  dA'  —  ßB' ,    7iB  =  aB'-  yA' ; 

und  hieraus: 

ri(aA-\-ßB)=(ad-ßy)A'  =  ±\.A\ 
und  auf  dieselbe  Weise: 

fl{YA^dB)=±ß'; 

also: 

j  =  aAiyßB.    ^'  =  y4+dÄ 

Da  jedoch  A'  teilfremd  zu  B*  vorausgesetzt  tvurde,  so  ist  klar, 
dass  f]  keinen  anderen  Zahlenwert  als  die  Einheit  bedeuten  kann, 
welchem  gemäss  f=g  folgt,  was  eben  zu  beweisen  war. 
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fiWMhw  iiOglich  Badi«cheni  Hofrathe  and  ordenllichem  "ProfeMWr  im 
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Seolistct  K«piteL 
1  1Jefe€v  MleBiwrrricifceriiMgrB» 

5.  77. 

I    Einrichtung  und  Zweck  der  Lebensveraicberungs- 

I  Anstalten. 

I 

Unter  den  ver«chredeiicn  Wohlthfitiijkeits- Anstalten,  derm 
2ir«ck  Sparsamkeit  und  Hebung  des  Wohlstandes  einzelner  Pet- 

Mnen  und  Familien  ist,  liibcn  die  Lebensversiohprujier?«- Banken 
eiM  weite  Verbreitung  und  erfreuen  «ich  grosser  Theilnahme. 

Unter  Lebens? ereicherung  wbd  nimlicb  ein  Vertrag  vet* 
stasdeo,  WAroaeb  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jiiirlicb  bestimmte  Beiträge  empfangt  und  dafür  die  Verpflichtung 
ihernimmt,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeicTinetpn  Person 
»ine  iro  Voraus  fesfcresetzte  Snnniie  anszu/ahlen.    Derjenige,  mit 

I  welchem  ciieser  Vertra!»  abi;esthiu8s>en  wird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hierüber  au^^gestelUe  Urkunde  Police  und  die 

:  IMebe  Beitragssamme  Primte. 

Die  Anstalt,  >velche  die  bierür  nrfthlgcn  (leschäfte  besorgt, 
fuhrt  gewöhnlich  den  Namen  Hank  ;  N  «  rsicherungsbank),  ist  als 
eiae  moralische  Person  vom  tStuate  anertcannt  und  beruht  zur 
Blburf^  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oeflentlicbkeit, 
I  die  Tbellnebmer  an  dleeer  Anstalt  leinten  Jeden  eintetnen 
l^mleberten»  nine  sieb  g^naeltig,  CHr  die  BrNHInng  der  über- 

I 


I 
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nommeiieii  Verbindlicbkeiten  Gew&hr  und  Skherbeit»  ond  dit  An- 
stalt legt  jXhrllcb  OffeotUcbe  Reehenacbaft  fiber  dtn  Bestand  ibrer 
Mittel  ab. 

Die  Bank  flberniinnit  Versicherungen  auf  das  Lehen  einzel- 
*  ner  Personen  ond  sirar  auf  ihre  Lehensdauer»  lebensl&nglich^ 
Tersicberungen»  oder  auf  eine  beatimmte  abgcgrenate  Zeh 
▼on  einem,  oder  mehreren  Jahren,  kvrse  Versieb erungea, 
ferner  auf  swel  verbundene  Leben»  so  daas  die  versleberf« 
Summe  nur  dann  aasgeiablt  vrird,  wenn  von  den  beiden  verbau* 
denen  Personen  die  im  Voraus  bezeiebnete  (B)  die  andere  (A) 
tiberlebt»  Oeberlebene- Versieherungen.  Sie  werden  aar 
auf  Lebensdauer  abgescblossen.  EadÜeb  ist  gestattet,  ausser  der 
Versiebemng  auf  das  eigene  Leben  auek  Versieberungeo  aof  <U« 
Lehen  Anderer  abzuschiiessen. 

Diejenigen  Personen, -welche  lebenslingikke  VerslcheniB|M 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  UeberlebensTerstebenn* 
gen  mit  der  Bank  abgef^ebtoiisen  haben,  sind  EigenthQmer  dtr 
Anstalt  oder  Banktheilbaber.  Sie  leisten  sich  gegenaei% 
Sicherbelt  und  nehmen  an  den  UeberscbfiBsen  der  Bank  TheH. 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  8tand  £cesct:'t  nird, 
ihren  Verpflichtungen  nachzukommen,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  laufenden  Beitrftgen  oder  Priimiengeldern,  dann  in  den  Zin- 
sen von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sieb  ergebes- 
den  Agiogewinn.  ' 

Da  die  Versichi  rmiuen  zu  jeder  Zeit  eines  Jalires  abgesdiiot' 
sen  werden  küuiKM»  und  die  l^raiuiengelder  auf  Jahresfrist  gezahlt 
uerden,  also  in  din^  nächste  Jahr  biiiübcrlauien  können,  »o  wer- 
den die  Beiträge  jcNveils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertbeilt  (üeberträge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  bestehen  in  den  ausiusablenden  Ver 
sichernngssummen,  in  den  Dividenden,-  einzelnen  besondern  Vcr* 
gdtungen  aus  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten,  dtrei) 
Betrag  mit  Rücksicht  auf  rorigllebste  Ersparniss  normal  beftinnt 
ist  und  für  besondere  Ffille  bestimmt  wird,  ferner  in  zoflllKgto 
Verlusten,  welche  die  Bank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treffen. 

Der  Oeberschuss  der  Einnahmen  fiber  die  -Ausgaben  bildet 
den  Fonds  der  Bank,  der  alte  vorrälbigcn  Zahlungsmittel  i» 
sieb  begreif!.  Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  w 
Deckung  rar  kfinßig  flillig  werdende  Versicherungssummen,  eii 
Theil  ala  Sloherbeitsfonds,  um  Deckuogsmittel  tISr  nawereident- 
liebe  Ffille  zu  haben* 


* 

Digitized  by  Google 


der  poi/UscAen  Arttkmettk, 


Die  Reserve  besteht  in  dem,  was  von  den  Primiengeldern 

/urück^elegt  wird.  Die  jährlichen  Beiträj^e  des  oinzelnen  Mitglie- 
der» bleibeii  tiämiich  für  dan  ganze  Leben  der  \  ertiicherten  gleich, 
fn  den  ersten  Jahren  werden  dieselben  eine  griissere  Summe  lie- 
f*rn.  iti  den  spatern  aber  eine  kleinere,  als  8i<  h  nach  dem  ^iterb- 
licbkeitsiie>ietz  tür  die  Ausajühiungen  ergchtMt  \nrd.  Der  Ueber- 
8rhu55.s  ans  den  rrfiheren  Jahren  mue^  cialur  (l:izii  dienen,  den 
Ao^rall  in  den  späteren  zu  decken.  Der  jedesmange  Betrag  der 
Reserve  wird  jährlich  berechnet  und  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Bo- 
recbirang  nach  den  in  der  Anstalt  sieh  ergebenden  Abweicbon* 
geo  voD  dem  angenommenen  ^terblicbkeitsgeaetae  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jährlich  angeaam* 
nelten  Uebersohüasen.  Der  reine  Uebcrscbuss  ist  die  Summe, 
«elehe  nach  Abzu!?  aller  Ausgaben  und  der  Reserve  eines  Jah* 
res»  sowie  der  oben  genannten  üebertrSge  von  der  Einnahme 
übrig  bleibt.  Er  ist  Eijsenthnni  der  Banktheilbaber  nach  dem 
Uaassatabe  der  eingeaablten  Prämiengelder  und  macht  die  Divi- 
dende des  betreffenden  Jahres  ans. 

?9icht  jede  Summe  kann  versichert  werden.  Die  Gothaer 
Lebensversicherungs- Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
i^ivischen  300  und  iöOOO  Thaler  (das  Maximum  wird  je^veils  vom 
Vorstande  bestimmt)  an ;  die  Lübecker  zwischen  300  und  30000 
Harle,  die  Wiener  zwischen  10  und  20000  Gulden  u.  s.  w. 

Auch  die  Bintrittszeit  ist  iKschiiinkt.  Die  Golhaor  Bank  ^e- 
itattet  den  Eintritt  für  PersoiH.n  zwischen"  (lein  l.lten  und  GOsten 
Lebensjahr*».  Der  Eintritt  der  l'ersonen  hijhrrn  Alters  kann  nur 
äUi^nahnisweise  und  mit  Genehniiguni;  des  Bankbüreaus  geschehen. 
Die  Lübecker  Bank  gestattet  ihn  für  Personen  s%vischen  dem 
lOten  und  67sten;  die  Wiener  zwischen  dem  15ten  und  TOsten; 
Hie  Frankfurterzwischen  dem  Isten  und  70sten  Lebensjahre  u. s.w. 
Die  zu  versichernden  Summen  müssen  durch  100  tbeilbarj  also 
roade  Zahlen  von  100  sein. 

Ausserdem  können  iSuiiinion  so  ani  Ijeslimmte  Jahre,  jedoch 
oicht  unt«'r  t'incni  bestinimtcn  .Miniintini  versichert  werden,  dnss 
die  Auszahinni;  der  versicherten  JSunmie  wie  pewöhnlich  erfolgt, 
^eiin  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitraums 
»tirbt,  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jalires 
erfolgt,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Die  Prämien?clder  für  lebenslängliche  und  Ueberlehens -  Ver. 
*icherungen  wejd(  n  biti  auf  ein  bestimmtes  Jahr  (da«  SSste  oder 
^te,  letzteres  bei  der  Gotbaer  Bank)  berechnet  und  bezahlt* 
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Die  Prämienzahlung  hurt  auf,  wenn  die  versicherte  Person  da» 
genannte  Alter  erreicht  hat,  und  es  erfolgt  sofort  die  Auszahlaog 
der  Versicherungssumme. 

Das  Aufhören  oder  der  Verlust  einer  Versicherung  ist  an  be- 
stimmte Bedingungen  geknüpft  und  erfolgt  unter  den  durch  die 
Statuten  festgestellten  Verhältnissen  in  gewissen  Fällen  von  selbist. 
Es  ist  jedoch  auch  der  freiwillise  Austritt  aus  der  Gesellschaft 
erlaubt.  In  diesem  Falle  und  in  liestimmt  vorhergesehenen  wird 
bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  einer  Police 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grund- 
sätzen zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  An- 
stalt, unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  (ur  Versicherungen 
vorhandenen  Dividenden- Antheile,  gewährt. 

§.  78. 

Werth bestim mung   einer  Leibrente  für    eine  Person 

von  bestimmtem  Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  sind 
die  hierher  gehurigen  Berechnungen  zu  gründen.  Sie  beruhen, 
wie  sich  diess  später  zeigen  wird,  vorzuglich  auf  der  Werthbe- 
stimmung der  Leihrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nnnilich  eine  bestimmte  Samme 
(A0>  welche  so  lange  jährlich  ausgezahlt  wird,  als  eine  Person 
von  bestimmtem  AlterHebt  und  deren  Auszahlung  aufhurt,  wenn 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestim- 
men, wenn  man  von  dem  zu  dockenden  Bedürfnisse  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  es  unternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen, welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angehuren,  eine 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehorigen 
Personen  durch  Aa  (ff jährigen  Personen),  und  legt  hiebe!  eine 
bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welche  am  Ende  des  Istcn,  '2tcn,  3ten....  Jähret» 
u.  8.  w.  bis  zur  äussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  sind,  der 
Reihe  nach  durch 

1)  Aa\-l,     Aa^2t     Aa^it Aa-^u 

zu  bezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  aaszuzahlen,  wenn  jede  noch  lebende 
Person  die  Rente  K  jährlich  geniessen  will : 
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Am^l>a,    Aa-^t'Mt    Aa^z-h^,  A^U'^ 

nabattlit  mao  diene  Sanmien  der  Zeit  cntf^prechend  bei  dem 
Zinsru89  p,  so  ist  Her  ^e^enn f{rtia;e  Werth  der  rar  üeciraog  des 
BedOrfaiMes  erlorderlicheo  Summe: 

^   Aq^i.K  ^  Aa^2.K    /Iq-^j-Al  Ag^u'K 

OftM»  Werft  baben  die  sicli  betballtgaaden  FBraonen  lo  Ckaa« 
9  aaUen.  Nennt  man  nun  die  Snmme,  vrelebe  Jader  elnsol^en 

yt,  Emp  99  betrh'gt  ihre  f!(>samnit  Flnlage^  da  jeder  aiah  für  die 
gleiche  Sunune  betheUigt,  Em^A^.  Hierava  and  ana  9)  arglbt  aieii 
«a  Glekbngs 


da» 


Setzt  man,  was  £;ew5hniich  geschieht,  A'  =  l,  so  stellt  sich  der 
Werth  einer  Lethreute  von  dem  jährlichen  Betrage  I  ffir  eine 
djihrige  Peraoo,  die  datch  Xia  beieiefanet  werden  aell,  aof  fol- 
f^de  Weiae  dar: 

wenn  oaeb  dem  Sammelzeicben  {2)  allmälig  »sl,  2, 3....M  geaetat 
wird. 

Ans  4)  Icann  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(Ä)  übergeben,  nenn  der  Ausdruck  mit  K  muliiplicirt  wird.  Auch 
kann  io  No.  4)  statt  a  jeder  andere  Werth  a-{-H  gesetzt  werden, 
ti  ledert  alcb  nor  die  Farm  nnd  es  entalebt  für  den  Wertb  1: 


§.  7tf. 

Teracbiedene  Arten  ven  Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zwischen  aulbürenden,  aufgescho- 
btsen  nnd  temporären  Leibrenten,  nnd  Terateht  nater  einer 
MfhSrenden  Leliirente  eine  aeiebey  welehe  vit  dem  Ende  dea 
«nton  Jabrea  fUr  eine  iifSbrige  Peraan  ii^lnnt  nnd  n  Mte  daeert; 
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unter  einer  aufgeschobenen  eine  solche,  welche  erst  nach  Um- 
fluss  von  m  Jahren  beginnt  und  bis  zur  Lebensgrenze  dauert; 
unter  einer  temporären  eine  solche,  tvciche  nach  Umfluss  voa 
m  Jahren  beginnt  und  n  Jahre  dauert. 

Die  Werthe  dieser  Leibrenten  lassen  sich  nach  dem  Inhalt 
des  §-78.  leicht  bestimmen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  Ende  des  ersten  Jahres  and 
dauert  n  Jahre,  so  kommen  die  n  ersten  lilieder  der  Reibe 
No.  2)  §.  78.  in  Betrachtung,  und  der  gegenwÄrtigo  Werth  de« 
Bedürfnisses,  welches  die  Gasse  zu  decken  hat,  ist  bei  einer 
Leibrente  von  1 : 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufhTtrenden  Leibrente  für  etM 
lijShrige  Person  durch  J^a.i,«;  so  ist  der  einmalige  Beitrag  einer 
Person,  wenn  sich  Aa  Personen  betheiligen: 

"  ^«  V  1.0/»  ^  lOp^  ^  i.üp» + •  l.üW  ~  A,  ^»  i7v 

Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leib 
rente  nach  §.  78.  ausgedruckt  werden.  Ergänzt  man  nSmIich  den 
Werth  der  Reihe  in  No.  2)  bis  zur  Lebensgrenze  und  zieht  dir 
zugezählten  Glieder  wieder  ab,  so  erhält  mau: 

3) 

-  Aa.\,Op        Aa.l.Op^'^""  Aa.lOp-  +  Aa.l,Opß^ 
Ag^m+l  Am-i-m-i-9  Ag^u 

A,.  I,üp»+»  ~— •  ~  Ä^^' 

Die  erste  Reihe  drückt  nach  No.  4)  §.  78.  den  Werth  einer  lebens- 
länglichen Leibrente  Lu  aus.  Multiplicirt  und  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa+n  und  zieht  den  allen  Gliedern 
gemeinschaftlichen  Factor  im  Nenner  Aa-i^Op"  aus  der  Reibe,  so 
geht  No.  3)  über  in : 

4) 

"  Jg.  ifip"  '  Aa^KIfip'  +  TÖi^i-  +  •  -iiÖ^J 
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l>ie  Reihe  in  dieser  Darstellung  drückt  nach  Ö)  f.  78,  gleichfalls 
den  Werth  einer  lebflUslängUchen  Leibreote  aus.  Führt  man  die- 
9m  Wflffth  «in»  m  Mglbl  akh  «w  No^  4)  d«r  gmehte  Wectk  Air 
•Im  aaflbOiwd«  Ldbrento  «af  fofgaiid«  Wdlae: 


Soll  der  Werth  einer  aufgeschobenen,  nach  Ümfluss  von  m  Jah* 
ren  beginnenden  und  bis  zur  Lebens^renae  dauernden  Leibrente 
betümmt  werden,  so  kommen  die  iiilieder  der  Reibe  in  No.  2;  oder 
ll».4)§.  78.  vom  (m-f  ])teu  an  in  Betrachtung. 

Der  gügeawfirtige  Werth  des  £«4fir<al«se«  der  €«Me  i«t daher: 

Da  dieser  Betrag  darch  Aa  Tbeilnehmer  gedeckt  werden  mu^a, 
•0  ergibt  eich  sofort  der  Beitrag  de»  eiiizeloen,  weno  der  Werth 
der  Ldbreato  dnrcb  JL^,«  bwriehaet  vrird»  danh 

OvA  Malfipnkalioa  and  Dlvisira  mit  A^^  baan  aacb  diaaa 
BiAfl  dsreb  eine  leb«iailnglicbe  Leibrente  aaefc  Na.  tt)  ^  78.  aaa* 
gaMAt  wtrdea.  Me.7)  eriiilt  daaa  Mgeada  Fe«: 

«) 

Ag-{-m  j 

Die  WertMuaÜaieiBng  einer  temperlrea  Leibrante  ergibt  aich 
Mf  gMebe  Wdae,  deaa  ea  werdea  blean  n  aaf  eiaaader  Mgaada 
CaMer  vom  (m  -f  l)tett  GHade  an  in  der  Reibe  Ne.  2)  oder  Ne.  4) 
$.78.  nSthig.  Der  gegenwirtige  Werth  dea  van  der  Caeaa  s« 
dadeadea  Bedfirfniaaea  iat  daher: 

Thdl  XjLXYm.  18 
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Der  Beitrag  fär  den  einzelnen  Theilnehmer,  der  durch  I%.M,t 
bezeichnet  iverden  soll,  i8t:'^t  tt  irt-Mistti 

•■(  >(.•'>_  .    Mj,  nJnfki« 

y  ^         /  Aa^m\\  dfiüLif  \ 

Durch  Multiplikation  und  Division  mit  Aa^^m  kann  man  diese  Dar> 
Stellung  nach  No.  2)  auf  den  Werth  einer  aufhurenden  Leibreote 
fGr  eine  {a-\-m)p\iT\^Q  Person  zurückbringen,  denn  es  entsteht: 


,.  .».rii' »i.ii  .    11)  i  t  «^V>  **o 


^••  "■'"-^a.l.O;;'"  Mi+A   J.O/i    +   1,0/?"»  +  •  •   1,0^-  y 


Man  kann  nun  auch  hier  TcrfAhren  wie  in  No.  l7~5)  gescbak, 
die  fehlenden  Glieder  der  Reihe  ergänzen  und  dann  wieder  ab- 
ziehen. Einfacher  ergibt  sich  die  Sache,  wenn  man  den  Werth 
▼on  ha\m;\,n  nach  No.  5)  behandelt  un4  fi\m  statt  a  schreibt. 
Es  enteteht:         "  '    -  '^'^    '  ' 

La^m ;  1 , .  -  -  ^^  ^^  J  Q^  ^•+«+- ' 

Wird  dieser  Werth  in  No.  11)  eingeführt,  so  ergibt  sich  zur 
Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  folgeüde  Gleicbaoz : 

  Aa\rn       _  Aa\m\%  • 

Hiemach  sind  die  Werthe  der  verschiedenen  Arten  von  Leib- 
renten sämmtlich  auf  die  Werthe  lebenslünglicher  Leibrenten  in- 
rückgebracht,  und  man  hat  es  nur  mit  den  letztern  zu  thun. 

..»        '     ...»    .  .       ^  vi'fotcnt 

Methoden  für  die  Werthberechnung  der  Leibrentea. 

Bei  Ausuerthung  der  Leibrenten  für  Personen  der  verschie- 
denen Lebensalter  hat  man  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  za 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  in  §.  78.  und  §.  79.  gefun- 
denen Gleichungen  zu  verfahren,  und  die  fraglichen  Werthe  (ur 


der  poüUseAen  Arithmetik. 


871 


die  ASromtlicbtn  Jabre  einer  SterblicbkeiUtafel  su  berecbnen,  uro 
sie  weiter  beouUeo  zu  können, 

LieM6  flieh  die  ZaM  Att  Lebenden  tcau  doem  bestSoraiteo 
toelie  ableit«ii,  so  würde  diM  die  WertlibeMbnitDg  der  Leib- 
renten  eebr  erleitbtivo«  Dieae  iet  aber  nicht  der  fVill,  daher  wird 
dl«  Bnnlttelmg  dleaer  Werfbe  Air  eine  grosae  Gliederanzabl  der 

fra^chen  Reihe  sehr  mGhevoll.  Man  kann  jedoch  bei  Ausfüh- 
-  r iir  der  nöthig  wer4en<leu  liabattirungen  uiaucbe  Erleichterung 
aübriogen. 

Ea  1^  Jedech  eebon  gefertigte  Lelbrent^tarelh,  wedateh  fttn 
kn  Mtlbe  der  Rechnung  überhelien  lat 

%n  den  bekannteren  äitern  Tafeln  gehören  die,  n-elcbe  anf 
öir  te  Northanipton  beobachteten  Sterblichkeits  -  Ordnung  beruhen 
and  reo  allen  Lebensversicherunga-Anstalten  in  Lenden  benutzt 
werden,  dann  die  von  Deparcienx.  Zu  den  neuem  gehören  die 
toB  Brooe«  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  vnd 
Lebcnaveralchernftgeo  von  D.  Jeaea.  Deataeh  bearbei- 
tet Ten  S.  flattenderf.  Hannever  1889)»  dann  eine  von  Herrn 
M.  Kanten  In  Franicfnrt  berechnete  nnd  mir  mitgetbeiiCe«  die 
«cb  auf  die  von  Finlaiaon  angegebene  Sterblicbkeita-Ordtrang 
grflodet. 

Von  den  Methoden»  deren  man  sich  zur  Jüerecbnung  der  Leib* 
ifatfo  bedienen  bann»  werden  hier  folgende  angeführt: 

Ernte  Methode.  Nie  besteht  in  der  direkten  lierechnunj; 
der  in  No.  4)  78.  angegebenen  Gleichung.  Zu  dem  Ende  bat 
man  in  die  Formel 


Wi  «fnem  heatimmten  Zinsfaaa  die  M^erthe  der  A  nach  i^er  ge- 
irilbiten  Sterbüchkeita«  Ordnung  und  filr  1,0p  einsnfflbren»  jeden 
tinahie  Glied  lo  berechnen  nnd  nie  in  eine  Snmme  in  ▼ereinigen« 

Hiernach  i»t  der  Werth  einer  Leibrente  für  einen  Silbrigen 
älann  aaeh  Fiolaieen  bei  3  Procent: 


U  iat: 


18* 
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11 . 1,03-»  =  11. 0,9708737  =  10.67961 16 
7.1,03-*=  7.0,9425959  =  6.5981714 
4.1,03-»=  4.0,9151417  =  3,6605666 
3.1,03-*=  3.0,8884870  =  2.6654611 
1.1, 03-»=  1.0,8626088  =  0,8626088 

24,4664195 

^  ,      24,4664195  , 

2)  Lnz=—^^^  =1,43920115. 

Diese  Methode  vai  sehr  mühevoll  und  seitraobend,  wie  man  sieht. 

Zweite  Methode.    Eine  zurücklaufende  Berechnungsweise 

erhält  man  dadurch ,  dass  man  aus  No.  1)  das  erste  Glied  ^tc; 
innerhalb  der  Klammer  scheidet.  Es  entsteht: 

TX^L»  +       1    + 1,0/>«''"  05^+ •*i,Qp— »/J 
.  =:?7l70p(*  +  ^*+»)' 

wie  sich  diess  aus  No.  5)  §.  78.  ergibt,  wenn  man  n  =  1  settt. 

Ist  nun  der  Werth  einer  Leibrente  für  eine  (a  f  l)jShrige  Per- 
son gefunden,  so  kann  man  daraus  den  für  eine  um  ein  Jafir 
jüngere  Person  durch  Ausführung  der  in  No.  3)  angezeigten  Ge- 
schäfte finden.  So  ist  der  Werth  einer  Leibrente  für  einen  88j&h- 
rigen  Mann  nach  Finlaison: 

=  1,67744415. 

Ein  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  darzustellen- 
den Werthen  weiter.  Es  wird  daher  zweckmässig  sein,  nach  einer 
andern  Methode  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Controle  vorzunehmen. 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  Gliede 
Aa^i  rabattire  mit  1,0/?,  zähle  hinzu  die  Zahl  der  im  vorher- 
gehenden Jahre  lebenden  Personen  (/^a-i-u-i),  rabattire  die  erhal- 
tene Summe  mit  1.0/),  fahre  so  fort  und  theile  schliesslich  mit 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Aa.  Diess  Verfahren  stellt 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 


Digiiizt 


5) 

Diese  Methode  bat  den  V'ortheil,  dass  man  mit  jedem  Gliede  ab- 
brechen,  die  »chon  erhaltenen  Wcrthe  benutzen  und  der  Reihe 
«acb  ailmäiig  die  Werthe  der  Leibrenten  für  jedes  Aiter  eiuer 


,         1      A    !       3.97087378,  dJBßmm  ^„^,„ 
f  1      o\   1     ^^    1        4  +  335521726  7.62642453 

14.20041^16 


11 


1  24.46641tifi7 
l««MMi»16^  11)  m  ^'^'^^  « l,4309Dm 

«.  1.  w.  Ffihrt  man,  wie  hier  geschehen,  die  Recbnaog  mit  der 
Division  durch  1.03  aus,  so  hat  man 'eine  srosse  Zahl  von  Deci- 
uUteUen  uüthig,  um  die  früheren  Werthe  richtig  zu  erhalten, 
b  wird  lUber  di«  fUthsang  mit  LogaiitfcB«B  klar  vwnaiekeD 
«h»  WM  «Im  Eridebteraog  gefribrt,  da  nan  awer  d«B  Zaiilm 
Lebaadmi  nur  den  Log»ritliin«n  von  1.03-^  bedarf.  Vm  sicbar 
■  pkm,  htm»  man  gMcbteilig  dl«  siraittt  Mathoda  bannlsaa. 

Vierte  Methode.  Witd  die  lUiho  N«.  1)  rntl  lA^  nalü- 

fUrt  aad  difidirt,  oder»  waa  daaaalbe  iat,  frfrd  der  Olviaor 

I 

IJQ^  aoa  der  Klammer  geschieden ,  so  entsteht: 

7) 

^*  '^^'^ '^'^•*' 

Vergleicht  aan  blanait  dao  Werth  der  Leibraata  für  eiae 
i«f  I]||ibiiga  Pemaa,  ea  entatobt« 


Digiiized  by  Google 


274 


Oettinger:    Weitere  Ausführung 


^  ^1 

In  beiden  Reihen  sind  die  (ii  — 1)  letzten  Glieder  einander  j^leich. 
Alan  kann  daher  von  8)  auf  7)  übergehen.  Zu  dem  Ende  hat  maa 
der  ^umme,  welche  die  Glieder  der  eingescblottsenen  Reiht 
in  No.  8)  bilden,  J.^i.  l,ü/>"-*  /.u  zählen  und  dann  mit  dem  vorge- 
schriebenen Divisor  zu  theilen. 

Um  die  Leibrenten  für  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  za 
erhalten,  hat  man  also  die  verschiedenen  Summen  der  Reihe 

+  Am^u-l-\Mp  +  Aa^n-^.  I.Oyj*  +  ^a+.-j .  1 ,0p>  +  .... 

SU  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  einzelnen  Summe 
zu  machen.  Da  diese  Methode  hauptsächlich  auf  .>Iultipltkationea 
beruht,  so  lässt  sie  sich  leicht  durchfuhren,  wenn  man  im  Be- 
sitze von  Multiplikalionstafeln  ist.  Die  Werthe  von  1,0p*  uad 
I,0/}~"  sind  den  bekannten  Tafeln  zu  entnehmen.  Zudem  gewährt 
die  Methode  den  Vortheil,  dass  sich  ein  bei  der  Division  began- 
gener Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Summitung  der  Reihe 
sich  leicht  controliren  lässt,  man  also  bei  einiger  Aufmerksam' 
keit  gegen  die  Gefahr  des  Fehlens  geschützt  ist.  Man  kann  für 
die  nothig  werdenden  Geschäfte  eine  besondere  Tabelle  entwer* 
fen  in  nachstehender  Weise,  wozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
Finlaison  benutzt  ist:       ■•  -  • 


Alter 

Zahl  der 
Lebenden 
A^ 

1,03— 

1,03" 

> 

5 

Werth  der 
Leibrente 

1 

93 

3 

0,970873786 

1,03 

1 

0,3236246 

n 

4 

0.942ö»59a) 

1.0609 

4,09 

0,9638043 

.1.7 

0,915141659 

1,092727 

8,3336 

KÜ894892 

90 

11 

0,888487048 

1,12550881 

15,98-2689 

1.290^)466 

89 

17 

0.8<)26087H4 

1.159274074 

28,36328591 

1.439-20115 

88 

24 

0,837484-257 

1,19405-2297 

48,070945168 

1,6774441 

87 

34 

0,813091511 

1,229873865 

76,7-28200296 

1.8349132 

80 

44 

0.789409234 

1,266770081 

118,543911706 

2.1268108 

85 

56 

0,766416732 

1,304773184 

174,281795270 

2,385-2228 

ii 

a  .T\Af 

68 

ft  ♦ 

0,744093915 

• 

1,343916379 

247,349093574 

•2,7066317 

Die  Werthe  der  fünften  Reihe  («S)  ündet  man,  wenn  man  die 


Dig 


Warthe  te  swtf ten  (J.)  biid  der  vMim  (1,09^  vdflMfgMeiideii 
HoriioiiUlfeih»  maltiplicitt  «tod  sa  d«r  Zahl  in  dertellM  RlBflmi 
Horizontalreihe  addirt.  So  ist  die  Zahl  (5)  in  der  ▼lerteo  Hori» 

zontaireibe: 

Die  Werthe  der  Leibrenten  findet  man,  wenn  man  den  Werth  in 
der  fünften  Reihe  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Hori- 
zontalreihe multiplicirt  und  durch  die  Zahl  der  zweiteD  gleichen 
floriioDtalreihe  theilt.  So  iati 

1^1  =  1 . 1,03-»  (4 . 1,03^  +  3 .  J,03  + 1)  =  M,03-« .  8,3336 
.   ^P,91S141«9. 8^36^7,626424529 

Die  eboo  mitgetheilte  Methode  empfiehlt  sich,  uiemaDsieb^ 
all  eioe  bequeme,-  aehr  fördernde  uad  aiehero  Methode  luid  vor- 
dieat  Tor  den^flhri^en  wohl  den  Voraog^ 

Sind  die  Werthe  der  lehenslängiichen  Leihrente»  für  eine 
bestimmte  StcrblichktMtstafel  bekannt,  so  ergeben  sich  die  ffit 
aufbSreode,  aufgeschobene  und  tomporftre  nach  §.  79.  ohne  Schwie- 
fiskeit. 

» 

§.  8L 

Wertbbestimmuug  einer  Leibrente,  welche  so  lange 
feMblt  wird,  aia  swei  Pefaoneo  von  beatimmtem  AUer 

aieb  mm  Leben  befindet.  ' 

Soll  der  Werib  ohier  LMbrente  beatfmnil  werden»  weiche  so 
tauge  j&briich  mit  der  Summe  1  aiiaji^esahlt  wird»  ala  awei  Per* 
nhui  wovNm  die  «iiie  di»  «edere  b  Jahre  alt  iet,  teaammien 
leben,  so  wird  folgende  Methode  sum  Ziele  ftthren. 

Da  die  Leibrente  nur  ausgezahlt  wird,  wenn  heule  Personen 
aoeh  am  Leben  befinden,  so  hat  man  die  Fäiie  zu  beattm- 
le  welchen,  dies  Ereignisa  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daaa  die  fraglichen  Personen  am 
Ebdedes  ersten,  zweiten,  dritten,....  Jahres  bis  aar  Lebensgrenae 
zosaramen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscbelniicb* 
Uit,  dass  jede  einzelne  Person  am  Ende  der  genannten  Jahre  noeh 
lebt.  Die  Wahrscheinlichkeiten  liir  das  fragliche  Zusammenleben 
«teUeo  sieb  der  Reilie  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dar: 
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A^\.Ah-\.X       Am-\-%-Ah^%       Am^.Ah-\^  Ag^m-A^^ 
Am- Ab    *        Am 'Ah    *        Aa.Ak    '  ""     Am- Ah 

In  jedem  dieser  Ffille  muss  die  Sunime  1  gezahlt  werden.  Da 
aber  diese  Werthe  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werden  iniU- 
sen,  Bo  hat  man  zur  Bestimmung  des  gegenwärtigen  Werthet 
dieser  Summen  sämmtliche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  hei  dem 
Zinsfuss  p  zu  rahattiren.  Bezeichnet  man  nun  den  Werth  einer 
Leibrente  für  zwei  verbundene  Leben  nach  dem  Vorgange  des 
frShern  durch  XoA»  so  erhält  man  hiefur  folgende  Bestimmung, 
wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Divisor  Am- Ah  ausscheidet: 

'  »      1)  •  •  • 

T           ^    / Am^i.Ah+i    fffHMLf^ti*  I  •^•-fs-^^t-f-s  Aa^^Ah^\ 

^•^-AmAhV    l.Op  1,0p«  \,0p*~"'     1,0p«  / 

Das  hier  gefundene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
sirt  sich  ganz  in  derselben  Weise,  wie  dasjenige,  welches  nacb 

78.  No.  4)  zur  WerthbcMtimniung  für  eine  einzige  Person  gilt 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Werthe  fUr  zwei 
verbundene  LebMt  für  die  in  §.  79.  aufgeführten  besondem  Leib* 
reateo.  '*•'  *' 

Der  Werth  einer  aufhurenden  Leibrente  für  das  Zusammen- 
leben zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  b  ist  dann  nach 

79.  No.  2)  und  No.  5): 

2) 

,  1  fAg^uAh^X        Aa^i.Ah^%  i^«4^^.^»4^^^ 

^•*'»'"-^..^A  1,0p    +    i,op'^    +;;••   1,0p-  ) 

■    W  Ag^.Ah^     -  , 

= :57:irT;öpi^'--»-''*^>-'''''^. 

Der  Werth  einer  aufgeschobenen  Leibrente  ist  nach  §.  7^. 
No.  7)  und  No.  8): 

3) 


j  .    ___L_   /^•^^">■t-^■  ^4^41  ,  Ä^^t.Ah^m,^\  . 
i4..i4».l,0»5iV         l.Op       ^+  l,üp« 


Am^m^-m-  Ah-^^m^ 


1,0p» 

  Ag-\-m  '  Ah-\-m  _ 

-  :i7^M70;^''"»^"^^**  ">* 
der  einer  temporären  ist  nach  $.  79.  No.  11)  und  No.  12) : 


) 


m 

lAp'  ) 

DieWerthberecbnung  di««er  Leibrenten  kann  nach  den  in  8Q. 

in?eeebeiien  Methoden  t»eschehen.  Sie  ist  aber  viel  mühevoller 
and  auRi^edehnter  wegen  der  vielen  müglicheu  Combioatlo* 

MO,  ai«  die  der  Leibrenten  för  eloselne  Leben. 

Wertbbestijnmung  lebenalänglicber  Veraicbernugen. 


ärnnk  hier  gelangt  imd  am  Gln&ehttiB  im  ^le,  wen» 
rra  dun  BedArfhiaea  der  Cksee  aoagelit.  Beseieliiiet  man  die  2aU 
Itr  Penenen,  welche  nach  einer  bestimmten  Sterblichkeitstafel 
!■  oten,  (a-M)l«a»  (a-fä)teB  Jahre  a.a.i  atarhan,  dar  Aatha 


rat 


Jf»fi,  Jfa4a*  Jr«|« 


und  tiimmt  man  ao^  da»8  säniraUicbe  ojäbrtge  Personen  (if«)  M- 
Mjamentreten,  um  fiir  den  Fall  dee  Todee  mit  der  Summe  K  Ibr 
Ubaa  an  maicheni,  aa  hat  dia  G^Maa  a»  Eade  dar 
Jahia  Mgaada  Suauaaa  aa  lahlaa: 


ftar  g^aawirtlga  Warth  aiamtiiehar  SamaMa  ist  bal  j»-PraeaBti 


sieb  Am  Personen  hiebei  i)«tbeiUgen,  so  muss  jede  den 
iMchea  Balrair  hieran  sahlea.  Baadehaat  «an  daaaalhaa  adl  E9, 
m  hahaa  die  ThaUaahaar  dIa  tanna  Bm,A»  aa  htatailagan. 

IHcse  Summe  muss  dem  In  No.  1)  anKegebenea  Warthe  gleich 
•«ID.  Uiaraaeh  iat^  aianaiiga  Beitrag  Air  daa  atesalaaa  Thail- 
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Diesen  Werth  kann  man  nach  einer  der  io  §.  80.  angegebeon 
Methoden  berechnen,  nenn  man  die  Zahl  der  in  den  einzelsM 
Jahren  sterbenden  Personen  einführt.  Man  kann  jedoch  den  Werth 
der  vorstehenden  Reihe  auch  durch  Leibrenten  darstellen.  Die 
Zahl  der  in  einem  bestimmten  Jahre  Sterbenden  findet  man,  «reoo 
man  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  voo  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebenden  abzieht.  Hier- 
nach ist:  .n.i    4   A     ^ '  '  "  '* 

3)  Ma^n  =  Aa+H  —  i^o^^i+l.i'b^  ' 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  0,  1,2,  3,....  statt  n  in  3)  and 
ffihrt  die  hiedurch  entstehenden  Werthe  in  die  Reihe  No.  2)  eio, 
80  gewinnt  man  folgende  zwei  Reihen : 

K  f  Ag^X         Aa^9        Ag^f  Ag^u\ 

"  AgKTÖp  ^  1%«+  l.ü;>»+  •••  1,0;>«/* 

Offenbar  drückt  die  negative  Reihe  nach  §.  78.  den  Werth  einer 
lebenslänglichen  Leibrente  aus.  Die  Glieder  der  positiven  Reibe 
lassen  sich  gleichfalls  auf  eine  solche  zurückbringen,  wenn  man 

1^  ausscheidet.  Geschieht  diess,  so  geht  die  vorstehende  Dar* 
Stellung  in  folgende  Ober: 

.        .•  »  >  »     Iii  W  •*    -''i.i     ,1»»  it6|. . 

Der  einmalige  Beitrag  bestimmt  sich  nach  den  uDthigeo  Redac- 
tionen  hieraas  durch  folgende  Gleichung :  ^ 

Nimmt  man  auch  hier  die  V^ersicherun^ssumme  zur  Einheit  an, 
^  =  1 ,  von  der  man  auf  jeden  beliebi<;en  Betrag  übergehen  kann, 
so  i»t: 

100— La     1  — 0,O;iLa 


7)  £;.= 


100 +p    —  l.0;> 


Die  Vorschrift,  welche  dies«  l'ormel  enthfilt,  ist  leicht  zu  er- 
kennen.   Soll  hiernach  der  Werth  einer  Versicherungssumme  1 
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für  eine  ^jiihrige  Pcr^ua  nach  Fhilatson  bei  3  Procent  bestimmt 
werdeo,  so  iat  die  eiomalige  £iolkauti»t»uoiiue: 

100-3.2:3,_100  3.19.Q473528_^ 

— 1(6 — '    ~~  SSß"^^  =ü,4ieüw5. 

Nach  der  SterbUcbkeitstafel  voo  ^iortbanpton  i»t  aia: 

100-3.16,922  4y.234 
1Ö3    ~  —  Tos- 

Kaeh  der  SterblicbkeitstaM  von  Deparetenx: 

-      iüQ-3.19^i  41,524 

 IQä — =  Tor 

Üacb  der  von  Bruue: 

Med  siebt  wie  nabe  die  Werthe  von  Brune  und  Finlaison  zu* 
MBJDenkororoen.  Ibnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
wihreod  die  Tafel  von  Northampton  einen  viel  grSeeeni  Wertb 
giabt»  was  von  der  grOaseni  SterWicbkeit  herribrt 


$.  83. 

Werthbestimiiiiipg  ffit  VerelebemiigeeamneD  eaf  Kre* 
etiniDte  Zeit  (kiifse  Vereicherangen). 

Die  hier  zo  beantwortende  Frage  stellt  sieb  auf  folgeDda 
Weise  dar:  Eine  ajährig^e  Peraon  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
ikmme  (K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anaabi  (n)  auf 
«iaander  folgender  Jabre  veraicbern«  daaa  dieaeSomme  anageaablt 
wirdp  wenn  aie  im  Laafe  dieaer  Jahre  atlrbt«  ^ie  greaa  ist  die 
hiaflir  einsusahlende  Snmmet 

Die  vorrK^cende  Frage  beantwortet  »ich  auf  die  in  82.  an- 
^esrebene  Weise,  wenn  man  die  in  No.  1)  und  No.  2)  §.  8*2.  gege- 
bene Darstellung  rmf  n  Glieder  beschränkt.  Hiernach  bestimmt 
(•ich  der  Werth  der  Kaufsunime,  die  mit  Ea;\,n  bezeiobnet  wet* 
<lea  aoUft  wenn  die  Veraichetung/ssumme  1  iat,  durcb 

/'^rle<^'t  uian  nun  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4),  5)  und  6) 
io  awei  Reibe»,  ao  entaftebt  an«  der  veratehendea  GUaebeng: 
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denn  beide  Reihen  in  No.  2)  bezeichnen  nach  79.  No.  2)  uf- 
hurende  Leibrenten.    Nun  ist  nach  No.  5)  79.: 

^"•-*-^--^..1.0/i-^ 
Werden  diese  Werthe  in  2)  eingeführt,  so  erhfilt  man: 

^- ' »'  ■= i:^  +  J  ,0/»  — jTW^^  ~  ^ + "iTTiv"  * 

und  hieraus  nach  den  nuthigen  Reductionen: 

jr,   1  —  0,0p  .  Lg        /^a-f-W-l  .  l/«4-H— 1          Ag^n  •  Lg^ 

-T,i^  J..  1.0/1-  ~ 

>  • 

oder 

«   100 — pLm       Ag^n^l .  Lg^-l  —Ag^u.  Lm^ 

Hiedurch  ist  auch  die  Werthbestimmung  von  kurzen  Versiche- 
rungen auf  den  Werth  der  lebenslänglichen  Leibrenten  zurückge- 
führt. Umfasst  die  Zeitdauer  für  eine  kurze  Versicherung  nur 
wenige  Jahre  (etwa  5  oder  weniger),  so  «ird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  No.  1)  benutzt  ur)d 
die  Werthe  für  die  M  aus  den  Tafeln  bestimmt  und  einführt. 
Diese  bleiben  nämlich  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  diffe- 
riren  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewöhnlichen 
Zinstafelo  benutzen  kann.  '    \  ' 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumme  einer  Versicherung 
ftir  eine  30jährige  Person  nach  Finlaison  bei  3  Procent  berech- 
net werden,  die  20  Jahre  dauert,  so  erhält  man  aus  No.  5): 

Digitizc  ' 


100— 3. 4M't>49—   f^o  -LgO 

100—3.19,0173086  WO j^iMW? ^m.wvnm 
=  iöö  wnjps  

-niifJWRSQ  319,218255 

ssailOOQ8BS-ailtt79»«lllSMaiQ0; 
[  fltr  eine  Versicheriing  von  100  wAmmi  Mer  fl^lSO  eifegC  «r«nl«ii. 

Sollte  ab««r  die  Versicberoog  nur  5  Jabr«  daoero,  so  e^ibe 
lieli  aus  No.  1): 

I  /  9    ,  _Ö    ,    L  I  ^        9  \ 

I    7)     A»il.»=732 1,1,03  +  1,03^  ^  r,03»    1,03*  +  1,Ü3V 

!  ®    l-1.03-ft_  9.4,5797072 

0,03     ~  732 

»005030787..... 
mi  wmm  Utto  flir  cIm  syOrige  VerifcNnmg  fra  100  bot  MOO... . 


Fir  diie  Tenicinmf ,  dia  toh  aOiteD  U»  lan  NMm  Mve 
!  kmn,  Iii  aie  Knbimflwt 


_  100—3.2^    A^.L)^^ — AoQ.L^ 


«01416006». 


so- 

17 . 1,439201 15-1  ],  12909466 


7a2.i,(ö«'" 

.O^lOOOesS-^^^aMMlOOOSO^OWBBOM? 


»0^1371608. 


f  84. 


WcTthbestimmung  einer  Versicherung,  welche  wie  jje- 
"übnlich  auagezahlt  wird,  n  r^nn  die  versicherte  Persoa 
tDiierbalb  n  Jahren  stirbt  und  apSteatens  am  Scbluaae 
'•I  ttten  Jahres  anagesahit  ^ird,  vrenn  die  veraicherte 
Person  den  featgeaetsten  Zeftravai  Qberlebt 


Ol  die  TcnicbaniigibMWii  iMh  TeMMvrMgea  avf  dite  be* 
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schrfinkte  Zeit  in  Her  Weise  zaiassen,  dass  die  Versicheninf^ 
summe  jedenfalls  ausgezahlt  wird,  und  zwar  innerhalb  derselben, 
wenn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  Schluss  derselben,  wenn  «r 
die  festgesetzte  Zeit  uberlebt,  so  liegt  die  Aufgabe  vor,  die 
GrOsse  der  Einkaufssumme  fCr  eine  solche  Versicherung  zu  b^ 
stimmen.  Für  die  Dauer  dieser  Art  %-on  Versicherungen  ist  ge- 
wöhnlich ein  Minimum  (bei  der  Gothaer  ßank  11  Jahre)  bedingt 

Erste  Methode.  Nimmt  man  an,  dass  eine  Anzahl  ojih- 
riger  Personen  {A»)  ihr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  versicheni 
wünschen,  so  ist  das  Bedürfniss,  welches  die  GesellschanskasM 
innerhalb  n  Jahren  bei  der  Versicherungssumme  1  wegen  der 
eintretenden  Todesfalle  zu  decken  hat: 

•  t% 

1)  Mm*     Ma+lt     Ma-i-i  3fa^n—l- 

Ausserdem  bat  die  Casse  noch  am  Schlüsse  des  »ten  Jahres  an 
sMmmtliche  Personen,  welche  am  Ende  des  nten  Jahres  Doch 
leben  (Aa^n)  gleichfalls  die  Versicherungssumme  auszuzahlen. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  No.  ])  noch  das  Glied  ^«f«  und 
rabattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinsfuss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Am  theilnehmenden  Personen  zu  deckende  gegeDni^ 
tige  Werth  des  Cassenbcdürfnisses  durch  folgende  Daratelluog: 

1,0p "'^  1,0p*  +  1,0/»»+  -  J,üp- 

Nennt  man  nun  die  Einkanfssarome,  welche  jeder  Theilnehner 
sogleich  einzulegen  hat,  Ea,m,  so  zahlen  sSmmtliche  Theiloebmer 
die  Summe  Ea,M.Ao-  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  bestimmt  sich  die  Grosse  der  eiomali- 
gen  Einkaufssumme  durch  :  v .  • .  .u 

^>  ^^'  '-Ta^rOp  +  U^^^  +  i  O/P+'  -T;^ 

Lost  man  nun  die  Reihe  in  der  Klammer  nach  No.  1)  und  No.  3) 
$.83.  auf,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung: 


''"-AAhOp 


Aa}l       Aa^t  Aa^n-\  Aa\n 

Op  +  1,0p«    \,0p»  +      l,üp"  +  i,üp" 


oder  ,  . 

1,0p +  ^«.  1,0p  VI.ÜP+ 1,0p«  l,Op^/ 

 }_  f  Aajr2  Aa^n-l\ 

Aa  V  1,0p  +  i,Qp»  +  •  i;öp-v 
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Hieraus  euUtebt  uach  No,  2)S«79.:  . 

Nn  ist  Daeh  Mo.6)$.79.: 

r                >  i<»f«-l.Ir<4-ii-i 
 i.l^l  • 

üneb  EinftthniDg  dieM«  Wertbes  In  Mo«  4)  eDUteht: 
oder  • 

.  100  — /;La  ,  0,0/1. 4a4.«^i.La.|ii~i 

nK>    „/r      /ii  I       Lg-i  n-i, 

100+i» 

M  der  Amreadimg  gmtbrl  Md  die  bald  di»  avdeva 
fM  dm  in  No.3),  5)  und  6)  gegebenen  Formeln  beeondem  Vortbell. 


Zweite  Metbode,  demselben  Resultate  gelangt 
iif  folgende  Welse.  Will  eine  ajffbrtge  Pereon  nnter  den  ge- 
nannten Bedingungen  eine  auf  n  Jahre  danernde  Versichemng 
kaufen,  so  kOnnen  folgende  F&tle  eintreten:  die  ojfihrige  Pereon 
stirbt  im  Lanfe  des  Jsten«  2ten,  3ten«....  nten  Jahres  oder  nie 
lebt  noeb  am  Scblueae  den  lotsten.  Die  Wabracbeinlicbl^eiten  Air 
das  Eintreffen  der  angedeuteten  Ereignisse  eind  der  Reibe  naeb: 

Mg       il/04.1  ilf«rfii~l  fW» 

Elfter  dieser  Fälle  njus«  eintreten.  In  jerieni  derselben  wird  die 
Versicherungssumme  1  ansx'ezahlt.  Werden  nnn  diese  Glieder 
der  Zeit  entsprechend  hei  <k>m  Zinsfuss  p  rabattirt,  so  ist  der 
\V(rUi  der  sofort  au  nahlendca  Kaulsumme: 

•v    y    1  ^Mg       iVg  1 1      ^ajh2  ,        ^o-t-n-l  Aa^n\ 

Mse  Reibe  ftHt  mit  Iiio.  ^  anaammen. 
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Nach  diesen  Gleichangen  sind  die  Werthe  der  einmaligen 
Einkaufssummen  für  Versicherungen  in  Gesellschaften,  von  wel 
chen  jene  am  Schlüsse  eines  bestimmten  Jahres  (von  der  Golhaer 
Bank  am  Schlüsse  des  90sten)  ausgezahlt  vterden,  zu  berechneo. 

So  ist  die  einmalige  Kaufsumme  für  eine  Versicherungssaromf 
]  für  einen  30jährigen  Mann,  die  spätestens  am  Schlüsse  öm 
QOsten  Jahres  gezahlt  wird,  nach  No.  6): 


100-3.Ljo  .  0.03. .4«,. L„ 


103 


=  0,41609652  + 


^,0-1.03«» 

0.03.17.1,43920115 
732.1,03«« 


=  0,41609652  +  =0,4160965+0.000170195 
=  0,4162667. 

Hiernach  hat  ein  30j8hriger  Mann  fi3r  eine  ^'^r8iche^DDg  tod 
100  bei  lebenslänglicher  Dauer  nach  Pinlaisnn  (§.82.): 

100.  £',0  =  41,609652, 

wenn  sie  spätestens  im  90s(en  Jahre  ausgezahlt  wird: 

100. £,0^0=  41.62667. 

and  wenn  sie  nur  vom  SOsten  bis  908ten  Jahre  dauert  ($.  83): 

100.£:,o,i.«o  =  41.371608 

ZU  zahlen.   Diese  Werthe  difleriren  seftr  unbedeutend. 


Werthbestimmung  jährlicher  Beiträge  (Prämien)  fSr 
lebenslängliche  Versicherungen. 

• 

Die  einmaligen  Einkaufssummen,  welche  zur  Erwerbung  einer 
nur  einigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfordert 
werden,  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  des  Ein- 
tritts in  einem  vorgerückteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang,  und 
würden  aus  diesem  Grunde  Personen ,  welche  nicht  über  die  nuthi- 
gen  Mittel  hiezu  verfugen,  dagegen  jährlich  kleinere  Erspamiss« 
machen  können,  von  dem  Eintritt  in  die  Gesellschaft  abhalten. 

Um  nun  die  Theilnahroe  zu  erleichtern,  haben  die  Banken  die 
sachgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährliche,  am  Anfange 
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Soll  nun  das  Bedärfntas  der  Casse  durch  jährliche  gleiche 

Heiträge  statt  Her  Auszahlung  einer  einmaligen  EinUaufssurome 
gedeckt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Hrüsse  dieser  Betträge 
lür  eine  ojShrige  Person  durch  ßa,  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fange des  «ten  Jahres  lebenden  Personen  (Aa)  diesen  Beitrag, 
«fbeo  so  die  am  Anfange  de«  («  +  l)ten  lebenden  (Aa-^i)*  die  am 
Anfange  des  H  2)ten  Jahres  LelxiDdeii  (Aa^i)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  u.  s.  f.  Die  Geseilschattscasse  erhält  daher  zu 
Aaiaiif  der  nacbfaigendeii  Jahre  folgeiMle 


I)  ßa^Aa*     ßa*Aa\lf     ßwAia-^i»  " "  ßa»  Aa-^u* 

Werden  diese  Sammen  der  Zeit  entsprechend  l»ei  dem  Zlne- 
Im  p  rabattirt«  so  ist  der  gegenwSrtige  Werth  der  in  die  Ge- 
celltelHifleeasee  flieeeenden  Summen: 

Dieser  Werth  kommt  dem  in  iNo.  1)  angegebenen»  welcher 

das  Bediiriniss  der  Casse  bezeichnet,  gleich,  vienn  dort  A^=l 
sesetat  wird.  Er  ist  von  den  Aa  jetzt  lebenden  Personen  zu 
decken.  Daher  hat  jede  Person  den  sie  treffenden  Antheil  hier- 
vou  XU  tragen»  der  eich  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

3) 

*=^.'  (' + i  ( W  +  i!S  +  S?»  +  •  wO)  =      +  ^'>' 

Dach  §.  78.  No.  4).  Diese  Summe  flllt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
maligen Einkaul*!ipr(  ise  für  eine  lebenslängliche  Versicherung  Ea 
§.  82.  No.  4)  —  7)  (für  A=:l)  zusammen,  denn  die  einmalige^  Ein- 
bufssumme  soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  iat: 

4)  £• »     + uy. 

Hieraus  bestimm!  sieb  nun  der  jährliche  Beitrag  fär  eine  lebens- 
Usgliche  Versicherungssumme  1  durch: 

oder  wenn  der  Werth  aus  No.  7)  §.  82.  für  £a  gesetzt  wird : 
Tktil  XXXYJII.  »9 
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Hiernach  ist  der  jahrliche  Ueitrag  eines  ^lOjährigen  Manne«  tei 
eine  lebenslängliche  VerNicherongstiiuinme  1  nach  Pinlaison: 

''«»-10,3(1:^.19  047350)—  20,04735  — 

fiir  eine  VersicherungKsiimme  von  100  iniisste  daher  ein  jälir 
licher  Beitrag  von  2.075  gezahlt  werden.  Die  Hanken  fordern 
höhere  Beitrüge.     ,  ?  .    %  i 

ö.  öö.    ,.,  . 

Werthbestinini uns   des  jährlichen  Beitrags  für  karte 

Versicherungen.  ^ 

Soll  die  Ver8icherung  nur  eine  beschränkte  Zahl  von  Jahreo 
(n)  umfassen,  so  bestimmt  sich  der  jahrliche  Beitrag  auf  gleicii; 
Weise  wie  in  §.  85.,  und  man  hat  nur  n  Glieder  in  den  Reiben 
No.  1)  — 3)  in  Caicul  zu  nehmen.  Bezeichnet  man  den  jäbrliches 
Beitrag  in  Uebereinstinimung  mit  dem  frühem  durch  hm  i,m,»o 
ergibt  sich  aus  Kd.  3)  $.85.  hiefOr:     ^  . 

..'•VI?'  il)     i*'  n\'t\>  tminnJi 

l 


S-Ba  l,n[l  I  +  J^^i  +  +  ....  YJ^l^Zi)) 

'  "  '  ■  .  »        (.  , 


=  Äa,  1,1.(1  +I.a,l,«-l)  =  Äa,l,n(l+La— j^*^^_j.Lof.-l). 


nach  No.  5)  §.  79. 

Dieser  Werth  f<^llt  mit  dem  einer  einmaligen  Einkaufssunme 
für  eine  kurze  Versicherung  Ka.x.n  nach  §.  83.  No.  I)  und  2),  der 
in  jührliche  Beitröge  umgewandelt  werden  s«ll,  zusammen.  E« 
ist  daher:  i^-u'«.!«»!  <>ni't  ir»i  ■«•'isitfAdiuilM 

also :  •  . 


'   — i  (\nn—l — 

Wird  nun  der  Werth  aus  No.  4)  oder  5)  §.  83.  für  Ea:i,n  eingeßhrf. 
so  entsteht:  . \  i  ♦ 

100 — pLtg  Ag^n—l '  La-\-H—l  —  Amij^.  La  j-u 

_  100  HKp  AgThOp'^ 


4)      Ba;i,n  = 


■I.W        Aa^n—\ '  La-\-n—l 
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Jbt  die  Zahl  der  Jahre  für  etoe  korie  Tersicberung  nicht  gross, 
w  kam  msD  mit  Vorllien  die  arspranglicbtn  Reihen,  weram  die 
wsteheedeo  Formeln  abgeleitet  irnrdea,  atalt  letalerer  aetaea. 
Dtaa  ist: 

5) 

Salt  hieraaeb  för  einea  aOfibrigen  Haan  der  WeiA  eioer  Ver- 
•Ichening  aar  5  Jahre  nach  Fialalaoa  bestimmt  iretdea,  ao  ist 
m  Ha,  3)  and  ans  No.  7)  ^  tKL: 

■d  aas  No.  Slft 

\  9 . 1,03-'    9. 1 .03-«  +  9 . 1,03-  »f  9 . 1 .03"*  -^  9  •  1»03-* 
'■'»••-«a  +  73jj,08-»  +  714.1.03r-«+70ö.l,(l8-»+69ö.l,«|-* 


Für  die  VersicheronsTssunune  von  100  hei  5jaiiriger  Dauer  ist  da- 
her jährlich  1,2228  statt  der  eiumaligeo  Kaufsunime  5,630  xn  sah* 
Ica.  In  der  Gotbaer  Bank  betrügt  dieaer  Beitrag  1,45. 


$.  87.  ' 

Werthbestimmiins^    des    jährlichen   Beitrags   für  eine 
Versicherung  vüq  beschränkter  Dauer  (auf  n  Jahre). 
«•Bo  die  Versicherunt^ssftnninie  s|iätesten8  am  Schlüsse 
des  nten  .(ahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  ia  ^86.  wird  auch  hei  dieser  Art  von  Versicherungen 
(ier  Beitrag  nur  wfihrend  n  Jahre  erhoben.  Nennt  man  den  jähr- 
lichen Beitrag  Ba,u,  »»t  der  gegenwärtige  Werth  sinimtlicher 
Bekr&ge  fär  eben  Tbeilnehmer  nach  ^io.  1)  §.  80.  -. 

BtesPT  Werth  fällt  mit  der  in  S4.  r>rmrttetten  einmaligen  £in- 
kaiifiB«uniaMi  Em,m  zusamnien.   Es  ist  daher: 

«) 

£s.ii=i7a.ii(l  +  La  /ifljfi^l  -f-  La  ^^^^ij^ßt-^^  * 
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also 

*  +  ^-  ^..1.0/.-~ 

und  hieraus,  wenn  der  Werth  für  Ea,n  aus  §.84.  eingeführt  «vird: 

100  —  pLa       0,0p '  Ao+n-l . -Lg-fH,— 1 

4)  J»a,«  =:  -z  r-^  

1  •  r        ^o-t-ii— 1  •  M^a-j-n — l 

*  +  ^'  Aa.hOp--^ 

oder  *  * 

m-p(t.-'*'*'-:±:i^) 

5)  B., .  =  l-i  ^.  '.op-:'  /  ■ 


Op"- 

Die  heiden  Formeln  in  4)  und  5)  eignen  sich  zur  beqaeiofn 
Berechnung.  Die  zweite  hat  den  Vortheil  vor  der  ersten,  dasr 
zwei  gleiche  Glieder  im  Zähler  und  Nenner  vorkommen  und  da- 
her nur  eine  Rechnung  erfordern.     ^  '  f  • 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  die  Beiträge  (Prfimien)  derje- 
nigen Gesellschaften  zu  berechnen,  nelche  ihre  Mitglieder  von 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zahlung  derselben  befreien 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssumme 
auszahlen.  Für  die  Gothaer  Bank  findet  diess  im  OOsten  Jtbrr 
statt.    Daher  findet  folgende  Formel  ihre  Anwendung: 

100  —  pLq      0,0p .       .  1*89 

O)  Da,n  -|  , 


oder 


100 


7)  p,,-  '""~''('''~A,.\,0^^'J 

Hierin  bleibt  A^.Lg^  unverändert  für  jedes  a.  Für  die  Sterb- 
lichkeitstafel von  Finlaison  ist: 

^8»-^»  =  17. 1,4320115  =  24.46641955. 

Hiernach  ist  der  jährliche  Beitrag  ffir  eine  Versicherung  vom  VVerthe 
1  für  einen  30jährigcn  Mann : 


Digi 


*^     KW  (J  + 19^73628«^^) 
_100->3(19.0l7a588--0,0(fe843398) 

iop-g7jMBa82_  4Wiyi8  _(ui<awi  ^,,»n^,^ 


B«  tet  «Im»  Afr  dne  VewIciTigwoM a  wtm  M  «tetC 

ibmaligen  Einlage  von  41,62667  ein  jSbrticher  Beitrag  voa  2JfffJl 
u  uhlen.  Die  jahrliche  Prämie  der  Gothaer  Baak  bolilgt  ^MB^»« 
im  <ler  LflbMker  2^,  die  der  Wimt  %3833.... 

fol- 


die  Mk  aus  der  Verhindang  von  Now  3)  84.  und  den  n  eistan 
GÜedem  in  No.  2)  §.  86.  eigibt,  wmw  nan  baachtet,  daael 


+  Aa-i-u  —  Arnim  l 


Üa  kievon  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 

fna».  um  Hicbere  Zahlen  zu  erhalten,  hiernach  Her  jährliche  Bei- 
trag für  einen  HOjShrigen  Mann  narfi  der  Tafel  vou  Ts  orthamptoi»  ^ 
be&ttwiut  werden,  wenn  die  Versicherung  s)>äte«tens  im  UOsten 
itlire  MisgesahJt  wird.  Dureh  Euiftlhraiig  der  angezeigten  Wertbe 


'•er 


le 


S      S       5       S.       4       4       3       2  2« 
35     30      26      20      ]6      12      9       7  5~* 


laiHi 
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5. 1,03^1  «4,8M3090 

5.1,Ü3-«=4,7I29795 
5.1,03-8  =  4,5757086 
5.1,03-^=4.4424350 
4.1,03-^=3,4504352 
4. 1,03-« =3,349  9372 
3.1,03-'^=2»4392745 
2.1.03-«=  1,5788184 
2. 1,05-(»=:  1,5328334 
5.1fl3->o==3J204695 
.  H0372602 

und  hieraus: 


40  =40 

35.1,03-^=33,9805^30 
30.l,03-a=28,2778n0 
26. 1,03-^=22,8785426 
2O.I,O3-*5=17,7Ä9740D 
16. 1,03-*=  13,801  74ÜÖ 
12.  l,03-<»=  10^)498116 
9.1,03-^:=  7,3178236 
7.1,06-«=  5,5258644 
5.1,03-«=  3,832  ( 


183,4340063 


10) 


34y6572602 
^•«»^       183,4340663  =  0,1889369. 


Das  Dämliche  Resaltat  ergibt  »\c\\  auch  aus  der  Gleichung  No. 5). 
Für  eine  Versicherung  yon  100  ist  daher  der  j&brlicbe  Beitng 
18^8936. 

Bei  dieser  Rechnung  habe  ich,  der  becjuemern  Rechnuni; 
uegen,  <lie  Zahlen  der  Sterbrichkeitstafei  vod  Northaniptou  ent- 
nommen, wenn  die  Zahl  der  Gehorenen  auf  1000  reducirt  «ini- 
(S.  Baily,  Theorie  der  Leibrenten,  pag. 298. u. IT.) 


$.  88. 

Bestimmung  des  Wertbeä  einer  Zusatzpräniie. 

Die  Gesellschaften  gestatten ,  das«  der  Besitzer  einer  WNo»- 
änglichen  Versrcberung  na<  h  84.  v^ein  Ijchen  auf  eise  b«« 
'.schränkte  Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ibm  versicherte  SaniiTif 
spätestens  am  Schlüsse  des  festgesetzten  Zeitraums  ausgezahlt 
%vird.  Will  nun  Jemand  eine  l<'l);  risläncn''he  V  orsicherung  untet 
den  in  §.  84.  angegebfinen  Bedingungen  in  eine  solche  umwandeln, 
die  mir  Jfthre  dauert,  so  ist  Idar,  dnss  in  Folge  diCvStr  Tn»- 
Wandlung  jährlich  ein  grösserer  Beitrag  (Zusatz -Prämie  genannt) 
gezahlt  werden  muss.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  bestimn^ 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Versichert  .W  inand  auf  diese  Art  sein  Leben  auf  n  Jahre.  >o 
hat  er  nach  N«».  4)  oder  5)  §.  87.  w  Jahre  lang  jäiiriicii  /^a,« 
zahlen.    Kr  bezahlt  bis  jetzt  lür  eine  lebenslängliche  Versiehe 
rung  jährlich  Ba  nach  §.  85.  No.  5)  oder  0),  oder  richtiger  ßw^»-* 
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nach  6.87.,  wenn  «  <lie  Zeit  ausdrückt,  Hi>  der  jährliche  Beitrag 
uulhürt.  Lt  hat  daher  n  Jahre  lang  ausser  der  gewuhnlicbeu 
Aiuia  to  OdNMofcMs  beider  jilvlicb  m  Mhltn.  N«OBt  mtm 
M  Ae  Bngali-Maiie  für  ein«  ojftbrige  Penmi  aaf  «Im  IHmer 
TW  »  JahtM  2«^«,  9Q  «rbllt  um  iSnliiMide  BfitiiMMmg: 


Werden  die  eiitsprecbenden  Werthe  aus  §.  87.  und  §.  86.  ein- 
g«iiibrt,  so  «rbltt  man  aiw  No.  1)  »od  S)t    '  - 

■ 


♦ 

VSr  die.Be«tiaimungeD  d«r  OotfaaM  Baok  bat  map  In  Mo.  4) 

n  aetaen. 

Will  ein  SOjähriger  Uann  eine' VeraicbaniBg  kaufen,  die  api' 
testen«  am  £ode  des  60sten  Jahres  ausgesahlt  wird,  so  ist  der 
Wettb  der  Zusatz -PrSmie  nacb  Finlaiaon  tOt  uss30,  ni=aO, 
is90  nacb  No.  4): 

i»  Werth  den  avreilea  negaHven  Gliedee  M  nadi  -H^  7}  und 
8a.8)$.87.:  (MaQ77196.  Der  dee  eaatMi  tat.  n^erni  die  enge- 
Werth*  eingeBlhrt  «veadeB: 
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103(1  ,  19.0473528_«^#f^i'") 

100—3(19,04735^  -  2^86167634)_  lÖO — 48.5570295_0,4994(»31 
~    JÜ3(20,047a52«— •2.»Ö]67634)  ~"  103. 18,1856705  ■"IHJSSG?« 

=  0.0274(U82. 

Die  Zusatz -Prfimie  ist  hiernach  aus  No.  5): 

6)        Zjo.  80  =  0,02746482  -  0,02077  r>6  =  0,0066a354. 

Für  eine  30jShrige  Versicherung  von  100  ist  daher  von  einem 
30jährigen  Mann  jährlich  0,6<3U35,  oder  in  Thalern  ausgedrCckt 
'20  Sgr.  l  Pr.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  ist  von 
der  Gothaer  Bank  in  diesem  Falle  zu  25  8gr.  7  Pf.  bestimmt. 
Die  einmalige  Einkaufssumme  im  fraglichen  Falle  ist  49,94663 
und  der  dieser  Summe  entsprechende  30jähnge  Beitrag  2,74648. 

\    •  "sxu  I  -:  '  * 

§.  89. 

Werthbestimmung  der  einmaligen  Kaufsummen  oder 
jährlichen  Beiträge   für  Leibrenten   und  Lebensver- 
sicherungen mit  ROcksicht  auf  Verwaltungskosteu. 

Die  Frage,  in  welchem  Verhältnisse  die  Verualtungskosteo 
einer  Gesellschaft  zu  dem  von  ihr  verwalteten  Vermögen  stehen, 
kann  nicht  wohl  zum  V'orans  festgestellt  werden.  Die  von  den 
betreffenden  Gesellschaften  gemachten  oder  zu  machenden  Erfah- 
rungen können  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Rflcksicht  darauf  ausgeführt  werden  müssen,  ob 
eine  grOssere  oder  kleinere  Summe  Geldes  ihrer  Verwaltung  an- 
vertraut ist.  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  Voraussetzung 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  bei  gleicher  Spar.<<amkeit  und  Sorglichkeit, 
theuerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  gn'I.ssere  Summen  anvertraut  sind  : 
gerade  weil  in  beiden  Fällen  die.'telhen  (leschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  Mird  es  zulässig  sein,  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  in  einem  Procentsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrucken.  Nur  die  Grosse  die- 
ses Procentsatzes  wird  ein  Krgebniss  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  finden  ihre  Bestätigung  durch  die  folgende 
Tabelle  über  Einnahme  und  Verwaltungs- Aufwand  der  Gothaer 
Lebensversicherungs-Bank,  in  deren  Besitz  ich  durch  die  Gefäl- 


äer  poliUukeu  ArUkwMiL 


293 


ligkeit  des  VerivaltaDgmIliM  der  badkeheii  allgeineiMn  Veraor* 

gungü- Anstalt  erst  kam,  als  das  Gesagte  iSngst  niedergesehrie* 
ben  war,  und  die  ich  deswegen  iiatlitratilicli  iiiittheile.  Es  zoigt 
sirli  hieraus  deutlich,  dass  sich  der  Verwaltungs- Autwand  mit 
dem  Wachsen  der  Eiimaboieii  wahracheiniich  innerhalb  bestimm- 
tet (yreiise  vermindort. 


JiHrlieiier 

Verwal- 

Betrag  der 

Jalur. 

tnncra  -  Anf- 

IMvldendA 

Einmlunc. 

tuDKt-Aaf- 

wand  in 

in 

wand. 

FfocmiBn« 

n  1  >  M  #  1  ■  1 

1  4)£IA 

o4to 

looU 

144Do4 

fi  im ü 

iooi 

A  AfVAA 

0,Ui>o4 

1  Uli»') 

0,1)000 

IcuO 

7  7lU^O 

0,14/0 

'  w 

1  aal« 

Ado 1 

(l,4ou4 

1  7 
1/ 

loOO 

4do0vI 

91 

loo7 

OisSVi 

5^7427 

looö 

D,OOOZ 

XO 

ßAlQ^il 

004  iU 

lo4U 

7nooio 

QQA7Ü 

TL  AI  7a 

0,41 10 

1(5 

1 W  i1 

1 0U4o4 

o,^yiiu 

41«KlO 

fk.  OOI«.1 

4Uo4o 

4,oyud 

oolöVEl 

4,oOU9 

20 

4^  i  oU 

4,ÖUoU 

OA 

1  ttAA 

y /4c?i  ü 

44yoo 

A  AI  yf  •) 

4,0142 

l"4  / 

lUao Iii 

/IA0 11 

40^0 1 

4,4 /4w 

1040 

JUInHIIo 

A  OAOfi 

OA 

1840 

1108589 

47235 

4,860» 

26 

18^ 

11S9238 

47444 

4,1646 

28 

1^51 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1203507 

50579 

4,0031 

23 

m6 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448 

60154 

4,0964 

33 

Suiuiue 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

5,27259 

24,043 
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Faast  man  die  Ausgaben ,  welche  eine  Gesellschaft  zur  Dnrdi 
fahrung  ihrer  Verwaltung  und  ihres  Bestehens  nothig  bat,  in 
diesem  Sinne  auf,  so  werden  ihre  Ausgaben  einerseits  in  Aus- 
zahlung der  an  ihre  Mitglieder  abzugebenden  Summen  und  ande- 
rerseits in  den  Kosteri .  besteben ,  welche  sie  zur  Verwaltung  de« 
ihr  anvertrauten  Vermögens  bedarf.  Diese  Ausgaben  roOsseii  toi 
ihren  Mitgliedern  durch  Einzahlung  einmaliger  Sumnieo  oder  jähr- 
licher Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  Einnahmen  und 
Ausgaben  der  Gesellschaft  (ileichgeivicbt  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Werthbestimmung  der  Einkaufssumraen  und 
Prämien  auf  die  Verwaltungskosten  keine  Rücksicht  geoomroen. 
Geschieht  diesK  und  drückt  man  die  Grosse  der  Verwaltungs- 
kosten durch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver- 
waltenden Vermögens  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zufliessen- 
den  Einnahmen  aus,  so  kann  man  hiebei  folgende  Methoden  dem 
Caicul  zu  Grunde  legen. 

-  *  ■  '  j^**?- 
Erste  Methode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkaufs- 
summe  oder  jährlichen  Prämie  ohne  Uücksicht  auf  Verwaltungs- 
kosten festgestellt,  so  ergibt  sich  derselbe  mit  Rucksiebt  aof 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange- 
nommenen Procentaatz  q  erhöht,  also  mit  1,0f/  multiplicirl,  deoo 
die  einlaufenden  Kaufsummen  und  Prämien  bilden  das  zu  verwal» 
tende  Vermögen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hicdurch  bedingte  W^ertbänderung  dadurch 
an,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  eioen 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  In  §§.  78. — 88.  aufgefunde- 
nen Gleichungen  zur  Werthbestimmung  der  Leibrenten  und  Ver- 
Sicherungen  Folgendes,  und  zwar  aus  $.78.  und  §.  81. : 

Dasselbe  gilt  von  uufhnrendcn,  aufgeschobenen  und  temporSren 
Leibrenten,  §.  79.     '   '  <  - 

Aus  §.  82.  und  85.  ergibt  sich  zur  Werthbestimmung  einer 
einmaligen  Einkaufssuinnie  oder  jährlichen  Prämie  mit  Rucksiebt 
auf  Verwaltungskosten :  •  .  ,    .  .  ( 

3)  E.'  =  \.Oq.En=\  .Ol/ .  *  j^/^  . 


Digitizc 


Auf  ßleiebc  Weise  ergeben  sieb  aus  tlpn       Ki.,84.       ,  n7.  un<l 
die  fraglichen  Werthe  (ur  l&urze  unü  l>e«chränkte  V  eräicheruu- 
geo  und  Zusatzpräinien. 

Z«*»i(p  Metbode.  Erheht  ein«>  Cle-sellschnft  fVrf  riTtmalige 
kauisunnue  mit  Rücksicht  aiil  Vern  altunj^skosten  lür  eine  leliens- 
Idiigliche  Versicherung  (i^s)  von  einer  ajährigeu  (;'erc»un,  so  tie- 
tragen ihre  £iaiuüiroeD  im  Ganaen; 

Die  Aofiffahen  besteben  theik  in  den  an  .die  Tbeilnehroer  avaao- 
nhlMideii  Venicbernogei»,  derei»  gegenwlrliger  Werth 

itt,  ^ils  in  q  Procent  bestehenden  Vern-aittNigakAsten: 
Am  No.  S)— 7)  folgt  die  Glekhapg  ' 

_  ,     ^  Mg         Mg^t  Mg^u      ,     •»  |     m     «  a 


and  hieraus  in  Kückiiicht  auf  No.  5)  and  Nu.  7)  §.  82.: 

^  ~  r^^cs^  -  (100 +1»)  ( 1  -  0,0»)* 

Eben  so  bestimmt  eieh  die  Hrnaee  de«  jflhrlicben  Beitrag«  {Bm*) 
■Ü  Riekaicht  auf  VenraltuaiairMtaii  Mck  66.: 

'  ^' -(i+ISri-o,a9)-(ioo+p)(i^o.a9)(i+i^* 

Anf  gleiche  Weise  erj^eben  .sich  die  Werthe  der  einmaligen 
laitaufssanunen  nnd  Prämien  ffir  kurze  und  beschränkte  Ver* 
lidtringen  an«  83.  and  84.,  ^.  80.  nnd  67.;.  fllr  ZnaatipiK- 
■i«!  fi  68.$  ftr  LeibreoteD  fiff.  7iB ,  79.  nnd  Al.»  wenn  man  die  dort 
ttfgeaiellten  Glelabnngen  mit  (1  -CtOf)  «leilt. 

Die  hier  angegebenen  Wertbbeatimmnngen  gehen  von  der 
^iWiaetinng  nne»  deea  die  YerwaHnnfekoitin  an  Anivf  der 
Jikt  ftlHg  Bind. 
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Fortaetsuog. 

Dritte  Methode.    Geht  man  aber  von  der  Voraassetnns 

aus,  dass  die  VerwaltutJi^skosten  am  Ende  des  Jahres  läJiifr  sind 
HO  iührt  dieselbe  Sehlu^sreihe  zum  Ziele.  Die  £iooabfnen  de> 
Gesellschaft  bestehen  wie  vorher  mit  Rücksicht  aaf  VernaUiiogs- 
kosteo  in  der  iSuoime: 

I)  S^Em'.Am^ 

Die  Ausgaben  der  GeseUscbdl  begreifen  dann  in  sieb  die  «wn- 
sablendeD  VarMcbamogeii  tm  gtgeawftrtigen  Werth: 


9\  .^£±}i 

n«  + 1  A^Ä  +  •••• 


ferner  4le  am  Ende  dee  Jahres  HUligeo  Verwaltongskeeteai  dwei 

gegenwirtiger  Werth 

ist.   Ans  Ne.  1)— 3)  folgt  die  Gleichung: 

oder: 

und  hterane  nach  No.  5)  $.  82,: 
aleo: 

p ,  JE..i,Op  _  Ea{m±p) 

Wird  der  Werth  für  Ea  aus  No.  7)  §.  82.  eingeföhrt,  se  cfgihtMb: 

Der  jährliche  Beitrag  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mit  EScik 
sieht  auf  VerwaituDgekosten  ane    85. : 
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der  ptfliUiCheu  Arithmeiik, 
f) 

*  -~l  +  L«'^(IOO+/i-7Hi  +  i>.)~'(lüO-fp-^)(I+i.a/ 

Eben  so  eiflbt  sich  fiHr  besclwlakte  VettidMnnif  die  «hMnHge 
UmOMM  MS  f.  84: 

^^-l'i,^  j^jyOi>^i  J 

^      ^^-^  mTp^ — 

Oit  jarltelM  Beitrag  wird  dem  m  ^  87.: 

In  gleicher  Weise  lindct  man  die  fraglichen  Werthe  für  kurxe 
Versieberangen,  ZuKatz- Prämien  und  Leibrenten,  wenn  man  die 
UtOlr  aofgeetellten  Gleichungen  mit 

diridirt. 


r  einmaligen  Kaafsummen  oder  jShrllchen  Beiträge  schon 
Wkannl ,  wird  die  Berechnung  der  «entsprechenden  Wertbe  mit 
Hucktticht  auf  Verwaltungskosten  sehr  leicht,  denn  es  liemeMii 
dann  folgende  Formeln  in  Anwendong: 

10)  £.'sl,a«.£.,  13)  Bm'^lMq.Bm, 

Da  die  Rntwirkcliing  der  gefundenen  Formeln  aul  verschiedenen 
Ao«i€hten  beruiit,  aa  werden  sie  nicht  auf  gleiche  Kesultate  fttb- 
Mb  Es  lä«st  sich  leicht  nachn eisen,  dass 
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ist,  wenn  g'^p,  und  dagegen  T 

ist,  wenn  q  ist.  Die  Kevultate  der  Formeln  werden  aber  nar 
um  Weniges  differiren. 

Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  Bestimmung  des  jährli 
chen  Beitrags  eines  SOjährigon  Mannes  hei  4  Procent  für  eine 
Versicherungssumme  von  100,  und  nininit  die  Verwaltungskosten 
zu  dem  sehr  hohen  Procentsatze  von  10  an,  so  erhält  man  aus 
den  Gleichungen  No.  13)  — 15)  die  WVrthe: 

,    1,8255. 100 
**»o  =  100— 70  -"^'"^^»»«H) 

1,8255.104 

•  '^''=-Kr4-io 

Diese  Gleichungen  geben  auch  bei  dem  hoben  Procentsatz  noch 
einen  niederem  Werth  als  der  jährliche  Beitrag  2,043^3  bei  3  Pro- 
cent ohne  Verwaltungskosten  nach  Brune  besagt.  Der  jährliche 
Beitrag  in  der  Gotbaer  Bank  ist  nach  §.  87.  zu  2,633,  in  der 
Lübecker  zu  2,35,  in  der  Wiener  zu  2,3833  normirt.  Dieser 
höhere  Beitrag  wird  allerdings  durch  spatere  Diviilendpnzahluns 
wieder  ausgeglichen.  Es  tragt  sich  aber,  ob  hei  einer  schon 
consolidirten  Bank  nicht  die  Geschäfte  einfacher  würden,  wenn 
niedere  Prämien  gefordert  und  dadurch  der  Kintritt  erleichtert 
wurde,  da  auf  dem  bezeichneten  W«>ge  das  Bestehen  der  Gesell* 
Schaft  in  keiner  Weise  gefährdet  würde. 

W^erthbestinimung   einer    IJeberlebens  •  Versicherung. 

Die  Versicherungsbanken  gestatten  auch  ausser  den  genann- 
ten Versicherangen  noch  solche  auf  zwei  verbundene  Leben  unter 
der  Bedingung,  dass  die  vorsicherJe  Summe  nur  dann  ausgezahlt 
wird,  wenn  von  den  beiden  fraglichen  Personen  die  zum  Voraus 
bezeichnete  (6jfihrige)  die  andere  (ojabrige)  Person  überlebt. 
Man  nennt  diese  Art  von  Versi<herung  ,,  II  eher  leben  s- Ver- 
sicherung." Sie  worden  nur  auf  das  ganze  Leben  abgeschlos- 
sen. Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  ver.«iicherte  (6jährige) 
Person  vor  der  andern  (ojährigen)  stirbt.    In  diesem  Falle  wird 


der  paiitücätn  Aritkm^Uk. 


him  Tergfitung  ausgezahlt  woA  dto  chmtifchUi»  Mntoagelder 
riid  mm  Vortb«il  dflv  Battk  verftJUft.  Nur  dw  Mch  rifckständi- 
gn  Dividenden  werden  an  die  hesOglicbe  Pei^eon  surfick  geiablt. 

IIb  die  VeraicherungMttmme, .  die  hier  als  die  Einheit  enge* 

Mnnen  wird,  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  die  ajöhrige  Per- 

<59ti  ton  der  6jShrlgpn  fiberlebt  wiril.  so  häript  die  AuRzahlunc; 
davon  ah,  dass  in  irgend  einem  Jahre  (dem  (r  4- l}te»)  cUeees 
Ereignis^  eintritt.    )Ls  biitd  nun  folgende  Fälle  luüglich : 

;i>  Die  rrjfihricc  Pcrsnn  stirbt  während  di^'sselben  und  die 
/'jatiriL'o  lebt  noch  am  iSchlosse  de8sell>eD.  iiie  VVahrscheiolicb- 
keit  bietiir  i($( : 


^1—         A  i.  


Aa  ■  Ah 

b)  Beide  Personen,  die  n-  und  Ajähri^e.  starhen  im  Tjaul'e 
dieses  Jahres,  die  «jähriiie  aber  vor  der  ftjrihriiien.  IJie  Wahr- 
«cbeiolicbkeit,  daüi»  beide  i^ersonen  gerade  im  Laute  diese«  Jah- 
ns alerhen,  iet  im  Allgemeinen : 


wfm—  1      f  > 


und  in  diesem  Falle  liaiin  die  ajahrige  zuerst,  die  A^jHhrige  spii 
ter  sterben.  Eben  6»  umgekehrt.  Unter  der  Vorauäsetzungj  das« 
in  EbtreflSon  beider  Ereigoiese  gleich  mOglich  iet,  Ifiest  eieh  da« 
Ebfreffea  dee  hier  In  Frage  stehenden  Ereigniaeee  durch 


beieicbneu.  Dm  Eintreffen  des  einen  oder  audern  in  a)  und  b) 
fmannteD  falle  bedingt  die  Amabhuig  der  Veraieherungeanmine 
Ende  dee  genannten  Jahren.  Der  g^nwlrtige  Werth  dieaer 
int  bri  den  Zinafcmi  p: 


•Vde«  dieser  i!.reigni»se  kann  in  jedem  Jahre  eintreten ;  Hctzt 
iB«n  daher  der  Reihe  nach  die  Wertbe  0,  1,  2,  3....  bij«  zor 
l^hsnigranee  statt  r,  ao  erbSlt  man  mir  Wevtbbeetimmung  der 
I  Eiidkavbnnmme  £«&  Dir  eine  TTrtmrlnhBne  Tnrnirhnrnng 


^'^^AaAbK     \S\p      '  1,0p"  ) 
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Setzt  roan  nun   Ma^r~  Aa\^r  —  Aa^r^X,   Mb^r—A^r — Ah\^\\ 

und  sieht  von  dem  Divisor  Ag.Ah  ab,  so  ist: 

=  (Aa+r  —  Aa^r+x)  /^a-fr^-l  +  i(/<«+r  —  /<o-f-r+l)  (i4»+f  —  yl^r-f-l) 

=  K/I«^r> -^H-r  —  Aa+r+X  .  Ab^r      +  ^iH-r • /^H^i^i  —  Ag^r^X.Abir). 

Fuhrt  man  diese  Werthe  in  No.  2)  ein,  indem  man  allro&lig 

0,  1,  '2        statt  r  setzt,  so  erhält  man  eine  Darstellung,  die  vier 

Reihen  urafasst:  M 

.  .  .,- 

_,  _    1     /Ag.Ab        .^flfi.^t-n .  ^o4a./<»-|-«  Aa^u-Ab^u'\ 

I       /Ag^l.Abj^X     Aa^2.Ab\-l  Ag^u  •  Ab-i^\ 

'~2ÄZJb\  ^     I.Op«      + IJlip»  ) 

Aa-Ab^X     ,  Ag\x  Ab\i  ,  ■4af2.y<ft-}.3  ^  /la+«-l^f4^f«\ 


1  fAg.  

^'lAg.AbK    l.Op  1,0;>2    ^    10^8    -r-  y 

1       fAg\X'Ab     .Aa\^-Ah\X^g\z'^b\^  AgJ^g.Ab\M-\\ 

"LAg  AK    1,0p     +    1,0p«    ^  l,Qp»    +  •       1,0^  / 

Diese  Reihen  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise  auf  Leibrenten 
von  zivei  zusammenlebenden  Per.sonen  nach  §.  81.  ziiriickführen. 
Die  zweite  Reihe  l^llt  mit  einer  solchen  nach  Ko.  1)^.81.  zusam- 
men. Die  erste  Reihe  ändert  sich  auf  folgende  Weise  in  eine 
solche  uro:  ^ 

 I  ,   1  (Ag\X .  Ab\\  ,  At^t.Ah^^  ^  Am\n'Ab\%\ 

•i.I,Qp  +  2.1,0p..4../lA     J.Op     ^  ^"     J,0p-  ) 

1 

~27r;ö^^^  +  ^"*^' 

und  vereinigt  sich  mit  der  zweiten  in  folgenden  Ausdruck : 

_  1  — 0,Op.L.A 
~  2.1,0p 

Scheidet  man  das  Glied  Aa-Ab\\  airs  der  dritten  Reihe  ans,  so 
entsteht: 


1  •      1  ii^.a      » ••• 


2Aa.Ab.\ 


,OpV^  Ag.Ab^xK     \,0j>      +     1,0p«      "•■  •  ••// 


^mpblb^'  +^.(Ä  +  1)). 


1 
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Die  vierte  Reihe  fuhrt  uif  fotgeniieu  Aasdnick,  weno  du^.At 

Ufigetycbieden  wird: 

Omh  EfnlMbraBg  dieMr  WsHIm  geht  No.  3)  Ibtr  in: . 

Man  kann  aber  mich  rli(>  flnttf>  T^cihe  dadurch  timronwn»  dMS 
fflao  mit  A^i.A^  muitipUcirt  und  dividirt  Daoo  Ut: 

f ir  die  ▼ierle  aMi  wm  dvidi  Mnfliplikafiim  und  DMiioo  nUt 


Dorch  Einlührung  von  iSo.  4)  und  der  elien  angegebeueu  VVerthe 
h  No.  9)  eototabt: 

Man  kann  noch  verschieden»  Combinationen  zur  Werth hefstire* 
mon^  von  E^b  aurstdlM.  Dift  in  6)  QBd  6)  gegelMoen  «ind  jeden' 

Ulis  sehr  praklbch. 

Ist  «lie  ajahrii;c  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jShrliche 
Btitrat;  au»  der  eifimnligcn  Kaürmrmme  abgeleitet  werden,  .«o  er- 
fibt  «ich  derselbe  eiufach  au«  der  Gleichnng  No.  6)  §.  65  ,  und 
M  i»t: 

TUlxxxvm.  ao 
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Oder  man  kann  zu  der  Werthbefitijiiinung  von  Bo  auch  den  WeHh 
aus  No.  6)  für  Eab  einführen* 

Soll  nw .  umgekehrt  die  einmi^fge  EinkaafeeoiDiBe  odic  te 
jfthrlicbe  Beitrag  beatimrot  werdeo,  wann  die  öjSbHge  PaiiM  m 
dar  ojShrlgen  flberlabt  wird,  ao  ergibt  akb  der  Wertb  bianir,  w«n 
In  No.  5)  oder  in  No.  6)  b  atatt  a  and  •  atatt  b  ge«eM  «iii 
Man  erbSlt: 

7)  Eu 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  den  jährlichen  Beitrag  ^  Aftei 

Fallt  auä  der  ixieicbuiig : 

ifean  hieriii  der  Wertb  aoa  No.  7)  für  Eb^  eingeführt  wird. 

Soll  nun  der  Wertb  einer  Ueberlebenaveraicheroag  fikiad 
Peraoaea  too  dem  Alter  a  und  b  beatlmmt  werden,  die  am«- 
zahlt  wird»  wenn  flberbappt  eine  Ton  beiden  Personen  afirtif 
ergibt  aicb  derselbe  leicht,  wenn  mai^  die  entsprechenden  Walbt 
ans  No.  6),  6)  and  7)  soaamnieoiähli.  -  Man  erbllt  dann : 


Da  der  jährliche  Beitrag  nnr  so  lange  geleiatet  wird ,  al^  die  a- 
and  ^jfihrige  Person  zusammen  leben,  so  ereilt  aicb  nach  {»^ 
der  j^rlicbe  Beitrag  anf  folgende  Weise : 

Eben  so  IcHnnen  nun  nach  dem  Vorijanee  von  §.  89,  uod  |* 
die  Verwaltuogskosteq  |n  Rechnung  gcnommeo  werden. 

Man  besitzt  Tafeln»  worin  die  hierhergehorigen  Wertbe  bt- 
stimmt  sind.  Da  die  möglichen  Fälle  des  \ Crhundenseias  iweiff 
l^ersonen  sehr  mannigfaltig  sind,  8o  haben  die  betrelTenden  Tafdi 
eine  grosse  Ausdehnung.  Es  mag  genügen,  die  Metho4e  filr  ihre 
Berechnung  gezeigt  zu  haben.  . 
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9.  92. 

Die  Reserve. 

f)ie  Kef?erve  besteht  in  dem  Hrtrnire,  der  voo  den  Prämien 
oder  Beitragägeldern  zurückgelegt  »  erden  ntuss,  weil  alle  für  das 
Leben  oder  auf  mehrere  Jahre  versicherte  Personen,  deren  Prfi- 
■iMgelder  gleich  bleiben,  in  te  «nleo  Jebren  mebr,  in  daa 
tpUeni  weniger  snUen,  ale  die  Ausgaben  betragen,  welche  nach 
dem  SterUlchkeltagesetz  errordert  n-erden.  Der  Ueberadlnsa  in 
den  frOhern  Jahren  dient  dazn,  den  Minderertrag  der  spStern 
Jahre  auszugicirhen  und  ivtrd  ale  Reeerre  Ütr  die  feigenden  Jahre 
ar  Disposition  anuosantmeU. 

Nach  lieii  Statuten  der  einzelnen  Gesellschaften  wird  der 
je4e^ni;ilii;e  v>  :ihre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Grundsfit^en  der 
Prlmienherechnuiig  ermilteU.  Auch  wird  derselbe  von  Zeit  za 
Zeit  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  einzelnen 
flteellecbaflen  über  die  SterbHebkeit  gemahlen  Erftbrnngen  nnd 
ibwelebnageB  vo«  derselben  beriebtigt 

Znr  Bestimmang  der  Reeerve  eines  Jahree  wire  elgentliGb 
Mee  beeendere  Berechnung  nStblg,  wenn  die  eingehenden  Ivel- 

der  so  dem  nSmÜcben  Zinsfnss  ant^elegt  wurden,  in  welchem  dfe 
PlMentflae  bestimmt  sind,  die  Anszahlung  der  Versicherungs- 

»Qfnmen  genau  nach  dem  zu  (ürunde  j3;cIcQ;fen  Stprblichkeil^^^«•setz 
€rfnl»te  und  die  Vitm  altunirslcosten  des  Gosellschafts- Vermögens 
ittiD  Voraus  bestiniint  und  erlegt  wären,  denn  die  Reserve  bestände 
deon  einfach  ans  dem  jeweiligen  Cassenbestand  der  Gesellschaft. 

Da  aber  die  Prämiensätzo  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
Ziosfuüs  Procent)  berechnet  sind,  die  eingebenden  Gelder  aber 
VM  det  GesellechafI  ra  einem  hfiliern  Zlnafnaa  (4  hl«  4,6)  ange- 
l«g|  werden,  die  Stsrbeftlle  aber  nicht  mit  Sicherheit  nach  dem 
iagüomnienen  SterbliohkeitigeBetz  erfolgen,  ee  werden  eich  hier* 
SIS  andere  Resultate  ergeben,  als  diejenige  sind,  worauf  der 
Calcnl  führt,  tind  dio  vornus  gesetzt  werden,  wenn  die  Zahlungen 
▼«0  der  Bank  einL*':li:ilten  werden  sollen. 

Die  («csellschart  muss  daher  darnnf  hedncftt  «oin,  rorhtz*»iti!; 
übet  die  nöthii^en  Mittel  verfugen  und  ihre  Verbindlichkeiten  ohne 
Miritrigl(eit  erfüllen  zu  kCnnen.  Diess  ist  nur  niSglich,  wenn 
■Ii  Ar  den  richtigen  Bestand  der  Reserve  'Versorge  trifl.  Erfolgt 
ds  Abgang  der  vereieherteo  Mitglieder  in  geringerem  Orade,  als 
die  angenommene  Sterblicbkeits-Ordnnng  es  verlangt,  so  müssen 
dit  hiedoreh  flbencbdssigeo  Summen  In  Reserve  gehalten  werden» 
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damit  neiner  Zeit  die  erforderlichen  Zahlungen  gemacht  ireito 
kunnen.  Es  wird  daher  gut  aeiuy  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  dicBölli' 

gen  Rerieb ti|[;uni;en  gemacht  werden,  wie  diess  auch  in  deo  Sta- 
tuten der  hezüglicitea  Geseilächalten  vorgeFehen  ist. 

Berecbnang  der  Reaarve. 

Da  die  richtige  Berechnung  der  Reaerve  lur  daa  BestcbM 
einer  Geaellachaft  vor  Allem  Ton  Wichtigkeit  tat»  ao  sollen  hie- 
Air  Teracbiedene  Methoden  angegeben  werden. 

Erste  Metbode.  Bezeichnet  man  uii*  früher  die  Zabl  der 
am  Anfange  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vom  ateo 
Jahre  an  durch  Aa*  An\\,  Aa^»***'  und  die  der  mit  Tode  ab* 
gehenden  durch  Ma,  M^^i,  Af«fa»....,  die  GrCsse  des  jäbriidies 
Beitrage  Air  die  Veralcherongoadmme  1  oder  100  durch  ^«t 
beatimmt  aicb  der  Beatand  der  ReacrTe  Itir  ein  beatimntes  Jakr 
(nte)  fifr  eich  aehr  einfach»  wenn  man  die  Summe  der  «a  Ai* 
fange  dieaea  Jahrea  fälligen  Beiträge  bfatimmt»  hieandeiMB* 
jährigen  Zina  bei  p  Procent  zählt  und  davon  die  am  Ende  iu 
Jahrea  fölligeii  Versicherungsanninien  für  die  gestorbenen  Mit* 
glleder  abzieht.  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reum 
tOr  daa  nte  Jabr  (/in)  chtrch 

oder  für  die  Versicherungsaumme  A  : 

2)  Rn  =  Äa.ila+i.-l.  1,0/1—  if«+i.-i  .Ä, 

wenn  der  Werth  von      im  Verhältniaae  von  K  beatimmt  ist 

Diess  läset  »ich  auch  so  aiisdrüt  kon.  uetin  die  Summe  «liniBt' 
lieber    zu  Anfange    des   7itea   Jahres    fälliger   Beiträge  dorch 

=  Bn.  Aa\n~i  uud  dic  ^>umme  der  Versicherungen  dorcb 
bezeichnet  uird: 

3)  l?„=:y?„.I,0/j  -  F«. 

HieratM  ergibt  aicb  für  den  Beatand  der  Reaerve  am  finde 
ersten,  »weiten«  dritten  Jabrea  u.a.  w.: 

4)  I  l7»=:Ä«.l,0/»-F„ 
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wori»  aock  die  WaHbe  mpNoiI)  •dwIfo.S)  nobstl- 
trirt  ««rd«»  UHitteii. 

.Sammtlicbe  Werthe  in  No.  4)  Molbcii  als  Vorrath  fn  der  Cass« 
zur  Deckung  später  fällig  werdender  BedflrfntMd  aad  sind  ia  dl« 
ipitern  Jahre  überzutragon. 

Soll  nur»  der  Bestaitfl  (?pr  Reservp  am  Ende  des  «ten  Jahrp» 
(rir  sSniiiitliche  Jahre  l  i  sliinnit  werden  ,  so  wird  er  sirh  Je'n-ht 
pfeehpn ,  weiti)  mau  Itcuierkt.  tlai^s  die  Keserre  de«  er.Hten  Jahre« 
(n-J)  Jabf»  lang  Ziiia  trügt»  die  des  swelten  (n>-2),  di« 
Mtott  (»—3)  Jahr»  laaft  B.a.w.  W«rde«  aao  dia  B«lrl||a  In 
fki)  dar  Railia  oaeb  lait  1,0^-^,  ],<l^*,.*.«ljQ!p*  1  vervial* 
UAltt  ao  argibt  sich  der  Bestand  dar  Geaammtraawa  für  «Jabre^ 
kt  alt  SA«  baiaicbaat  werdan  aol! : 

») 

SÄ.=  Ä, . l,0/>"->  +  Ä«.  l,0;>»-a  +  i?5 . 1 ,0p^  + ....       .  l,Op+  /^n, 

oder  wenn  iVw  Werth«  fdr  die  12  aus  Ne.  4)  eingeführt  and  ge* 
»rdaet  werden : 

6) 

— l>'|.l,Ö^-*-f  ....  F«.l^^  F,]. 

«der  aaa  n«.!2): 

7) 

-  A  [  J/<,.1,0;>— »  +  üf,+i.l,(V»-«+....  Jf»f«i^.I»((p-|- jr»4^-i]. 

Zweite  Motlinde  Zn  dem  nämlirhen  Resnitate  !*elangt 
nao,  nenn  man  die  Wertbe  aüntnitlicber»  xu  Aiilang  der  Jahre 
ttflgar  Be&trige  Z?, ,  B^t....Bn,  «beuaa  die  am  Eada  dar  «fabr« 
awiiuahlendeii  Veraicberoogfurainnien  Vi,  F«»....  F«  aof  dea 
Schloss  de«  rtten  Jahre«  sarOvitbrlngt  uad  letalere  ▼««  ^raterea 
abiebC.  B«  tat  daaa  wi«  varbla: 

SR^  —  B,.  l,0;>»+  /?2.1.0/i"-^  +  .  ..Bn-ulMp''  +  Bn.lßp 
~[r|,l.üp— »  +  F».1.0|i-*+  ....  F,-i.1,(J5p+  F.J.  ^ 

§.94. 

'  fartaataeag. 

Dritte  Metbed«.   Die^e  ergibt  eich,  wenn  nan  mit  dem 
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Ende  eines  jeilen  Jahres  die  Rechnung  der  Gesellschaft  abschliessl 
und  den  Cassenvorrath  des  Vorjahrs  für  die  Reserve  in  das  nacb- 
folgende  überträgt. 

Der  Bestand  der  Reserve  des  ersten  Jahres  ist  hiernach: 

Zo  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträge  des  zweiten  Jab- 
res  und  er\vachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahres  sammt  Zins  zti 
der  Summe  (ß| -f  ^t)  I«Op.  Hievon  gehen  die  VersicherangssuoH 
men  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  daher 
am  Ende  des  zweiten  Jahres: 

Zu  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beitrüge  des  dritten  Jah- 
res und  erheben  sich  samnit  Zins  am  Schlüsse  des  dritten  zu  der 
Summe  {R^  -f  B^)\S)p,  von  welcher  die  Versicherungssummen  des 
dritten  Jahres  abgehen.    Hiernach  ist: 

Worden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres,  der  wie  in  §.93. 
durch  SRm  bezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weise: 

4)  SRn  =  {SRn-l  +  Bn)  I  Jdp  —  F«. 

Diese  Methode  ist  eine  znriicklaiifendc.  Werden  nun  die  Wertbe 
für  die  R  aus  den  vorstehenden  (ileichungen  eingeführt,  so  ent> 
steht,  wenn  gehurig  geordnet  wird,  im  Anschluss  an  No.  1): 

SR^z=z{SR^^  B^)\Sip-^l\ 

=  Ä, .  \Sip^  +  B^.yOp  -  F, .  I.Op—  F„ 

=     .  1  .Op»  +  i?«.  1 .0;^^  +  /ij .  1,0^  -  F, .  1,0;>«-  F..  F,, 

SR^  =  (SR:,  +  B,) \,0p-  F,  '  '  ■ 

=  B, .  1,0/i*  +      i,Op^  +  Ä3 . \,{)p^  +  B^.],Op 
-  [  Fj .  l,0/>»  +  F,.  l.ü/,»  +  F, .  1 ,0p  +  FJ 

u.  s.  w.  Das  Ableitung8g(>sctz  tritt  deutlich  hervor  und  es  ist 
allgemein : 

5)  SRn  =  Bi .  ],0p^  f       1 ,0/»—'  +  ....  Bn-}  .\  ,0p* ^Bn  .  },0p 

—  [Vi.  l,0/>"-»  +  F,.  1 .0/>— *  + ....  F,-i .  1,0/?  +  F«J. 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  No.  6)  §.  93.  überein. 
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IH»  Miber  eniwickelten  Gleichungen  f«li6a  van  der  Voran«- 
•etiong  ao8,  dann  jährliche  Bniträge  elngesabli  werden.  Werden 
tber  einmaJige  Einkenfaenaiinen  angenommen,  so  ergibt  aicb  bie- 
ilr  folgende 

Vierte  Methode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtiicber  Gin- 
kanfssuKHJien,  welche  durch  E—Aa.En  bezeichnet  werden  aol- 
leo,  auf  den  8chiu88  des  7iten  Jahren  und  ebenso  sämmtliche 
Versichernngesuniraen  F|,  V^,  V^,,...  F«  auf  den  gleichen  Zeit- 
pankt  sorflck«  Geacbieht  dieas,  so  ergibt  sich  für  den  Bestand 
im  Gesnmmtreserre  am  Ende  de»  »ten  Jibree  folgende  Beatbn* 
■ngs 

i;lU  =  l;a.^p-~[Fl.l,(^p^l+  Ft  1^-»+....  F.-i.l^+  F.). 

Berecbnong  der  Ke^ierve   bei  vierteljährlichen  Aus- 

nnblungeik 

Die  Statuten  der  verschuMli  ix'n  Ge^iellschaften  enthalten  ge- 
wrjhnlich  die  Bestimmung,  da8s  die  Versicheruiif^sHtiramen  drei 
Monate  nach  Einlauf  der  gültig  anerkanoten  Öterbepaplere  aus- 
gezahlt  werden. 

Hiernaeb  münnen  vlerteljftbrllebe  Aoszablvngen  in  Rechnung 
ftbracbt  werden.  Geht  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
Absterbens  binnen  Jahresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Vierteljahren  der  einzeiuen  Jahre 

ilf^f  f-l  Ä  =  }  Fr 

iDszuzahleii.  Diese  Art  der  Aiis/nhluDu  setzt  vierteljShrliche  Vrr- 
ziusuog  voraus,  und  diese  ist  dann  der  Harmonie  wegen  aut  Ein- 
nahmen uttd  Ausgaben  anzuwenden.  In  diesem  Falle  stellt  eich 
der  Calcnl  andere  nnd  In  folgender  Weite  feat,  wenn  man  der 

Klne  wegen  den  vierteljfthrlichen Zins  durch  i.pQQ=i>i  beseichnet. 

Die  Beitrl({t<^  dv»s  rten  Jahres  erwachsen  bei  vierteIjShriger 
Verzinsung  zu  der  8uuujh;  /ir.  1,0/^1**.  Die  vierteljährige  Auszah» 
luog  der  Versicherungssummen  desselben  Jahres  führt  dann  auf 
folgenden  Werth: 

i  y, .  IM  '  +  4  Fr .  I.Op,«  +  U  r .  1  Min  +  Vr  =  i  F,.  • 
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Der  Bestand  der  Reserve  des  rten  Jahres  für  sich  ist  daher  n»cb 
§.  93.  erste  Methode  : 

1.0p»*- > 


1)  Rr  =  BrAfipi^-{Vr. 


0.0;», 


Man  kann  nun  nach  einer  der  in  §.  93.  und  $.  94.  Qiigegebenec 
Methoden  verfahren  ond  wird  dann  den  Bestand  der  Gesamrot- 
reserve  fOr  die  verschiedenen  Jahre  durch  fnluende  Formeln  er- 
halten : 

3) 

SÄ,=(Ä,  +  ti^) .  1 ,0/>, ^-iV^} ^  =     .  I.Opi«  +  ß,.l.(i!p,* 

4)  SÄ,  =  {SR^  +  Ä3)  I -  i  Fa .  -^^i^ 

=  i?» .  1 .0/., "  +  i?, .  1 ,0/;,  8  i  ^3 . 1 ,0p, * 

Hiernach  er^iht  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  Rten 
Jahres  auf  folgend«'  Weise: 

5)  SRn  =  (SRn-l  +  ßn)  1,0p,*  -  {  F„.  -^^J~^  ' 

=  ß,.l,0p,*-+ß4  l,0p,*"-H...Ä«-i.l.0piH^«.l,Qp,* 
-  '^^^  [  ^'i .  1.0p,*-*  +  Fa.  1,0p, *'-8....  F„_,.  I,Op,*  +  r.]. 

g  96  MOi#  a«»! 

Vergütung  aus  dem  Reservefonds. 

Die  Versicherungsbanicen,  und  iiametitlich  die  Gothaer,  gestal- 
ten ihren  Mit^üedfrn  den  freiwilligen  Austritt  aus  der  Gesellschaft 
Bei  kurzen  Versicherungen  hört  in  diesem  Falle  der  Anspruch 
auf  Vergütung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebensdauer 
aber  wird  dem  Inhaber  einer  Police  gegen  Rückgabe  derselben 


4»  jMtUmeken  AriiAtaeUk. 


aü9 


•ine  b«MBdet6»  OMh  fesIgMtelltoii  GrandiitMii  sa  btrscIiiKnid« 
Tdgttmg  am  dem  Reservefond«,  unbeschadet  seines  Anspruch* 
aif  dit  UuB  iMicli  gebOhreadeD  Dividcndeo-ADtiMUe»  gewSbrt 

Es  entatabt  dabar  dia  Fiaga:  wie  grosa  dar  Betrag  diaear 
VügltaBg  Ar  dia  ven  ainan  aaatralaadaa  MUgliede  geleisteteo 
IWtiige  zu  bemessee  lat  Di«M  Frage  wird  «leb  ia  felgaadet 
Wdea  baeatwortea  laeaen. 

Elna  Afimbi  aaHarigar  Peraaoaa  M«)  vereialgaa  alcb,  an  aleb 

geveoscitli;  Hne  Summe  K  zu  veraicborn,  «reiche  l>ci  dem  eintra- 
tenden  Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  bestreiten 
die  hie^u  nothii^en  Auslagen  durch  jälirlicfip  i^leirlie  Heitrfi?!f»  und 
iaüsen  (la-^  Verm;»iieii  der  (»eselUchnft  aut  ihre  Kosten  verualten. 
Nach  Cinflus.s  vun  n  Jahren,  innertialb  tvelcber  die  Beiträge  and 
Yersicberungüsuinineii  ordnungsinässig  eio-  oad  ausgezablt  wur- 
4fn,  baaefaliaaean  dl«  aa«b  flbrigaa  Mitgliedar«  dia  GaaeHatlMil 
laftotfiaea.  Ba  fragt  aiabt  «reiche  Samma  bat  Jedea  dar  var- 
biadaaaa  Mitglieder  aaaaapreebaat 

Offeabar  wird  Jader  Aber  dia  Ealacbeiduiig  Bellagta  antwar- 
In:  dia  ta  dar  Caaae  rarbaadeae  Sumroe  iaf  Eigaatbam  def  nacb 
fftrbandeaea  Mi^liader  and  im  Auritisungsfalle  muss  die  v'orrätbiga 
Samnie  unter  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder  im  Verhiiltniatf 

ilirer  Msher  jrel»'is(eteTi  HeitrSge  vertheilt  werden.  Der  in  der  Casse 
vorhandene  VorraU)  ist  aber  iu  der  Tbat  nicht«  aoderea*  aU  die 
Heserre. 

Da  nan  jedem  Mitgtiede  der  Austritt  aus  der  Versichenniga» 

Gescilpt  haft  m  i«>df>r  Zeit  freisteht  und  ihm  in  diesem  Falle  eine 
Veri^ötinip;  zugesagt  ist.  hu  (iillt  diese  1' raj^c  fitit  der  obineii  zu-  , 
««loitieri.    Sie  uttterticheidet  ^ich  \ou  ihr  uur  dadurch,  dai»ä  die 
tifKeUacbalt  nacb  dem  Austritt  des  Eiozeluen  uocb  fortbeateht 
mi  dar  Beet  der  Reaerve  Blgaalbam  der  (ieaeilechaft  blaibt 

Bezeichnet  man  nun  das  VirhSUniiJK  des  Beitrags  eines  ein- 
zelnen Mitgliedes  zu  der  äumme  der  Beiträge  der  vorhandenen 
Kitglieder  oder,  was  daaselbe  ist,  der  verateberten  Summe  zu  der 

tiesammt-VeraicbeningsaiuDine  durch       ao  beaüauBt  aieb  dia 
bagBcba  RfiehfargQtDOgaaanna  dorcbs 

Ii  ^ki^^* 
l)  ,  Cr»— gr— • 


^er,  waaa  dar  Werth  ßir  SHn  au«  ^.93.  oder  §.94  eingeführt 

wird: 
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-  5 [  ^1  •  +  V%'  1,0/;-«  + ....  F._i .  1,0/;  +  F.]. 

Die  Statuten  der  Gothaer  LebciiRversicherim^sbank  enthakten 
Aber  die  Berechnung  der  fraglichen  Vergütung  folgende  Bestim- 
mung ; 

„Die  Hube  dieser  Vergütung  wird  bedingt  durch  das  Verhält- 
oiss  der  nach  den  Berechnungen  der  Bank  auf  die  Versicherung 
treffenden  Reserve  zur  Versicherungssumme.  Beträgt  die  Resene 
nicht  mehr  als  20  Procent  der  Versicherungssumme,  so  trird  der- 
malen die  Hälfte  der  Reserve  als  Abgangs-Entschädigung  gewährt. 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent,  so  findet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Rflckvergutung  Statt,  und  zwar  dergestalt,  das« 

wenn  die  Reserve  20 — 22  der  Versicherungssumme  ausmacht ,  eine 

.  ■  Rückvergütung  von  51  Proc. 
•»  »I  ♦»  22 — 24  '  t' .  ^  .  . »»  .  »,52  „ 
»»  »»  »»  24  2ö  53 
u.  8.  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird ,  so  dass  sich  mit  dem  ab- 
soluten VVerthe  der  Pulice  auch  das  Verhältnis»  ihres  Rückkaufs- 
preises erhobt  und  ein  allninligcr  Ueliergang  zu  dem  Punkte  Statt 
findet,  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  Versiche- 
rungssumme letztere  nach  §.  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (Vorstands-Beschluss  vom  15.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  ist  auf  ungefähr  die  Hälfte  der  für  dieselben  einge- 
zahlten Prämien  anzuschlagen." 

Die  Grundsätze,  woraus  die  von  der  Gothaer  Lebensversiche- 
rungs-Bank  gewählte  Berechnungsweise  abgeleitet  ist,  sind  wie 
mir  scheint  nicht  deutlich  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Ansicht  eine  ziemlich  w  illkührliche  BeMtimmung,  wenn  auch  ihre 
Resultate  mit  denen  der  oben  angegebenen,  was  aber  kaum  vor- 
auszusetzen ist,  lusammentreffen  sollten.  Auch  die  im  letzten 
Satze  aufgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  sein. 
Jede  in  der  Mathematik  aufzu.stellcnde  Methode  muss  eine  durch- 
sichtige, allgemein  verständliche  und  eben  deswegen  bindende 
Grundlage  haben.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  von  der  Gotbaer 
Bank  angegebenen  Berechnungsweise  schwer  zu  erkbnneu. 

§.  97. 

Berechnung   des  Sicherheitsfonds. 
Der  Sicherbeitslonds  wird  von  den  ungesammelten  jährlichen 


MfaMiIMbMMifswBgdbaM  D€f  wtoe  Qqttwifciwi  Jbhiii 

lit  die  Summe,  welche  na<A  Absag  der  AwgaliflB  saromt  V«tf> 

waltungskosten  und  deT  Regerve,  so  «ic  der  HofjenaTinten  üeher- 
trii^e  von  der  Elpnahme  fibrig  bleibt  und  bildet  den  Vorratb  fu 
die  Divideude. 

Bei  dieser  Rechnung  mu«s  daher  noch  ete  weiterer  Beetand- 

theH,  die  Verwaltungeko^trn ,  anfgenomrnen  werden.  Bezeichnet 
man  die  Verwaltongskogten  der  \  rrschiedeiien  Jahre  durch  Wn 
^t>  ^s**"**  den  Sicherheitsronds  durch  Si^  8%,  8^,....,  und  be« 
kUt  die  frühere  Bezeichnungsweiae  bei,  so  bestimmt  sich  der 
MtriMtefoncb  um  Ende      «ratoii  Jabre«  doreh 

des  «weiten  Jahres: 

ba.tr.;  und  hietaiM  «QgeiMlii  nacb  Analogit  d«ff  GlaiebangeD  !■ 

=  Ä,  .1,0^"  +  J?a.  LOy"-'  ..  /^.-i  l,üv»+Ä«.  I.Oy 

weoo  Qu  =  li^  4- -|- N  die  Summe  säninitiicber  Ausgaben  und 
Em  ainmlliclM  Kinnakman  einM  Jahres,  g  aber  den  ZioafiM«» 
«eib  die  Kapltalwertbe  der  Brak  aagekgt  «lad«  baaeiebnat  Dia 
Reserve  (A.)  ist  im  Zinafosa  p  an  beatimmen.  DSe  Anawerthang 
von  No.  3)  unterliegt  keiner,  wallara  SchwierigbaU.  Bei  viertel- 
jihrlichen  Aoszahluttgen  kofliaiao  die  Baatbanm^gaa  daa  §•  9ft. 
m  Anwendung. 


§,  96. 

Mfltbadaa  Mr  dla  Bar«aba«agawalair  d«f  Raaarira. 

Da  die  Bererhjiuiig  der  Reserve  für  die  Versiehemn^mbanken 
von  Wichtigkeit  tat,  so  nUigen  hiefür  foigeude  BietbodeD  angege- 
ben werdM. 
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Erste  Methode.  Sie  ergibt  eich  aus  der  Gleidmeg  Ne.i) 

I)   SRn=  l?|.l,0;?"-i+  /i4.1,ü/i"-2-|.....  /e««i.l,0/>-f /?. 

und  besteht  darin,  dase  man  den  Bestand  der  Reserve  eines  jeden 
Jahres  fdr  sich  nach  der  Formel 

für  den  Werth  A'  oder  \  berechnet  iinci  dann  je»len  einzelneo 
Werth  mit  der  zuijehtirigeii  i^oteoz  von  1,0/?  verhindet  und  säraiil* 
liehe  Glieder  ^ununirt. 

Soll  der  ßeltand  der  Reserve  am  Schhisse  des  vierten  Jah- 
res nach  der  Tafel  von  Northiimpton  bei  3  Proeent  und  lf=l§0, 
wenn  man  von  dem  flOsten  Jahre  ausgebt,  berechnet  «rerden,  m 
ist  ans  No.  1): 

Aus  No.  10)  i.  87.  bat  man  iB«o=  l^»^^^—  =  Ro.2}: 
J24=40. 18,9.  ]»03--6. 100:=: 778»68  —500=278,68, 
35. 18,9.i,03'-5. 100=  081,045— 600=  181^, 
^3  =  30.18.9. 1,0^-5. 100  =  j64,01  —500=  64,Ü1, 
J?4  =  25 . 18,9. 1,03  -6 . 100=486.675  -  600  »  - 13^25, 
und  hieraus  nach  No.  1): 
3)   5^4=287,08. 1,033  \  181,045. 1,03«  +84,01 . 1,03-13,325 
=304^21    192,388  +  86,530— 13,325 
=583,439—13,325  =  670.114, 

Zweite  Methode.  Sie  beruht  auf  der  Dnrchfahraog  du 

Gleichung  No.  7)S.93.: 

4) 

Man  hat  sofort  der  Reihe  imch  die  Zahl  der  Leficndeo  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  t,0|»  xa  verbinden,  die  hiertof 
entstehenden  Prodocte  za  sommiren  nnd  die  erhaltene  Summe 
mit  dem  Jahresbeitrag  za  multipliciren.  Dasselbe  bat  mit  der 
Zahl  der  Sterbenden  zu  geschehen ;  die  entstehende  SunHse  ist 
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niTf  der  Ver{«ichernii<;süuniiii«  K  zu  Tiitiltipliciren  nod  das  zuletzt 
€ibaUeiie  Resultat  von  dem  ersten  abzuziehen. 

Wird  da«  oben  geg«)b«ue  liebpiel  bieraach  behandelt«  SO 
ei4«tebt : 

«) 

5/^4=18.9(40. 1,03*  f- .35. 1,03'  f  30. 1,03^  +  25.1,0D 

-  100  (5 . 1 ,033  ^  5 .  j  ^032  ,5.1  ^03  \  5) 

=  18,9(45,020352  4-  38,24d445  -f  31*827  -f  25,75) 

—  S:100.4,I8:T»270 

=  2a6U288  —  209i,bia5  s  ö7Q,llö3.  ^ 

l«f  «acb  dieser  Method«  d«  Stand  der  Reserve  Ar  dae  Ute 

Jahr  festciestellt,  so  kann  man  hieraus  leicht  auf  den  de«  (n4-l)ten 
.fahrcs  uber<:rhen.  Uieraa  dient  folgende,  ans  No.  7)$.93.  al^»- 
(eUete  Formel: 

-  K\{M^.  1.0/>— » +         l.Op"-*....  Är«4„-i) .1,0p  + 

Hiernach  hat  man  den  nach  ^o.  4)  für  die  beiden  Reiben  erhal- 
tenen Werth  mit  zu  njultipliciren,  dann  Bm*Am\n»\^  mxl- 
und  K.Ma\n  abzuziiblcti. 

ilat  man  es  in  den  zwei  angegebenen  Methoden  nicht  mit 
mgteiebeo  Beitrigen  und  Teraicberunpssummen  von  emzelnen 
Mitgiledem  au  tbon,  «o  wird  ea  am  beaten  aein,  die  Gleiefanngea 
Hohft)  and  No.  6)  §.  93.  dem  Calenl  zu  Grande  so  legeo.  Man  kann 
abec  aach,  da  alle  Beitrage  und  Versicherungaanmmen  auf  Viel- 
fachen von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Rcscrfc  auf  100  redu- 
ciren  und  von  di-ni  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  üeMmmt- Ver- 
«icberungsiinniine  ubergeben. 

Dritte  Methode.  Sie  erfindet  8ieh  darauf,  dass  man  die 
Ulieder  der  negativen  Reibe  in  ^o.  4J  nach  der  t  ocmcl 

itf(»fr^  ilfl4r'— ^»tf^l 
ii  airai  aerlegt.  Dadorcb  eBtateht: 

«i^=rÄo(/la.l,0;>»  +  i4.  I  1.  l,0;>«-»....+  ^a4n-l.l,0p»+-4«+«-l.l,^^ 

—  K{Aa  .  l,0/>"-»  +  vlu  f  1 .  l,0/J"-2..../Jo+ii-«.  l,ü/i  1-  Aa^n-l) 

h  der  driften  Reihe  fehlt  daa  erate  Glied  K.Aa.^Op».  Zftblt 
^  dleeea  det  VervoUatiiidigiuig  iregea  in  and  ab  ood  echeldei 


il4  *  9§tiin§9r:  WHtm 

das  ächlu&jtgUed  der  dritten»  K.Aa^m*  aus,  tvt>  kann  man  4it 
dritte  und  erste  lUibe  in  eine  vereioigeo  und  man  erhält: 

SÄ« 

Scheidet  man  nno  den  Factor  i,Op  aus  der  ersten  Reihe,  te 
▼ereinigen  sich  beide  Reiben  und  es  entsteht: 

Da«» 

hAp  9»  «tglM  «leh  Utnw  für  4to  B«twkiH»g  dt«  Staate  dhr 
Raifwa  an  Bada  te  alia  Jabraa  folgeada  adir  piaküsaha  Fomsl; 


Zagleilk  hat  naa  Uenva  Ar  te  Staad  dar  Rasttva  um  Bad» 
te  (a-l-  t)taa  Jahnas 


100 

X  ((^.1,11^  4-  4»i-i«l/V*'*«—  -I-  Ami^) .  IJ]^ 

und  man  knnii,  wir  .lus  (icr  Verjyleirhung  vod  iN<i.  S)  hervorffcht, 
den  in  der  Reihe  von  No.  7)  gctundenen  Werth  benutzen,  ihn 
mit  l,Op  roultipliciren,  hieza  zablen,  dann  mit  dem  vorge- 

aAriabäaaq  Factor  Tarbfate  aad  Itkbt  dareb  Aaaebbiaa  dta 
■igattvaA  €liate  ta  No.  6)  voa  te  Raaerva  te  yor|il«aa  aaf 
dia  te  fblgaadaa  tergabaa» 

Baaatat  laaa  naa  «ßa  Glatobaag  aar  BeraobaBag  daa  obaa  aa* 
gsg^banen  FaOe«,  sa  iaC  der  Bastend  der  Raasfva  an  Bade  daa 

Herten  Jahres  f&r  ein  Alter  ro»  00  Jabiaa  Biab  te 
fcaitrtafat  laa  Mortbaaiptaat 


Digiiized  by  Google 


9)  SB^^  *^^''*|^^^^(4ai,03Ha6 j/i8Hmii«Ha5) 

— 100(40. 1.03*—») 
= 22,467  (43,70<I08  +  37,1315  +  30,9  +  25)  -  100(45,020352  —20) 

—  mi2,mC)l  —  '2502,035'i  =  570, 11 54. 

Man  kann  übrigen«  ancb  dir«e  Methode  ganz  allgemein  henut/.oii, 
wenn  man  die  ob«n  snr  «weiten  MeUiode  gemachte  Bemerkung 
McMcbtigt.  . 

§.  99. 

Fortsetsnn^. 

Vierte  IMethdiip  Hiesc  Mctho<le  beruht  auf  der  Gleichung 
No.  1)  §.  94.  und  dt  etil  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
aifgd'iuideiitii  'M«tlN»deM»  wit  du  Aer  Beradbiniiig  der 
Vorgtttutg  UM  den  Reurrefond«,  f.  Utk,  Gmagto  ao  bealiligw. 

9m  bestellt  duin,  daee  mm  rm  den  B^^sd  der  Reeerre  dee 
Veir|ikis  ellallig  raf  die  der  folgeedeB  Jehreflliergttb^  wie  die  Fofnel 

veriangt,  und  i»t  der  Auiage  nach  ganz  ailgemeio,  wie  aus  dem 
Uilt  dieeer  Gleiehaof  berveigebt.  Blee  wbilt  daieh  ibre  Ae- 
«iidang  die  Beettede  der  Reeerve  enf  mebiere  Jebre. 

Soll  Uetneeb  die  Reeerve  flir  das  Aller  veo  60  Jebren  iiaeb  der 
Ttfel  von  Nortbampton  aof  die  blfenden  sebtt  Jabre«  aleebtenmi 
fliMin  Jahre,  we  die  Veraicberaog  roa  100  spätaeteee  gezahlt  iviidD 
beieebeet  «rerdee»  ee  ergibt  «leb  biera>etoi§tBde  goBaittmeneteUuef  i 

8Dk|eeJabr.    Summe  der  ßeitrSge:  40.]8j9   766 

gAw  an  3  Proceol  biosa   22,68 

5  V  ersiehcrnngen  zu  100  ab   500 

81  „     „      Reaenre  dee  ersten  Jahres   278,08 

Summe  der  Beitrigei  SB.IM   661,5 

Zloe  btaaii   28.21 

5  Versichpninspn  .   .  5<K) 

Q        ^      Reserve  des  zweiten  Jahres    4t)8,^tf 

Swamt  der  Beitrüge :  3Ü.  ib,9   567 

10^,39 

ZIm  bim   jMj6 

6  Versicberaegeo  ab   500 

1  f»  r 
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836te6  Jahr.   Reserve  des  dritten  Jahren  .   56645 

SuDtnie  der  Beiiräge:  2ü.lö,9   472,5 

,  Zios  hiozo   31,16 

5  Versicherungen  ab   500 

84  M      n      Rc««ve  des  vierten  Jahres   570,11  ' 

Somme  der  Beitr&ge:  20.1^9.  .....  378 

•  mii 

Zins  fainsu   28,44 

4  VerBicheraDgen  ab   400 

85  „     „      Reserve  des  fünften  Jahres   576,55 

Summe  der  Beiträge;  16.18,9   302,4 

Zins  hinzu                    .  ,   26.37 

905;ü 

4  Versicherungen  ab  .   400 

85  M     M      Reserve  des  sechsten  Jahres   50'i.3i 

Suimne  der  Beiträge:  12.18^9   2263 

Zins  liiDsn  :   21,96 

764^ 

3  VereicbernDgen  ab   300 

87  Reeerve  des  siebenten  Jahres   454.08 

Summe  der  Beiträge :  9. 18,9   tTftI 

624,18 

Zins  hinzu  ,   18,73 

642;9i 

2  Versicherungen  ab   200 

88  f»     9$      Reserve  des  achten  Jahres   442,1*1 

Summe  der  Beiträge:  7.18^   133^ 

Zins  binsn  .  .  .  17,26 

2  Versicbeniogen  ab   200 

89  „     M      Reserve  des  nennten  Jahres   392^7 

Summe  der  Beiträge:  5.18,9   94^ 

Zins  hinzu   14.01 

5  Versicherungen  ab                     ,  .  •  500 

90  n     •*     Reserve  des  sebntea  Jahres   1^ 
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VuQ  bier  au  iät  die  tiei^eiittchaft  gescblosseu.  Der  Leberhchusü 
in  dem  kieioen  Betrage  von  1,58  riihrt  dafoo  her,  das«  die  Bel- 
tdge  alt  J8«0  statt  der  KOtm  wegen  in  ReebnoDg  ge- 

Dleee  Beehonng  geht  Ten  der  Veraneeetsong  aae,  daee  alle 
«ingtlretonea  Mi^jlieder  aicb  mit  gleichen  Summeo  b^^ligen. 

Dlie»  Besch ränltong  tat  jedocb  leicht  zu  entfemeii.  IMan  Inno 
ainllch  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  VersicbemBgs- 
«amroe  für  das  einzelne  Mitglied  öbergeben,  wenn  man  die  Reserve 
»ineit  be^timiiiten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  lÜÜzurQck* 
führt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Giisae  in  der  Keeerve  fibergeht,  was  leicht  geedbehen  kann,  da 
<t  Versichemogeeomnien  au  einander  in  demaelben  Verbiltniaaa» 
wie  die  Beitiige  atelien. 

Soll  bteteacb  der  Beetand  der  Reeerve  dea  vierten  Jahre«, 
vorin  nodi  90  Mitglieder,  alee  aneb  90  Vereicfaerangaemninen  an 

je  100  vorbanden  »ind,  bestimmt  werden,  wenn  ein  Mitglied  mit 
oOO,  ein  zweites  mit  300  und  die  übrigen  oüt  je  100  vereichert 
«od,  so  betrügt  die  Reserve  Air  je  100; 

folglich  fBr  eine  Vereicbernng  von  800l:  149,8275, 
„  „.         „  300»  85,5165. 

18  Verolchemngen  voo  100;  518,000 

741,14.% 

I)a!«i«elbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  loluenHe  Wei^e.  In 
^er  Bank  sind  26  Hnndert  statt  *2Ü  unter  den  angegebenen  ii<'<lin- 
gutigen  versichert.  Die  Retterve  mwsv.  sich  daher  in  gleichem 
V«riiiltni«o  höher  etellen.  Ole  Reoerve  den  vierten  Jahren  be- 
Mgt  dabei  in  dieee»  Falle: 

Alt  SS  ^.570^11  =  741,143. 

Werden  in  dieser  \Vei»e  Reservetabellen  IlBr  die  verschiedenen 
Ahneklaaeeo  von  den  Cle^ellocliaften  aogoA'Ttigt  nnd  angelegt, 
M  wild  biedoreh  die  Bereehoong  der  Reeetve  nngeneb  erleidi* 
brt  werden. 

Die  jpereehoung  dee  Standen  der  Reoerve  flfr  die  Eiosobhing 
daaaliger  EhikanfiMomnMn  ergibt  sich  oach  der  vierteo  Metbode 
$•94.  noch  efaifaeboff,  weovregen  oie  nicht  beaondero  biec  dnrcb* 
f4bvk  wifda 
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§.  100. 

Berechnung  der  Vergütung  im  Falle  de«  Auntritt». 

Diese  Vergütung  l»erechnet  sieb  nach  §.  96.  leicht,  indem 
«o  vielte  Theil  der  IlctJcrve  zu  verjiflten  ist,  als  die  versicherte 
Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  fiesanimt  -  Versicbe- 
runi^seumrae  beträgt.  Hiern.ich  berechnet  sich  die  zu  ge*vährende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds  für  lüU  nach  §.  99.  im  vorlie- 
genden Falle  för  den  Schluss 

57Ü  1 1 

des  4ten  Jahres  auf  =  28,505  

„    oten       „       „   — =t>o,lM, 

505,32 

„    Wen       „      „  — j^  =  4Aii, 

„    Yten       „       „  — y  —  =  50,49 , 
u.  s.  tv. 

Nach  der  von  der  Gothaer  Bank  an<4t>ii<>nunenen  Methode  be* 
trägt  die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von  der  Ver- 
sicherungssumme.   Es  uurden  also  nach  dem  Wortlaut  der  in  96 
gegebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  N  er.«.ichening 
treffenden  Summe,  also: 

28.5 . 55   

36,a3.58 


im  fiSnflen  Jahre 


100 

u.  8.  w.  ausgezahlt  »  erden. 


=20,897 


Es  ist  einleuchtend ,  dass  die  Bank  sich  gegen  mögliche  Aa.<- 
fölle  zu  decken  sucht,  diese  Absicht  könnte  aber  sachgeroäs^er 
durch  Abzug  Itestimmter  Procente  erreicht  werden.  Da  aber  die 
(Gesellschaft  durch  den  Sicherheitsfonds  gegen  mögliche  Ausßille 
schon  gedeckt  ist,  so  dürfte  auch  biefiir  keine  besondere  Beßrcb 
tung  vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  ge^vinnt  gerade  dadurch  an 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  [Mitglieder,  auch  im  Falle 
des  Austritts,  in  vollem  Maasse  anerkennt  und  befriedigt. 

Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  nuthwendig  auf 

;  j't 
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V«riu8t  tür  die  Cai»«>e  führt,  llt88t  .sich  nach  ticr  hier  aulgefiteilteu 
lUcbnimgMirdwi  dwlBicb  zeigen,  da««  niM  in  Fallo  de«  Awliitl« 
ciMT  P«r«oo  ilie  volle  TergOtnng  in  Ausgabe  nimmt  nnd  dann 
Ar  d!«  Bodh  iftlig  bleibenden  Mitglieder  die  Rechnung  fortaeiit. 
Nor  bei  ui^ne^en  Annahmen  wird  «ich  ein  Aufifall,  jedodi  kein 
liei1t'uten(]»T .  herausatelleo .  wie  sich  dress  bei  Durrhffihrun«»  Her 
Kechnung  und  bei  Anoabme  verschiedener  MSglicblteiten  leicht 
2«geij  wird. 

« 

l  lUL 

Wertbbeetimmang  balbjibriicber  nnd  viert^ljibrlicber 

Beitrige. 

Einzehie  Versiclierungst^eHellschaften  ge^stutteu  halbjährliche 
und  vierteljährliche  Beitrüge,  und  zwar  entweder  in  der  Weise, 
da*8  der  jSbrllcbe  Beitrag  den  ^tfrinten  entapreehend  in  gleieba 
j  TMie  getheilt,  die  ernte  Zablnng  ebne  Zin«,  die  feigenden  aber 
»H  Ziaesuschlag  gemacht  «verden;  oder  dae«  niatt  des  jiliili<Aen 
BiÜiag«  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhoben  werden. 

Im  erttten  Falle  ist  die  Sache  ganz  einfach,   im  zweiten  Falle 

weiht  h\rh  fler  halhjiihrln  hf  Beitrag  auf  folgende  Weise.  Nennt 
Ulli  (!iMi  halbiührlicheu  Im  i(r,iL'  /?2.  de'»  ganzjährigen  Ba,  den 
/.itislti>iM  Pj  als'i  den  huil»jahrlichcii  ip=pi,  «o  hat  man,  da  die 
balbjälirlichen  Beiträge  gleich  sind : 

!  nd  lierane : 

Wbd  dw  vierteljuhrllche  Beitrag  nnd  der  vierteljibriiehe  2in« 
b>spi  genetst,  «o  ergibt  «leb  tn  gleicher  Wein«: 

_         _         ^4  ^4 

ire»ü«4  Y;q  -  4  f  y;o^, 

md  biemoat 


41  -  _  &  0.(V»i_ 


Man  fcnnn  «rar,  wie  die««  in  Lebrbjichern  geecbiebt»  den 


vierteljalirlicheii  Beitrag  durch  die  Rechuung  mit  einfachen  Ziii»«» 
beatinimen.    üanii  entsteht  für  Pi=zP* 

und  hieraus: 

^  Ä4=  1  ,   —  ,  

l  +  rn-  +  Tr,,  + 


Nach  den  im  ersten  Kapitel  autgeäteliteo  (inindiiälzen  erscheint 
aber  diese  DarsteUuni;  nicht  richtie,  obgleich  die  hierauei  sich 
ergebenden  Werthe  nur  unbedeutend  von  den  &us  No.  2)  folgen 
den  dlÜBiif««  werden. 

Seist  man  in  den  bier  gefondeneii  Fonnelo  p=s4,  lieiliMt 
■icb  dflr  halbjährlielie  Beitrag  bei  einer  Versicheraeg  ven  lOOO  Or 
einen  4Ci|lbrigen  Mann  naob  Brune'«  Tafel,  wenn  B^ssVijO^ 
In  Ne.  ])  g^ist  wird: 

der  vierteljfihrJiche  bestimmt  äich  nach  No.  2)  zu: 

R  -    28.836. 0,01  28,836      _  , 

1,01(1-1.01-*)  ~  l,or.3i90l«6M~ 

Ana  MowS)  würde  nian  erhalten: 

„  _  28,836  _  28.836 

*  +  i;;ör+I7iä  +  i7i5 

Hieraus  bestätigt  sich  die  obi^e  Bemerkung,  daxs  der  Unter- 
acbied,  welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  3)  bertor 
treten  nnea,  nnbedeotend  lat  und  aieb  etat  in  den  awel  leMat 
Deelnalatelien  aei|{t. 

Bei  grOaaem  Samnien ,  di«  jedeeh  nach  den  StatntM  der  6«* 

aellschaften  bestimmte  Greusen  nicht  flikerachreiten  dfirlen,  wird 
dieser  üntrrM Med  bemerkbar  hervor  treten.  Beträgt  die  Ve^ 
sicheninir  '20000,  die  höchste  ver^■i^hprbare  Summe  in  der  \Mr»n«f 
Bank,  ist  nach  No.  2)  (\ot  vierteljährliche  Beitrag  l»ci  4  Pro- 
cent: —  14(},a42  il.  =  140  fl.  21  kr.;  nach  No.  3)  \,ft  derselbe: 
146,304  II.  SS  14611.  18  kr.»  und  ist  daher  erst  iu  den  Kren- 
aem  anm  NachtfaeUe  der  Bank  verecbieden.  Bei  hohem  ZInaluas 
wdrde  der  Unteraehled  etwaa  atirher  hervertreten. 


Digiiized  by  Google 


4 


h  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  der  SterblichkeiU-Ordnung  von  Northamp- 
ton. 

2.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  DeparcieuXy  berechnet  von  Hattendorf. 

3.  Tafei  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
von  Finlaisoii,  berechnet  von  Martin  Kasten 
in  Frankfurt.   Für  Männer  und  Frauen. 

\ 

k  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Brune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  einataligon  Einkaiifssummen  für  liPhensversiclierun^en  be- 
recbneo  sich  aus  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §§.  82. — 84. 
antregttbenen  Gleicbaogen ;  die  jährlichen  Beiträge  (Pr&niieD)  für 
Lebensveraicberani^eii  ans  den  in  deo  {§.  85.-88.  angegebenen. 
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Tafel  der  Leibrenten  and  IjebensTerfliclienuiyen  n»eli 
der  dterMlelilceUstofel  toa  srortli»mpt«B« 


Zalü  der 

Qegenw&rtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (FMIp 

mip)   föj"  eine  T^fb^^ns- 
versicherung  voa  100. 

Altnr. 

Xieibreiil 

ie  von  1. 

3  Proc» 

4  Proc. 

9  Proc, 

0 
1 

11650 

8650 

16,021 

I3,4a5 

2 

7283 

18,599 

15.633 

3 

6781 

I<»,575 

16.462 

4 

6446 

2ü,il0 

17,010 

5 

6249 

20«47^ 

17,248 

6 

6066 

20,727 

17,482 

7 

6925 

20,858 

17,611 

8 

5815 

'i0,885 

17,662 

1,879 

5735 

20»812  , 

17,625 

1,879 

10 

5675 

20,663  > 

17,523 

1,879 

IJ 

5623 

'20,4^0 

17,393 

1.879 

12 

5573 

20,288 

17,251 

1,879 

13 

5523 

20,081 

17,103 

1379 

14 

5473 

19,872 

16.950 

1,879 

15 

5423 

19,657 

16,791 

1,929 

16 

5373 

19,435 

16,625 

1,983 

17 

53-20 

19/218 

16,462 

2.033 

18 

5262 

19,013 

16,309 

2,()s:5 

19 

5199 

18.820 

16,167 

2,133 

20 

5132 

18,638 

16,033 

2,179 

21 

6060 

18,470 

15,912 

2,225 

22 

4985 

18,311 

15,797 

2,267 

33 

4910 

18,148 

15,680 

2,312 

24 

4H35 

17.983 

15,560 

2,354 

25 

47(i0 

1  17,814 

15,438 

2,103 

26 

4685 

'  17,642 

15,312 

2,450 

27 

4610 

17,467 

15,184 

2,504 

28 

4535 

17,289 

15,063 

2,554 

29 

4460 

17,107 

14,918 

2,612 

30 

I  4385 

16,922 

14,781 

2,671 
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G«gtawftrtig«r  Werth  «ner 

Leilnreiit«  von  I. 


4  Froc 

X.. 


J&hrlicher  B«itr»g  (Pri- 
mie)  f&r  eine  Lebeiü- 


IT 

32 
33 
34 
35 
36 
37 


40 

41 

42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
63 
54 
66 
66 
57 
68 
59 
60 
61 

62 

63 
64 
65 


3248 
3170 


16,732 
16.540 
16,343 
16,142 
15,938 
15.729 
15.5  ir> 
15,298 
15,075 
14,848 
14,6-20 
14,391 

14,  m 

13»929 
13.602 
1^460 
13»203 
12,951 

15.  r)'t3 

12,430 
12,183 
11.030 
11,674 
11.414 
11,150 
10,882 
10,611 
10,337 
10^ 
9,777 
9^93 
9,906 
8,910 

aou 

8,304 


14,630 

14,495 
14,347 
14,195 
14.039 
13,880 
13,716 
13,548 
13,375 
13.197 
13,018 
12,838 
1«,657 
12.473 
12,983 
12,089 
11,800 
11,686 
11,475 
11,264 
11.0.57 
10,849 
10,637 
10,421 
10,201 
9,977 
9,749 
9.516 
9,280 
9,039 
8.795 
8^7 
8^291 
8^ 
7,761 


2,725 
2,787 

2,  %4 
2,921 
2,992 
3,067 
3.142 
3,225 

3,  :}0S 
3,396 
3,487 
3.583 
3,683 
3»787 
3«896 
4j006 
4,129 
4,254 
4,392 

4,  :133 

4,075 
4,821 
4,979 
0.142 
5,317 
6,504 
5.700 
5,908 
6,133 
6,307 
6,617 
6,887 
7,179 
7,492 
7JB37 
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m 

«7 

«8 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

96 

9) 

92 

93 

94 

95 

96 

97 
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Gegenwärtiger  Werth  einer  Jährlicher  Beitrag  (Prft 

nie)  für  dne  Lebena 

Leibreiite  ron  1. 


3  F^. 


4  Froc 


Tcrrichemng  von  100. 
S  Froc 


7,\m 

7,682 
7,367 
7,051 
6,734 
6,418 
6,103 
5,794 
5,491 
6,199 
4,925 
4,652 
4,372 
4,077 
3,781 

3,229 
%982 
2,793 
2,620 
2,462 
2,312 
2,185 
2,013 
1,794 
1,501 
1,190 
0,839 
0,530 
0,242 
0,000 


7,488 

7.211 

6,930 

6,647 

6,361 

6,075 

5,790 

5,507 

5,230 

4,962 

4,710 

4,457 

4,197 

3,921 

3,643 

3,377 

3.122 

2,887 

2,706 

2,543 

2,393 

2,251 

2,131 

1,967 

i»7Ö8 

1,474 

1,171 

0,827 

0,530 

0,240 

0,000 


8,'i04 
8,604 
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Oeitinger: ,  Weitere  Au$f&hrung 


Tafel  der  JLeltoentrn  and  I«ebeii0ver»iclieniBfCA 

naeh  Hepar eieiix* 


{ZabI 

der 

Gege&wftrtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  für 

Lc- 
!  bcn- 
den 

Leibrente  vou 

1 

eine  Lebensversichening  von  1(W 

< 

ö  j^roc. 

oij  irroc. 

4  Froc. 

1    3  l'roc 

.3^  rroc. 

4  ITÜC 

MJa» 

7 

r 

ija- 

t> 

tS/i 

olioooo 

15,7777 

14,2979 

13,0474 

,  3,0477 

3,1552 

3,27->6 

1 

7450 

20,iS134 

18,8036 

17,2138 

,  1.6717 

1  1,6527 

I,l)44i 

7088 

1  21.5327 

i  19,5209 

17.8167 

1  1,5254 

,  1,4914 

im\ 

3 

6823 

22,04üJ 

19,9889 

18,2490 

1,4276 

1,3828 

i,;w«i 

4 

6618 

22,4040 

20,3294 

18^ 

1,3601 

1^. 

IM 

9 

6468 

22,6118 

20,5288 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

]»^ 

6 

6345 

22,7417 

20,6592 

18,8858 

1,2994 

1,2353 

\,m 

/ 

6243 

22,8066 

20.7317 

i  18,9621 

1  1,2879 

1  1,2199 

im 

8 

6154 

22.8305 

20,767() 

19,0058 

1,2837 

,  1,21-23 

1.I5-24 

6073 

22,8291 

1  20,7811 

I9.0J97 

1.2839 

1,2095 

1,1464 

lor><)()4 

22.7B42 

;  20.7557 

19,0183 

1,2919 

1,2149 

1,1493 

1115946 

22,6967 

20,6917 

18,9720 

1,3074 

1,2284 

1,160» 

1215897 

22,5718 

20,6938 

18,8948 

1,3297 

1,2493 

im 

13j 

5864 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3673 

1,2758 

im 

14 

5815 

22,2472 

20,3298 

18,0778 

1,3890 

1,3066 

1,3357 

15 

5778 

22.0613 

20.1290 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1,-369I 

16 

5740 

2J,873f) 

2(1.0204 

18.4HK) 

1 ,4592 

1,3750 

1,3034 

17 

5699 

21,0919  1 

19,8702  . 

18,2936 

1.4942 

1,4099 

1.336".' 

18  5655  21,5165 

19,7257 

18,1734 

1,5286 

1,4433 

19|5608>  21,3477  1  19^2 

18,0687 

1,6621 

1,4767 

t/m 

20 

55681  2M80O  1 

19,4561 

17,9500 

1,5947 

1,5071 

1.430» 

21 

5506 

21,0276  1 

19,3262 

17,8443  I 

1,6271 

1,5381 

1,4606 

22 

5453 

20,8690  ! 

19,1971  1 

17,7384  j 

1,0601 

1,5696 

1,4905 

23| 

5399 

20  7101 

19,0077  i 

17,6325  1 

1,6935 

1,6015  1 

1,5208 

24 

5344 

20,5509  1 

18,9382  i 

17.5265  ! 

1,7276 

1,6339  ! 

1,5515 

2615288 

20,3916  ! 

18,8086  l 

17,4206 

1,7621 

1,6667 

1.5825 

26523l| 

20,2322 

18,6790  ; 
18,6495  1 

17,3148 

1,7972 

1,6909 

im 

27I6173;  20,0728 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

1,6155 

285116  19,9(^3 

18,4127  i 

17,0971  1 

1,8708 

1.7696 

1,6796 

29  5060 

19,7294 

18,2080 

16,9778  , 

1,9114 

1 .8Ü.S3 

1.7163 

30.5005  19,5446  . 

18,1152  1 

16,8509  f 

1,9548 

1,8498  1 

1.7558 
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e 


ZaU 
I  der 
Le- 
ben- 

'  den 


uogQowvuiper  vvcnn 
Leibfente  too  1 


SFroc. 


3^  Proc 


einer 
4  Proc 

La* 


JUirliclier  Boitng  (Primie)  Ar 
eine  Lebensvenlehening  von  100 


3  Proc, 


3i 


Proc. 


4  Froc. 


314951 
321897 
334814 

1)4740 

3:4637, 
38:4687! 
30|4638| 

41  4441 

424392: 

434342; 

44  mi 

4ö;4239; 

4714132' 

484077 
494fh>l 
jOJ14i4 
'513905 
53^3843 
»13777 
54{3707 
SS:363I 
563550 
573405 
583377 
5932861 

613092 

'■'4  277S 


li»,3505 
19^608 

I8,94t2 
18,7211 

18,2004 
18,0151 
17,7578 
17,4880 
17,2052 
16,9159 
I0.f5188 
10,3145 
16^0030 
15,6859 
15,3511 
15,0887 
14,6884 
14.331)7 
13.0823 
13.6193 
13,2642 
12,8904 
124279 
12,1738 
11,8251 
11,4786 
11,1311 
10,7825 
10,4306 
10,0939 
97514 
0,4005 
0,0051 
8,7183 


I 


i 


7,9537 
17,7870 
7.6110 

7.42ü2 
7,2329 
7.0339 
6,8240 
6,603i6 
6,3092 
6,1233 
5,8717 
5,6105  , 
5,3429  I 
5,0687  I 
14,7874  I 
4,4987 
4,2023 
3.8077 
3.5K44 
3,-2621 
2,9336 
2,6023 
2,2713 
1,9406 
1.017-2 
1,2081 
10,9804 
0,6609 
03396 
0,0201 
9,7028 
9,3850 
0.0670 
8.7458 
8,4216 


16,7161 
16,5765 
16,4281 

10,  -2707 

hr.1071 

15,0372 
15,7570 
15,5669 
15,3634 
15,1487 
14.0285 
I4.r>l*88 
14,4028 
14,2201 
13,9703 
13,7131 
13,4480 
13,1746 
12.8024 
12,0009 
12,3029 
12,0015 
11,0996 
11,3974 

11.  JÜ14 
10.8088 
10,5170 
10,2226 
9,9260 
9,6303 
9,3362 
9,0409 
8,7448 
8,4448 
8,1413 


I 


2,0013 

2,0500 
2,1021 
2,1581 
2,2171 
2,2794 
2,3464 
2,4185 
2,4963 
2,580:} 
2,6687 
2,7631 
2,8629 
2,9685 
3,0805 
3,1995 
3,3-262 
3.4615 
:i,6004 
3,7619 
3,9276 
4,1028 
4,2866 
4,4795 
4,6782 
4,8846 
5J011 
5,3307 
5,5745 
5,8312 
6,1013 
0,;i8b5  , 
6,6940 

7^m  I 


1,8944 
1,9412 

1,9915 
2,0457 
2,1030 
2,1635 
2,2288 

2,  »93 
2,3757 
2.4584 
2,5454 
2,6386 
2.7372 
2,8416 
2,9525 
3,0705 
3,1063 
3.3308 
3,4750 

3,  a300 
3,7952 
3,9701 
4,1534 
4.3460 
4.5441 
4,7497 
4,0653 
5,1940 
5,4370 
5,6927 
5,9617 
6,2476 
6,5518 
♦i.S70:> 
7,2323 


1,7984 

1,8433 
1,8917 
1,9440 
1.9994 
2,0580 
2,1215 
2,1903 
2,2051 
2,3463 
2.4319 
2  5237 
2.6210 
2,7241 
2,8337 
2,0505 
3,0752 
3,2087 
3,3520 
3,5063 
3,6710 
3,8453 
4,0^81 
4,2201 
4,4174 
4,6221 
4,8367 
5,0644 
5,3063 
5,5r)0<» 
5,8285 
6,1131 
6,4157 
6,7416 
7,0931 
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I  Zahl  I 
der 
Le- 
ben- 
den 


Q^Seawlitiger  Werth  einer 
Leibrente  T<m  1 


3  Proc 


34  Proc. 
La» 


4  Proc 


Jthrlicher  ßettng  (Frimie)  ftr 

rwk  100 
3|  Proc  I    4  Proc 


3  Proc 


66 
67 


2559 
2448 

68  2336 

69  '>2*23i 

70  210'J| 
71|I993| 


72 
73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86!  261 


1874 
1749 
1617 

1479 

ia37 
1198 
1064 
936 
812 
697 
590| 
492] 
4Ü4| 

327: 


87 


89 
90 
91 
02 
93 
94 


96 


206 
159 

117 
80 
50 
28 
14 
6 
3 
1 


8,3659 

8,0076 

ifim 

7.2727 
6,8958 
6,5161 
6,1378 
5,7737 
5,4364 
5,1182 
4,8316 
4,5540 
4,2814 
4,0128 
%7644 
3.5171 
3,2796 
3,0508 
2,8268 
2,5972 
2,3516 
2,0688 
1,7608 
1,4646 
1.2Ü63 
0,9880 
0.8172 
0,6834 
0,6425 
0,3236 
0.1 


I 


8,0910 
7,7539 
7,4101 
7,0593 
6,7013 
6,3395 
5,9780 
5,6295 
5,3060 
5,0004 
4,725  i 
4,4597 
4,1951 
3,9356 
3,6954 
3,4568 
3,2-255 

3,ooa3 

2,7855 
2,5619 
2,3220 
2,0450 
1,7422 
1,4504 
1,1955 
0,9798 
0.8109 
0,6785 
0.6387 
0,3221 
0,0000 


7,8309 
7,5135 

7,1886 
6,8562 
6,5159 
0,1709 
6,8253 
6,4913 
5,1810 
4,8873 
4,6227 
4,3654 
4,1118 
3^10 
3,6286 
3,3964 
3,1729 
2,9571 
2,7453 
2,5274 
2,2931 
2,0216 
1,7239 
1,4365 
1,1849 
0,9717 
0,8047 
0,6737 
0,6349 
0,3206 
0,0000 


7,7644 

8,1891 
8,6571 
9,1753 
9,7523 
10,3921 
11,0973 
11,8502 
12,6240 
13,4321 
14,2353 
15,0924 
16,0219 
17,0361 
18.0763 
19,2256 
20,4542 
21,7738 
23,2189 
24,8867 
26,9239 
29,6731 
33,3090 
37,6612 
42,4120 
47,3894 
52,1170 
56,4896 
57,9689 
72,6377 
97,0874 


7,6183 
8.0418 

S,50H9 
9,0-i*U 
9,6032 
10,2433 
10,9490 
1I,7U2S 
12,4762 
13,2838 
14,0852 
14.9403 
15,8674 

16,8791 
17,9157 

19,0608 

20,2844 
21,5977 
23,0349 
24,6935 
26,7204 
29,4695 
33,0857 
37.4272 
42,1656 
47,1284 
51,8399 
56,1939 
57»6432 
72,2577 
96,6183 


7,4777 

7,8999 
8,3659 
8,8826 
9.4  5' 

10,8052 
11^1 

12,3325 
13.1394 

13,9:^ 
14.7918 
15,7166 
16,7257 
17,7ä84 
18,8986 
20,1179 
21,4-249 
22,8542 
24.50'?5 

26,52(19 
29,2488 
32,8652 
37J960 

41,9216 
46,8703 
5 1 .5f>57 
55,9014 
57,3211 
71,8820 
96,1539 
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Ftr 

ü»  «Huer* 

17  F' A  II  i»n 

J7  r  &  H  V  Ue 

b    Zahl  der 
^  .  liebenden. 

Leibfcnte. 

u 

c 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

V 

100(1 

23,8867589 

0 

U'ÜO 

23,97fi3(l44 

ll 

1 

«fOi 

24,0299304 

1 

98» 

24,1739122 

0 
* 

24,1642083 

2 

967 

24,2595987 

3 

949 

24;2ini33 

3 

955 

24,3013643 

e  • 

JO  t 

24,2136253 

4 

945 

24,2887025 

097 

24,1679033 

5 

935 

24,2917724 

ii 
'i 

J  1  «7 

24,0707323 

6 

926 

24,2637066 

7' 
1 

23.9452446 

7 

919 

24,1819783 

OHA 

23,7901158 

8 

913 

24,0711228 

90t 

23,604061^ 

9 

908 

23,9297833 

10 

896 

23^121304 

10 

903 

23,7841533 

11 

891 

23^2140368 

11 

899 

23,6066776 

12, 

88G 

23,0095803 

12 

895 

23.4235478 

8B1 

22,708<j27o 

13 

892 

23,2073965 

u 

876 

2K6>;Ot)368 

14 

887 

23,0383626 

15 

872 

21,3300193 
214221365 

lo 
16 

883 

Q7fi 

22,^70078 
<£e,71UUollO 

17 

S60 

20,9075853 

870 

22,5527031 

18 

854 

20,6861113 

18 

863 

22,4177025 

19 

84G 

20.5081764 

19 

856 

22,2790554 

20 

837 

20,35055ol 

n/v 

20 

848 

22,Hj3!Ji23 

21 

827 

20,2145312 

21 

841 

22,018b438 

22 

816 

20.1016419 

22 

834 

21,8697638 

2a 

24 

804 

20,0013716 
19,9000739 
19,7853983 

23, 
24 

827 

21,7165228 

793 

21,5589651 

21,3966148 

25 

782 

25 

813 

26 

771 

ly,üti7'.)728 

26 

805 

21,2578548 

27 

!  761 

19.5242146 

27 

798 

21, 0876570 

28 

!  751 

19,3777164 

28 

791 

20.9125015 

29 

742 

19311388 

29 

784 

20,7321970 

30 

732 

19,0473528 

30 

777 

20,5404276 
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Ffir 

Ifftn  ncir. 

W  *4  M  V  t  ■ 

Fftr 

Frauen. 

m 

I 

1  ZaU  der 

1  * 
1 

1  Lebenden. 

Leibrente. 

i 

mm 

< 

:  Zabl  d«r 
'  Lebenden. 

Leibrente. 

Ol 

7224 

31 

770 

20  3553295 

oo 

711 

32 

763 

•  UV 

20  1583377 

33 

755 

19  9830941 

34 

748 

19  7752046 

Od 

ÜO 1 

18  0751128 

4  t\i 

19  588f>fi<Ui 

00 

Dia 

17  8:^67168 

4  O'C 

IQ  39fi'^"'*;'i 

0( 

ß7n 

17  ntfino^R 

«J  4 

721 

19  l*^9i^<^7 

17  ^lifilßlUk 

X  f  jmVwVVuV 

lR.QQfiiaA!k 

XG^vVnOIM 

Mi» 

39 

70B 

18.7871118 

in 

CiJ 

40 

700 

18u56 18994 

X(J{y  W  EvW4n 

11 

ooo 

41 

TT  t 

693 

18  3225804 

19 

42 

t>85 

18  1205523 

16  0734Qftö 

43 

t)77 

17  8556556 

11 

610 

15  709<)G31 

44 

669 

17.6112ol6 

lA 

45 

661 

17.3591304 

JA 

15.16fi8156 

46 

651 

17.071279(2 

17 
41 

uOD 

47 

616 

16^11686 

4o 

11 IQIQOOI 

18 

ÜOO 

16  5521971 

Aa 

OiKi 

14  13Q287ß 

49 

UO  A 

1  a  2066657 

561 

1^^  7971049 

50 

15.9072060 

552* 

13  4427194 

51 

üib 

15  5726394 

X       •        f  v/TT 

512 

Www 

13  1014621 

52 

608 

15.2488763 

oo 

531 

.  12.7710582 

53 

601 

118802785 

Ül 

520 

54 

593 

II5I28&OI 

19  1 1 19'^7f 

55 

585 

14  1839786 

A       A  (.AJ  \7  4  UV 

56 

495 

11  8021893 

6ü 

576 

138377714 

57 

482 

11  4841208 

57 

V  n 

568 

13  4536494 

468 

11  1824925 

58 

559 

13  0803636 

151 
«9« 

1AJ)7211170 

59 

549 

12.7181802 

IUI 

lin 

60 

539 

12.3427631 

fit 

6i 

529 

11  9533683 

62 

413 

9,8082110 

62 

519 

11,5491940 

63 

399 

9.,:>2ü8979 

1.3 

oü8 

ll.lo32o33 

64 

385 

9,1630171 

(i4 

496 

10,7657830 

65 

$70 

^8206803 

661 

• 

484 

1033036841 
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Fttr 

HAnner. 

Fflr 

Franen. 

Alter,  i 

Zibt  der 

Lebenden. 

Leibrente. 

Alter.  1 

1  Zahl  der 

i  Lebenden» 

1 

Leibrente. 

66 

355 

B         j  Ann 

.  ft4691333 

66 

471 

9,9692225 

67 

339 

8>I349217 

67 

457 

9,5828641 

68 

322 

7,8213377 

68 

9,1822800 

69 

7,oÜ4Ü993 

69 

428 

8,7892113 

TD 

2öÖ 

7,1864428 

70 

ä  A  €\ 

412 

8,4044oG3 

71 

270 

C.89o5051 

71 

395 

8.0291ot9 

72 

2o3 

6,5796047 

72 

377 

7,6648943 

73 

235 

6360819 

73 

358 

73138276 

74 

21o 

5,9906724 

74 

onA 

339 

A    Al9^  AM 

6,9554595 

75 

202 

5,6591366 

75 

319 

6,6132846 

TS 

loa 

5,3645404 

76 

298 

ä\     f%A^  A  ^^^\  A  A 

6,2917011 

77 

i7i 

4.9778a47 

77 

277 

lt\       Äfft  i~k 

0,9715542 

T8 

lo6 

4,6201 89o 

78 

2o5 

o,G815t)87 

79 

14t 

42650499 

79 

233 

5,4045667 

8D 

125 

3,9553056 

80 

210 

5,1763903 

81 

110 

3,6295053 

81 

189 

a.    A^Vk      AA  >  A 

49240910 

» 

Vd 

3.3287368 

82 

168 

4,7057905 

83 

Q1 
Ol 

J,U2110<U 

83 

149 

4,4050334 

84 

oo 

2,7066317 

84 

132 

85 

00 

2,3852228 

85 

117 

3,8704804 

86 

44 

2,1268106 

86 

103 

3,5284623 

87 

o4 

13349132 

87 

89 

88 

24 

1,6774441 

88 

76 

2,8670342 

8) 

17 

1,4392011 

89 

64 

2,5067412 

90 

11 

l,29094bb 

90 

52 

2.1777766 

91 

7 

1,0894892 

91 

41 

1,844911)8 

62 

4 

0.9638043 

30 

1,5970320 

96 

3 

0.3236246 

93 

21 

1,3499187 

94 

i 

94 

14 

1,0856243 

95 

0 

! 

95 

96 
97 
98 
99 

8 

5 

2 

i 

0,9568378 

0,5768687 
0,4854369 
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Oe t tinger :    Weitere  Ausfüärumj 


« 

Tafel  der  üeibrcnteii  und  ItebensverMlcheranf^en 
nach  Brune  für  Jüanner. 


(Zahl 
der 

• 

Gregenwftrtiger  "Werth  einer 

J&hrlicher  Beitrag  (PMmie)  i. 

• 

u 

Le- 
ben- 
den 

Leibrente  von  1 

eine  Lebensversicherung  von  l' 

3  Proc. 

3^  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

3l  Proc. 

4Pn)c 

{Aa) 

f  T  \ 
{La). 

(La). 

(Ba). 

(Ba). 

I  21,3823 

19,6899 

18,2090 

1,5552 

1,4516 

1,3597 

•  9202 

'  21,1626 

19,5075 

18,0567 

1,5995 

1,4946 

1,4013 

23 

9144 

r  20,9357 

19,3183 

17,8981 

1,6462 

1,5400 

1,4454 

24 

9085 

•  20,7038 

19,1243 

17,7349 

1,6949 

j  1,5875 

,  1,4915 

23 

9025 

20,4667 

18,9252 

17,5669 

1,7458 

1,6371 

1,5396 

26,8964 

20,2241 

18,7209 

17,3939 

1,7990 

1,6891 

1,5904 

27 

8903 

19,97315 

i  8,5089 

17,2136 

j  1,8553 

1,7442 

1  1,6443 

28|8842 

19,7147 

18,2888 

17,0256 

1  1,9149 

1,8027 

1,7015 

29,8780 

1  19,4496 

18,0626 

16,8317 

1,9775 

1,8642 

1,7618 

30  8717 

1  19,1778 

17,8299 

16,6315 

2,0433 

1,9291 

1,8255 

31,8653 

18,8993 

17,5905 

1  16,4247 

2,1127 

1,9975 

1,8998 

32 

8587 

18,6159 

17,3461 

,  16,2130 

2,1853 

2,0691 

1,96»4 

33 

8518 

18,3297 

17,0986 

15,9981 

2,2608 

2,1436 

2,0368 

34 

8445 

18,0427 

16,8500 

15,7818 

2,3387 

2,2206 

2,1127 

35 

8369 

17,7528 

16,5981 

15,5621 

2,4199 

2,3008 

2,1917 

36 

8291 

17,4574 

16,3407 

15,3369 

2,5053 

2,3851 

2,2750 

3718210 

17,1585 

16,0795 

15,1077 

2,5944 

2,4733 

2,3621 

388125 

16,8582 

15,8164 

14,8764 

2,6871 

2,5649 

2,45-25 

39iSü36 

16,5562 

15,5512 

14,6428 

2,7834 

2,6602 

2,5466 

40 

7943 

15  2840 

41 

7847 

15,9450  I 

15,0125  i 

14,1664 

2,9888 

2,8635 

2,7474 

42 

7749 

15,6310 

14,7344 

13,9194 

3,1002 

2,9739  1 

2,8565 

437649 

i  5,3 104 

14,4495 

13,6654  ) 

3,2184 

3.0911  1 

2,9726 

44,7546 

14,9850 

14,1594  1 

13,4060 

3,3432 

3,2149 

3,0954 

45 

7440 

14,6544 

13,8637  1 

13,1409 

3,4753 

3,3461 

3,2255 

46 

;3{0 

14,3206 

13,5643  1 

12,8716 

3,6146 

3,4S4o 

3,3628 

47 

7216 

13,9832 

13,2608 

12,5980 

3,7615 

3,6306 

3,5079 

48-7097 

13,6442 

12,9551 

12,3216 

3,9160 

3,7842 

3,6604 

49  < 

i973 

13,3035 

12,6470  1 

12,0423, 

4,0787 

3,9^160 

3,8212 

50  ( 

i845 

12,9588 

12,3344  j 

11,7582 

4,2513 

4,1178  j 

3,9919 

308 

4 


Zahl 
der 

Geg^euw&rtiger  Werth  einer 

J&krlicber  Beitrag  (Prftnie)  für 

i 

U- 

QiM  Ltbenivcrsidieniiig  tor  100 

Inen- 
den 

9  flOD* 

9^  XTvC* 

9  jnuBa 

{Aa) 

5167U 

12,6080 

1 2,0152 

1 1,4671 

4,4360 

4,3017 

4,1750 

5'iH579 

1*2,2527 

11,6909 

Ii,  1705 

4,6330 

4,4980 

4,3704 

53«44ll 

11^7 

11,3612 

10,8681 

4>I37 

4^062 

4«579a 

5<«396 

11,5296 

11,0278 

10,5613 

5,0685 

4,9324 

4,8034 

&)HI47 

11J634 

10,690.'> 

10,2500 

5,3088 

5,1723 

5,0427 

10,7i*ri7 

I0,o5(>8 

9,0358 

6,4283 

5,2981 

5' 

10,4-286 

10,0108 

9,(;2(»3 

5,8374 

57<H>3 

5,5697 

HKO()Ol 

9,r>fiS6 

9,3020 

6, 1 288 

6,9916 

5,8607 

9,6924 

9,3*262 

8,9826 

6,4398 

6,3025 

6,1713 

015304 

9,3276 

8,9^6 

6,6643 

6,7701 

6,6327 

6,5013 

61:5112 

^,9fW»l 

8,6494 

8,3493 

7,1192 

6,9817 

6,8499 

62491Ü 

8,6174 

8,3205 

8,0405 

7,4852 

7,3474 

7,2153 

(,.] 

4f)99 

8,2745 

7,9984 

7,7376 

7,8697 

7,7315 

7,5987 

14481 

7,937.1 

7,6811 

7,4385 

8,2764 

8,1377 

8,0042 

654258 

7,HOa6 

7,3662 

7,1412 

8,7104 

8,5712 

8,437r» 

66403*2 

7,2707 

7,0514 

6,8432 

9, 1782 

9,0386 

8,9038 

67  3804 

6,9377 

6,7356 

6,5435 

9,6855 

9,5456 

9,4103 

6S':)573 

6,6078 

6,2852 

6,4221 

6,2452 

10,2318 

10,0917 

9,9661 

a93338 

6,1148 

5,9o23 

10,8139 

10,6736 

10,5377 

5,9708 

5,8147 

5,H6:>6 

11,4330 

11,2925 

11,1563 

5,668^3 

5,5255 

r>,3S89 

12,0837 

11,9428 

11,8059 

r-i 

2ßl7 

5,3782 

5,2478 

5,1227 

12,7657 

12,6240 

12,4865 

7^W4 

5,1066 

4,9674 

4,8729 

1M63I 

13,3201 

13,1811 

74^133 

4,6S66 

4,7479 

4,6431 

14,1615 

14,0161 

13,8746 

4,6^2 

4,5286 

4,4327 

14,8551 

14,7059 

14,5(507 

:6I6C)7 

4,4190 

4,3282 

4,2406 

15,5409 

15,3864 

15,2357 

1457 

4,2(^76 

4,1254 

4,0459 

16,2900 

16,1291 

15,9721 

78 12H9 

3,9759 

3,9023 

3,8311 

17.1842 

17,0169 

16,8532 

3,7115 

3,6467 

3,5839 

18,3120 

18,1388 

17,9692 

60 

954 

■  9,«  1  »m 

101151517 

187,000/ 

81 

817 

3,1132 

3,0654 

3,0190 

21,3994 

21,2159 

21,0359 

689 

2,802.1 

2,7621 

,  2,7230 

23,3873 

23,1989 

23,0139 

sa 

568 

2,5012 

2,4678 

2,4352 

25,6486 

i'5,4548 

25,2642 

84 

4ö4 

2,2232 

2,1956 

2,1686 

28,1125 

27,9117 

1  27,7140 

l«970a 

1,9476 

1,9254 

1  30,7538 

1  30,5438 

1  30,33l>7 

Thcü  XXXVIII.  92 
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Oettlnffer:    Wfftere  Ansfflknmff 


Zahl 

der 

Le- 

ben- 

den 
(^-) 

sei  261 

87 

IS7 

881  127 

89 

80 

90 

46 

91 

24 

92 

11 

93 

4 

94 

I 

96 

0 

i 

1 

Gegenwiitigcr  Werth  einer 
Lfibrento  von  1 


3  Proc. 


34  Pro?. 


4  Proc 
iL.). 


J&hrlicher  Beitrag  (Primit)  [ix 
eine  Lebensvenicbenuig  tob  100 


3  Proc 


1,7215 

1,4748 

1,2366 

1,0221 

0,8308 

0,6402 

0,4387 

0,2427 

0,0000 


Si  Ptoc  I  4  Prot. 


1,7032 

1,4604 

1,2256 

1,0137 

0,S247 

0,6360 

0,4362 

0,2415 

0,0000 


I,<)85a 

1,4463 

1,2147 

1,0055 

0,8186 

0,6318 

0,4337 

0,2404 

0,0000 


33,8324 

37,4954 

41,7972 

46,5416 

51,7071 

58,0552 ' 

66,5929 

77,5562 

97,0874 

h  ..  . 


34,3155 
36,9208 
41,5502 
46,2776 
51,4218 
57,7429 
66,24&3 
77,1630 
96,6184 


33,3939 
37,03i5 
41,3063 
46,0!!^ 
51,131t; 
57,4344 
65,9034 

96,153^ 


Tafel  der  Leibrenten  and  I.eben.ver«IcheruMe. 
nach  Brnne  für  Frauen. 


i 


Zahl 
der 

Le- 
ben- 
den 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1 


3  Proc. 
(La). 


3^  Proc. 
(La). 


16 
17 

18 
19 


♦  4  Proc. 


Jahrlicher  Beitrag  (Prinic)  fk 
eine  LebcnsTersichenag  ?oo  IM 


3  Proc. 
(Äa). 


10000 

9838' 
9682 
I  9j33 
20l939ii 
21  92601 


20,82981  19,0871 
20,8080  19,0804 


32 
23 
24 
25 


9136| 
9019| 
8iM)8i 
i880i| 

26  8r()0j 

27  86(M) 
288501 
29[840i' 
3018304 


20,7775 

20,7354 

20,6780 

20,60-20 

20,5081 

20,3.473 

20,2710 

20,1306 

19,9776 

19,8162 

19,6484 

19,4763 

19,2974  I 


19,0664 
19,042.' 
19,0045 
18,9501 
18,8795 


34  Proc 
(Ä.). 


4Pro«. 


17,5791 
17,583:3 
ir,58l3 
17,5703 
17,5475 
17,5095 
17,4571 


18,79381  17,3909 
18,6940  j  17,3119 
18,5813  17,2212 
18,4571  j  17,. 2001 
18,3l>52  17,0118 


18,1875 
18,0458 
17,8979 


10,8984 
16,7814 
16,6586 


1,6683 

1,6729 

1,6793 

1,6882 

i,7003 

1,7166 

I,736S 

1,7609 

1,7886 

1,8198 

1,8544 

1,8913 

1,93(U 

1,9711 

2.0141 


1,5967  ( 
1,5983 

1,6Ü78 

1,6172 

1,6309 

1,6486 

1,6704 

1,6960 

1.7253 

1,7579 

1,7929 

I,8;i01 

1,8688 

1,9100 


l,536j 
1,5350 

i,5Ke 

1,5388 
1,3454 
1,3565 
1,5718 
1,5913 
1,6148 
1,6420 
l,67-2() 
1,7058 
1,7410 

1^168 
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fIMHiMk  IfitMmäifk. 


I 


Zahl 
\  der 
I  Le- 
ben- 
den 


Oaganrirtiger  Werth  tmm 


(La)' 


3^  Pkoe. 


(La). 


JiÜirlichcr  Beitrag  (^Prämie)  für 
ttoe  Itfet^nsyersichernng  toh  100 


«8014 

at){7543 
«|74&l 

4017361 
41727a 
4-2I7I87 
43|71Ü2 
44{70tö 
45i<)934 
4616849 
47076-2 
4.^ti674 
49f6o84 

mm 

5^16299 
53^197 
5416090 

i»|o976 

l7|^72-2 
66195831 
»Ki4;.7| 

um 
mm 


18,9300 
18,7210 
18,6164 
18,3035 
18,0819 

17,6134 

17,3^ 

17aU55 

i(K83iy 

16,0443 
16,'2446 

15JBÜ69 

15,2767 
14,l)a75 
14,58S4 
14,2315 
13,666-2 
13,4943 
13,1153 
12,7311 
12,:3435 
11,9563 
11,5738 
11,1939 
10,8168 
10,4405 
10,0609 
9,6779 
9,29 1 2 
8,9tl27 
8^166 
8,1374 


17,7432 
17,5839 

17,4173 
17,2455 
17,0659 
16,8780 
16,6815 
16,4782 
16,2655 
16,0406 
15,8029 
15,5518 
15,2887 
15,0132 
14,7269 
14,4315 
14,1-288 
13,8161 
13,4952 
13,1654 
12,8386 
12,4841 
12,1338 
11,7791 
11,4-239 
11,0722 
10,7221 
10,3737 
10,0-251 
9,(i7-24 
9,3 103 
8,9538 
8,5894 
8,2263 
7,8688 


l6J5ä97 

>,alfOD 

16,2566 
16,1119 
15,9598 
15,8001 


15,6322 
15,4580 
16,2748 
15,0800 

14,8730 
14,6530 
14,4-215 
14,1779 
13,9236 
13,6603 
13,3894 
Li,  1086 
12,8194 
1-2,521 1 
12,2153 
11,9015 
11,5813 
11,2562 
10,9-298 
10,6058 
10,2826 

9,9^1 

9,6367 
9,3085 
8,9752 
8,6366 
8,2945 
7,9625 
7,6150 


2,0597 
2,1075 
2,1581 

2,2113 
■2,2678 
2,3>79 
2,39-21 
2,4598 

2,6106 

2,6:i53 

2,7872 

2,8863 

2,9933 

3,1062 

3,2311 

3,3619 

3,5024 

3,6527 

3,8141 

3,9867 

4,1719 

4,3701 

4,r817 

4,81)56 

5,0404 

5,2882 

54^99 

5,8283 

6,1282 

6,4526 

6,8045 

7,1856 

7,5953 

8,0314 


1,9536 
1,9994 
2,0480 
2Xm2 

2,1537 

2,2118 

2,2740 

2,3398 

2,4103 

2,4867 

2,5697 

2,6600 

2,7576 

2,S632 

2,9769 

3,0966 

3,2283 

3,3678 

3.5172 

3.6778 

3^8498 

4,0345 

4,2323 

4,4436 

4,6673 

4,9018 

5,1492 

5,4106 

5.9883 
6,3126 
6,6648 
7,0465 
7,4569 
7^8938 


4Proe. 
(^#)- 

1,8585 
1,9021 
1,9487 
1,9977 

2,0601 

2,1062 

2,1663 

2,-2299 

2,2983 

2^727 

2,4539 

2,5424 

2,6383 

2,7424 

2,8646 

2,9750 

3,1034 

3,2417 

3,3901 

3.5497 

3,7-208 

3,9049 

4,1021 

4,3130 

4,5362 

4,7702 

5,0171 

5.2778 

5,5553 

5,8546 

6,1787 

6,5309 

6,9129 

7,3239 

7,7614 
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330  Oettinger  :    Weitere  Amführvng  der  pnlliiscfien  Arilkmetik. 


Zuhl 
der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prüniir 

Le- 

Leibrente von 

I 

eine  Lcbcn*ver»icheruiig  von  \\k 

& 

ben- 
den 

(^.) 

3  Proc. 

3j  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

3j  1  roc. 

4  rToe 

< 

1  (^•). 

66 

4246 

7,7685 

7,5202 

7.2852 

8,4919 

8.3552 

8.*223 

67I4038 

7,4137 

7,1843 

6,9669 

8.9728 

8,8369 

8,706 

68':)8]9 

7,0740 

6,8621 

6,()611 

9,4728 

9,3375 

9.20e 

69{3591 

6,7488 

6,55:33 

6,3()74 

9,9926 

9.8576 

9.727 

703356 

6,4380 

6.2576 

6A'^58 

H).5318 

10,3970 

10,-268 

713117 

6,1396 

5,9732 

5,8145 

11.09:37 

10,9590 

10,829 

72'2877 

5,8514 

5,6980 

5,5515 

11,6830 

11.5482 

11,417 

73 

2637 

5,5754 

5,4341 

5,2991 

12,2955 

12,1604 

12.029 

74 

2398 

5,3151 

5,1849 

5,0603 

12,9226 

12,7868 

1-2,654 

75 

2163 

5,0693 

4,9494 

4,8:545 

13,56:38 

13,4268 

13,293 

7Ö1935 

t 

4,8366 

4,7262 

4,6i03 

14,2206 

14.0819 

13.9461 

77 

1718 

4,6109 

4,5095 

4,4120 

14,9097 

14.7688 

14.6:51 

78 

1516 

4.3821 

4.2892 

AMm 

15.6(>76 

15.5247 

15.:38ij 

79 

1330 

4,1148 

4.0()02 

3,9787 

16.5-247 

16,3804 

l(>.-239l 

80 

1159 

3.8990 

3.8223 

3,7484 

17.4999 

17.:3552 

17.213 

81 

1000 

3,6545 

3,5851 

:3.5182 

18,5721 

18,427. 

18,286 

82 

849 

3,4336 

3,3706 

3,3096 

19.6426 

19,4987 

19,:ljr 

83 

706 

3,2529 

3,1951 

3,i:J92 

20.6007 

•20,4555 

-20.313 

84 

575 

3,1138 

3.0604 

3,0086 

21  ..3957 

21.2466 

21. loa 

85 

461 

3.(MK)3 

2.9508 

2.9026 

22.0852 

21,9-298 

21.777J 

8(i 

3<)6 

2.8925 

2.8468 

2.8(»23 

•22.7778 

•22.6142 

22,45;5' 

87 

289 

2,7731 

2,7314 

2,6909 

23.5911 

23,4177 

23.-247: 

88 

228 

2.6204 

2.5834 

2,5473 

24,7084 

24.5-249 

-24.:V14 

89 

180 

2.4188 

2,38()8 

2,3556 

26,3376 

•26.1446 

♦25.954 

90 

141 

2,1804 

2.1536 

2,1275 

28,5296 

28.:J277 

28,1-2' 

91 

108 

1,9321 

1.9101 

1.8886 

31.19-29 

30.9813 

30.77. 

92 

80 

1.6866 

l.()(>89 

1,6516 

34,:3097 

34.0868 

33,86» 

93 

57 

1,4381 

1,4243 

1.4108 

38,1027 

37.8072 

37.634 

94 

38 

1,2219 

1,2112 

1,2008 

42,0943 

41,8418 

41,592 

95 

24 

0.9773 

'M .Ii  III 

4o./  Ii 

96 

14 

0,7528 

07476 

U.74J4 

54,1393 

53,8412 

5:3.546 

97 

0.5507 

0.5474 

0.5442 

61.5739 

61.2414 

60.9  l:i 

98 

3 

0.3236 

0.3221 

0,3205 

72.6374 

72.2578 

71.882 

99 

1 

0.0(XK) 

(»,0000 

0,0000 

97,0874 

96.6184 

96.153 

100 

0 

1  ■ 

/•  337 


j-^fü»  durch  Inte* 
gralioa  Ton  Differenlial^leichungen. 

loa 

Herrn  Pf^.  Fettmann^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gcwerhetchiile  in  König aberg  i.  Pr. 


I  ^  ^^■^»  welches  bekanntlich  gleich  ist  dem 
o  0  • 

/OD  .i:«-! 
o 

leres  «o  verstooden»  daiw  too  0  bUi  I  — •  und  ▼ob  I-ft  bis 
OD  ftr  t  =  0  f^enommen  werden  soll,  auf  folgende  Weise  durch 
Üifferenzialgleicbungen  bestironien. 

Wir  setBen 


n 

Eis  iät  nun 


o  o 

wo  dae  lelstere  lotogral  wieder  aaf  obige  Welee  wa  veratoben. 
Ferner  ist: 
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ftiimmtm:  ßitUmmmiif  äeg  imUftmis  /    ^,—  4* 

o  o 

7    (!-*)(!  f 


ä«Ueii  wir  ^    ^»  aUo  djf=~,  «o  Hird 


/OD  />•  |»-t 

u  o 


O  0 

liitegrirt  mau  zuerst  nach      so  erhäit  man: 


Deo  Logaritbmus  bat  man  von  0  bis  1  —  f  und  von  l  j^e  iü»  9 
md  daraaf  « =:  0  zu  setzen.   Es  ist  nun 


Mitbin: 


o 

bat  also  zviriscbea  c  und  z  die  iiiffcreuiialgleicbuDg: 
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Google 


Auma  hUß§rat^  pon  ßi^ereHtta^Mektmgmk  3S9 
Eine  «ndef«  findet  man  anf  folgende  Weine: 

0  0  0  0 

t     ,       dt  .  , 

Setzt  maD  hier  .y=->  »^==^»  so  wird: 

e^  e^ 

•^-^  (l+*K'+*) 

Man  hat  also  jetzt  zur  Beatimmong  von  p  und  s  die  beiden 

Differenzialgleicbungen : 

a  ^ 

ülvidirt  man  die  iweitci  dorch  die  ernte«  eo  erbiit  man : 

dz  ^  dv 
da  da* 

de  dt 

wo  c  eine  Gonatante.  Setzt  mao  diesen  Werth  von  e*  in  2)  ein, 
00  kommt: 

dz      ^  , 

Nehmen  wir  c  poaitiT  =m^,  so  wird: 

i  dä_  1 

Iii  «•+^' 

ass  i.irceetg^+n; 

,  -    ,1  .  *■      *     .  . 

wo  •  eine  nwdto  Gonelnate. 
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Hieraus  erhält  man: 

4)  SS  fjicotg  f»(a—n). 

Setzt  mao  diesen  Werth  von  %  in  ^)  ein»  eo  wird : 

=     totg  ^m(a — «)  +  m*  ä  m*(l  +  eotg  hn{u — «)) 

  ?ii 

"  ~"-*-»ini«(o— n)"  , 

Den  beiden  Differential^rlHichuTigen  I)  und  2}  wird  also  Genfige 
geleiHtet  durch  die  beiden  Gleichungen: 

5)  sssnteotgmCa-^n)» 

6)  •=±n: 


slniii(a  — fi) 

Um  die  Coiistanten  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  beiden  In« 
tegrale  dar  für  a  =  4*  dann 


_  /»•  1 
oder*  wenn  man  jc=xj^,  dxss^^d^  setzt: 


e 

Ferner  Ist: 


2 

''0 

oder  flir  x=:y*,  ds^%jd^  i 

_ ,  ,  IX  /  2  +  f  ,  ,  2-^s  ,  ,  ,  f  .  2— s 
=       1)  — +  1»— j  /ä1  =  /iij^+äi  — 

* 

Setst  man  diese  Warthe  in  die  Gleicbaniisa  5)  and  ao  ar- 
büt 
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durch  J/üeffrfUion  poh  DiffermUM0iHeium§€H.  Mi 

* 

^  =  n  und  mcotgiiitt — «)  =  0. 

Dies«  GlelelittiigM  werdeo  erAlllt  doreh  ii=sO  nnd  :tmssi, 
Setit  mao  die««  Werthe  lu  die  Gleichnageii  5)  and  6),  eo  er- 
hiJt  mn : 

z  =  ff  .cotg  an. 


•in  11» 


Da  diese  Functionen  stetig  bleiben  iiir  bis  a~  \  und 

bis  a  =  0,  so  sind  dieselben  innerhalb  dieser  Gränzen  den  obi* 

gen  Integralen  gleich.    Ffir  ii  =  l  und  a  =  0  werden  die  Fanctio- 

nen'  tineodiicli»  und  obgleich  sie  darüber  hinaus  wieder  endliche 

Werthe  annehmen,  so  lässt  sich  doch  nicht  behaupten»  das«  sie 

dann  noch  die  Integrale  damtelien.   Vielmehr  mfisste  man»  wenn 

da«  a.  B.  Ten  a  ss  ]  bis  «=2  stattfinden  sollte»  nachweisen,  dass 

ftr  einen  bestimmten  Werth  von  a  awbeben  assl  nnd  a  =  3« 

s.  B.  für  «ssi,  die  Functionen  den  lutegialen  gleicb  wftren»  wie 

das  eben  fflr  «ss^  gesebeben  ist  Nun  siebt  man  aber  gleicb, 

■  I 

dass  iBr  jeden  Werth  von  an  — ^  das  Integral 


OD  j 

e 


"4 

«owohl  fflr  positive  als  ftr  negative  Wertbe  tob  n  onendlich  wird, 
Nor  IQr  Wertbe  von  a  swiscben  1  und  0  gelten  also  die  Glel- 
cbnngen 

rri^^iiSü   ""^  J  |^ite=«.cotga«. 
o  0 

Miirnnt  man  oben  IBr  e  einen  negativen  Werth  —m*,  so  ge- 
lugt man  dnrcb  EaqienenllalgrOaaea  tn  demeelben  Resoitat. 
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?male  die  Seite  AF  in  einem  Punitte  D,  die  Seite  BF  In  einw 
Pankte  C  nod  die  VerUngerniig  der  Seite  AB  in  einen  P«dklt 
eo  finden  feinende  fUlntlonen  -«(ntf s 

AE.AF.BC.UCssAB.AD.FC.EC, 

ßA,BC.ED.FD^ßE.ßF.AD,CD,  ...  (0) 

EA.BC.BF.BFssEB.ED.AF.CF.  ...  010 

Jklau  bat  oamlich  nach  dem  Satze  «iea  Meoelaoe: 

AB.BC.FDws  AD.BB.FC,  (1) 

BB.Cß^AFssiAB.VB.FJp   . 

AB.ED,CF=zAE.CD.BF,  (U 

AD.BF.CEiszBC.ED.AF.  (4) 

Durch  MuHiplication  von  (i)  mit  (^) ,  oder  (3)  mit  (4),  erhält  man 
die  Hclation  (I);  durch  Multiplication  von  (1)  mit  (3),  oder  ¥on 
(^)  mit  (3),  die  Helatiori  (II);  und  durch  MuUiplication  von  (1)  mit 
<4),  eder  Ten  (2)  mit  (3)«  die  Relation  (lU). 

einlach  diese  Herleitong  ist,  so  liabe  icli  dies«  drei  Glei» 
cbnngen  docü  uocii  in  Jceioem  mir  zu  Geaiciit  gei^onimeoeu  Wetk« 
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ihsr  BMiere  oder  lltlw«  GflOMltie  gefund»«»  wm  wieli  sar  An* 
MhM  HBlift,  dM«  4lt  MtwMUK  a«ii  odar  waoigiteB«  aidil  ««fcr 

Am*  (Ui)  folgt  U.A.  der  tolgende  SaU: 

liC  ABCD  eto  Mlebige«  conwxMi  VImck  irnd  Mie»  dl« 
PoiKB^i^l  if  Mf  €21  nml  CA  «nd  von  CmniAB  «od  ilO 
bisIgUdi  btseidMet  diireli  a»,  Of,  ai«      uod  die  Pec|i9Ddikel 

vfin  B  auf  AD  und         und  voq  D  auf  Ji?  uud  CJ?  durch  6^ 

HO  Ihtl 

Die  Elementari^eametrie  nennt  eine  TOti  II  geraden  Linien  be- 
gränzte  Ebene  ein  ri  Eck.    Die  neaere  Geometrie  dagegen  be- 
zeichnet mit  demselben  Namen  entweder  eine  in  n  Punkten  ge- 
brochene, geschlossene  Linie,  oder  t\m  tius  allen  durch  n  Punkte 
bestimmten  Ueraden  bestehende  Gebilde,        dasa  man  allemal, 
wenn  man  von  einem  n  Ecke  spricht,  eigentlich  erst  anq^ehen 
Kollte ,  was  man  darunter  v  er>telit.     Die  Hpsrh?irti!^tjn!:f  mit  Po^ 
iyedern  nuthigt,  mit  Figuren  in  beiilerlei  Sinn  betrachtungen  an- 
xuitteilen,  so  das»  man  wegen  der  liezelchnang  in  Verlegenheit 
^erathen  kann.    Es  ist  darum  vielleicht  passend,  wenn  man  lo 
solchen  F&llen  die  Bezeichnungen  L in ien-n- Eck  und  Flächen* 
«•Eck  anwendet,  je  naebdtfm  mftii  ein  fineire«  Gebilde,  oder 
tb«  begrioxte  fifteh«  beoenn««  wiR.  F  U  c  h  •« •  n*  E ek  «  In  dM 
tag«f«b6D««  Olunc  hat  seither  nur  dl«  EI«Mealifg«oi««lrlfl  b«« 
baditot  und  audi  di«««  b««cblRigC  slck  nur  mit  «iiifaek  b««* 
grlnit««  flbenen  Figur««.  Erweittrt  m»n  J«d««b  d««  B«grif 
itr  Flieben«ji*Bcke  ««f  Eb««««  mit  iw«l  «dar  iii«br«r«o 
Griaslisl««  (darehbroeh«»«  Polygon«)  aod  aaf  gab r «ab an e 
begriUnla  Ebaaaa»  ao  dOrAa  naa  viallaiabt  ralcbbaltigeo  Malarial 
iidaa»  da«  nacb  wenig  b«arb«it«t  Ut  and  fr«bl  «lebt  obne  tnteraaaa 
Uhi  »8«hia«  Nennt  man  «Wie  1«  alcb  aelbat  aartablaafendo»  ^eh 
aber  aoaat  nlebc  «ebnoidood«  in  «  Panbtnn  gebrocban«  Lini«  ein 
•infaab««  Li«l«n>ii-Eek,  oo  ka««  doaaelhe  immer  als  die 
ümfangolioie  eine«  einfachen  ebeoeo  oder  gebrochenen 
Fläch en -  w- Eck s  angoseheii  werden,  je  nachdem  nämlich  jenes 
in  einer  Lbeae  liegt  uder  nicht.    Ein  ^ebrociienes  n-Eck  ist 
aber  nicht  durch  »eine  LinfangsiUoie  beötioioit,  wie  ein  ebenes. 
Es  können  vielmehr  von  einem  und  demselben  eiufacben  aber 
^cbeo  Linien -ff -Eck  im  AUgemeioeo  so  viele  eioiacb«  Fjicb«B* 
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polygone  begrinzt  werden,  als  verschiedene  Arten  mOglM  «M^ 
dfts  Linien -n- Eck  dorcli  Diagonalen  in  Dreiecke  zu  geriegeau 
Diese  Anzahl  i^t  offenbar  eine  Fonefion  der  EdieataM  iiwe 
Beatfanmaag  dflrile  woU  «Ja  ein  niefaC  ebett  leichtes  Pieblem  anl^ 
geetellt  trerdea. 

Den  einraehe»  Fliehen polygone  bann  daa  Ten  swei  eialhchas 

LlnlenpolygoDen begrinzte  rlngfurmige  FIftchenpotygon  annlehat 
angereiht  werden.    Zu  diesen  Polygonen  kann  u.  a.  aocb  der 

Mantel  eines  Prisnia«  oder  eine«  PrismatoidR,  und,  in  sofern  »ich 
die  eine  GränElinie  auf  einen  Punkt  reducirt,  auch  der  Mantel 
einer  Pyramide  gezählt  werden.    Hier  kann  denn  da«t  Prahiem 

aufgestellt  \\  erden: 

Dlo  An/iibi  alter  mügliehen  rin^rförmigen  Polygone  zu  be^lioi- 
meo,  welche  dieselben  beiden  Linienpolygone  you  m-  nnd  n-Echen 
TO  Gränzlinien  haben« 

JShi  «nniogiia  ProMeai  entoprlcht  dw  mehsfaeh  htgtina- 
t«ii  (««brlMi  dnfchbyecheaen)  Polygonen.  PolygenenBnIs 
Imn  eine  nu  mnhreran  FlXcheapolygonen  Manmniengeeetate  gn» 
broehne  Fliehe  genannt  werden  nnd  awar  genehleenenen  Pe* 
lygonennets,  wenn  dnreh  daeaelbe  dn  Tbell  dea  Rnnnea  toU- 
•tindig  eingeaehleaaen  wird.  £e  ImI  abe  jede  Oberlliehe  einen 
Polyedern  ein  Polygenenneta.  Im  nllgemehien  .iMnnaber  die 
Oberfläche  eines  Polyeders  auf  reradüedene  Weine  ana  FUcheo- 
polygonen  zusanmietige^^etzt  werden.  So  kann  z.  B.  die  Ob^ 
Ä<iche  eines  PontMUMindodLkaeder^  zunächst  angesehen  werden 
als  zu8an>mengesrl/.t  aus  zwüH  chenen  Pentagonen;  man  kann 
sie  aber  auch  ^erltigen  in  vier  gebrochene  l^olygone,  nämlich  zwei 
rineföriiuuo  mit  einer  zehneckigen  und  einer  zweieckigen  Gran^» 
lifiu"  und  zwei  einfache  gebrochene  Zebnecke;  oder:  in  vier  ring- 
förmige Polveone,  dcieji  iimere  (iranze  ein  Eckpunkt  und  deren 
ftnssere  Gränze  ein  Linienneuueek  int,  oder:  in  aecba  gebrochene 
nü|laofae  FläcbenAebnecke. 

Für  Polygonennetae  laaaen  nich  folgende  PrehieuM  «ribMettf 

.  1)  Di«  Anzahl  aller  rouglicben  Peiygooennetne  aa  hnili«wg% 
dma  fllMehM  Polygone  dineelhen  Ofiam  beben. 

9)  Die  Annahl  nller  mlgliehcn  PelyipmNMietnn  an  hiillniMa^ 
welehn  «hM  gagebeM  Anaahl  Pnnictn  aiMlIieh  «ad  MnaaUteee» 

lieh  zu  EckponhtMi  haben,  and  npealeHert 

3)  Die  Anzahl  all«r  möglichen  l*olyder  zu  bestimmen,  welche 
eine  ^eorebene  Anzahl  Punkte  sämmtiich  und  ausscbliesaltcb  an 
Eckpunkten  haben* 
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Zur  Folyedroiiieürie« 

Von  ' 

Herrn  wjoh.  Harl  Becktr^ 
Lehrer  an  der  tiftjehuiig«iio«t«U  v<io  F,  in  j&iiricli. 


De»  siwnit  von  DeBenrte«^  anfgt»liplltM  Sat«,  „dM  dl« 
Snoini«  dar  -KaatMiiriokel  cioas  Polyiidam  fon  •  Ecfcno  4#<^ 
Bacht«  iMtrlgl*«,  findet  nmn  In  den  meialen  Lebrtecbeni  dar 
Gamnetrla  antiradcr  {tar  nldbt,  adar  aar  baflia6K»  ala  Bewaia» 
gnmd  Ür  den  Eular'aaban  Sali«  amibnt  Claicbtralil  atobt 
jener  Sats»  den  amn  wobl  den  Deaeartea'acbea  8ata  naonai 
bann,  dem  Bnler'aeban  an  Bedaatnag  kaam  naeb»  Dean  elnar« 
aaMa  lat  er,  wie  Herr  Steiner  (Im  eraten  Bande  den  Jonr«> 
aale  ven  Crelle)  mit  Reebt  berrofbebt^  an  tlcb  Infereaaant» 
■bi  ein  Analoiton  an  dem  Satie  der  Planimetrie,  dass  di«  Winkel- 
ramme  eines  ebenen  Polygon«  von  e  Ecken  2e—- 4  Üechte  be> 
trlttt,  und  dass  bei  dem  Polyeder  von  e  Ecken,  oder  richfit^er, 
liei  einer  gewissen  Klanite  von  Polyedern  mit  e  Ecken,  diu  Kan- 
tenn inkelsumme gerad e  diis  Doppelte  der  Winkelsumme  eine« 
c'iiiJach  bp?rän?Jen  Polyffon^;  \on  e  Ecken  betrSijt,  deutet  darauf 
bia,  dii»is  an  riet)  f) e«ca  r  t  e  s 'schon  Satz  gevi'istj  noch  marit'herlei 
Unteroiichnngefi  anL^t*kmi[irt  \\('rflen  kTnrnen.  Ferner  ist  derselbe, 
ia  anderer  Form  ansgetlriickt,  ein  we^entlii  Jier  Tlieil  des  Aljhan- 
^^keitiBgesetzes  zwinchen  Kanten-,  Flächen  -  nnti  I^ekenzahl  der 
Hgenaanteo  J^oler'Msben  Polyeder»  tod  dem  der  Euler  acbe^ata 


In  dem  v«o  0«rfn  Preebel  am  SB.  April  laaa  dar  Parbar  Akt* 
innie  mllfrtbeiltmi  Fragmente  .,Oen vre«  iii6ditee  da  Deaearte»**. 
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nur  ein  8elir  unvctilkonimener  AutJcirurk  i^it.  Endlich  rr.«:fre«  kt  8'ich 
seine  Gültigkeit  aul  Polyeder,  die  nicht  mehr  zu  den  Eu  1er  sehen 
gehüren* 

Aber  auch  der  viel  bekanntere  Euler'eche  Sats  tritt  in  den 
meinten  LebrbQcbern  in  einer  Weise  auf»  die  iveoig  befriedigt. 
Namentlich  erhilt  man  nirgend  bestimmten  Anfscblvss,  für  welche 
Polyeder  er  ^ilt,  fflr  welche  nicht 

Unter  den  Beweisen  für  diesen  8atz»  welche  sich  nirht  auf 
den  Deseart  es 'sehen  Satz  stdtzen,  sind  mir  nur  der  des  Her- 
anagebers  dieses  Archivs  und  der,  welchen  Uerr  v.  Staudt 
In  seiner  MGeonietrie  der  Lage*'  gibt,  als  solche  bekannt» 
welche  so  weit  richtig  sind»  wie  der  6ata  selbst.  Wenn  aber 
a.  B.  Herr  Koppe»  der  den  ersten  der  genannten  Beweise  in  seiti 
rflhmlichst  bekanntes  Lehrbuch  anfgenonimen  hat»  von  den  Po- 
lyedern»  für  welche  er  durch  denselben  den  Sata  ala  bewiesen 
ansieht»  nur  solche  Polyeder  aosschtiesst,  an  deren  Begrinsun^ 
aneh  mehrfach  befiränato  (durchbrochene)  Polygone  Thcil  haben» 
so  behauptet  und  beweist  er  mehr  als  wahr  ist  Denn  von 
den  Obrigen  Polyedern  sind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  aU 
einer  gebrochenen  Obeifläche,  die  Hohlkörper,  aiiszuscItlieitMt^ii, 
und  von  den  d.iiin  noch  übii^  iileibeiideu  gilt  der  Euler*t!>che 
Satz  immer  \mv\\  jiicht  für  alle,  soriflern  ausschliesslich  für  die* 
jenigen,  bei  denen  jeder  EckpnnUt  nur  mit  solchen  Eckpunkten 
durch  Kanten  verbunden  ist,  n eiche  zuglekfi  dio  >ainn»tliehen 
Ecken  eiries  nnr  von  faLanten  und  Diagonalf'fi  drr  Sritriillhflien 
becrrnnzten  Polygons  wind.  Üie  I^olyedcr,  uekbe  dieser  lieUiu- 
gung  nicht  entspreciien,  hat  zwar  Herr  Sehl u milch  in  »einer 
»»Geometrie  des  Maasees"  als  „ringförmig  durchbrochene'* 
ausgeseUassen ,  so  dass  er  nur  solche  Polyeder  als  EulerVche 
Polyeder  surftckiiehiilt,  für  welche  der  Euler 'sehe  Satz  «irk- 
lich gilt.  Der  Ben  eis  aber,  den  er  daflr  aufstellt,  im  Weeeat* 
liehen  der  8  t  ein  er 'sehe»  ist  nur  för  convexe  Polyeder  aulissbc 
jmi  es  Ist  demnach  awar  nicht  mehr  behauptet»  als  wahr»  wohl 
aber  mehr»  als  bewiesen  iet  Aneherf)»hrt  man  nicht»  wandMi 
die  hennaeicbnenden  Merkmale  4er  Enier'sehen  Polyeder  seien» 
welche  bereehttgen»  sie  als  eine  besondere  Klasse  den  andern 
gegenfiberaustellen;  denn  auch  unter  den  »»rhigf^mig  dnrchbttoehe- 
nen**  befinden  sieh  selche»  welche  „von  einer  elnsSgeH  maanmran* 
hingendon  Oberfliche  begrSnat  werden»  die  auch  nach  Weanahme 
irgend  einer  SeitenflKehe  noch  eine  ununterbrochen e lieihen iulg« 
ebener  Vielecke  darstellt.** 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  veranlassten  mach  darfiber 
nachaudenken»  ob  niobt  vielieieht»  wenn  man  ven  ebiem  anderen 
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gmiiil|iirilü  anegeM,  «hM  ONlir  Sidi«rMt  imd  KluMt  fai 
wm  SwHMMiilMgafiMieii  £ekeii»  KmImii       PMcImii  nvftratM 

te  4m»  -F^igeiiJn  ■Mmnengestellt,  «m  «to  dm  Beffftn  ■  Mathi 

Mitlkerii  zii  g«ttlll|^er  ÜMcbtunf;  vorzulegen. 

Die  Oberfläche  eines  e- eckigen  Polyeder«,  demn  Kanten- 
vinkelenniine  4e— 8  Reckte  betrXgt«  beetebt  entweder  niw  2,(e— ^ 
Dreiecken«  oder  läast  eich  io  2.(«— ^  Dreiecke  zerlegen,  deren 
Seiten  eicb  eof  der  Oberfl&che  eelbel  nnr  In  den  Ecken  dee  Po- 
Ijeders  cehnelden.  Denn  «erlegt  inen  jede  mebr  ide  dreieeitige 
Grinefllcb«  dee  Polyedern  ^  dnreh  Diegonelen  In  Dreiecke»  eo  ict 
die  Winkelennme  aller  diener  Dreiecke  sngleieh  die  Kantenwin* 
Ulenmnie  dee  Potyedere»  al«o  s4e— 8  Reckte  es2.2«(e-»-IO 
Reckte»  nteo  die  ZabI  der  Dreiecke  =:2.(e-2). 

Kann  man  direct  nachweisen,  dasa  bei  einer  Klacee  von  Pe> 
lyedern  '  von  e  Ecken  die  Oberflicbe  eich  aof  die  ant^ecrebene 
Weie»  in  2.(e  -2)  Dreiecke  mrlegen  lis^f .  eo  ist  damit  Ohr  die- 
•elbeo  nneb  der  6ete  dee  Denear  tee  nackgewieeem 

Die  Dreiecke,  in  welche  man  a»f  die  ani^e^chene  Weise  die 
Oberfläche  einet!  l^dlyeders  zerlegen  kaitii,  inügeii  (i  ränzdr eiecke 
liffi«»en,  und  ihre  Anzahl  ftei  bezeichnet  durch  D, 

Soeben  wir  nnn  zunächnt  D  (iQr  die  Euler*8chen  Polyeder 
n  bentimmen.  Da  der  Begrif  der  „£nler*ecben  Polyeder**,  mel- 
aee  Wieeene,  bis  Jetat  dnrch  keine  andere  Ddlnltlen  beetimnl 
ist»  nie  dnrcb  'die»  daee  ÜBr  nie  det  Enlef*ache  Sata  gelte,  ee 
itelle  leb  folgende  Definition  auf:  Ein  Enierecbee  Polyeder 
Inf  ein  noicbee,  den  von  einer  einsigen»  nnr  ane  ein- 
fach begrinsten  Polygonen  snaanmengeaetsfen  Ober- 
fllebe  In  der  Weine  begrinat  iet,  daee  alle  Eckponkfe» 
welche  mit  einem  beliebigen  andern  Eckpunkte  dnrcb 
Kanten  Terbnnden  aind»  allemal  dnrcb  eine  einsige 
■er  ans  Kanten  nnd  Diagonalen  bestehende*  nnr  In 
ikeen  ]^eb'rdehene  Linie  verbunden  werden  können.  Ea 
ist  klar,  Jass  bei  einem  «olchen  Kiirper  tille  l^ckpunkte,  welche 
mit  einem  und  denifielhen  andern  Eckpunkte  durch  Kanten  VW* 
bunden  sind,  oder  durch  Gerade  verbunden  werden  können,  «  eiche 
auf  der  Oiitrllache  liei^en,  (also  durch  Diagonalen),  allemal  ^^elbst 
durch  eine  nur  .lus  Karitf  n  bestehende  pclucx  brne  Linie  ver 
luiiden  sind,  näuilieb  durclt  die  äussere  Uinran<;.*^linie  der  in  je 
Lern  Eckpunkte  rusanm»«*» treffenden  Be£rn«nzun^ti(lncben.  Denkt 
man  nich  nun  ein  «olrhnj«  kanffiipDlvi^^fiii  durch  Dtaj^onalen  in 
i>retecke  seriegt«  f)o  iiird  dasjenige  Polyeder,  «ttrlcbea  mit  dt^in 
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Torliegend«o  in  allen  Eckim,  Kanten  wmi  FIMien,  aomer  jener 

mit  dem  betrachteten  Kantenpalygone  verbunrlenen  Ecke  ond  dm 
in  derselben  /.usanimeiitreflfeiiden  I' lachen  iin<l  Kanten,  iibereiu- 
stimmt»  JitaU  <ler  wecijefalieneii  (■rnnztiLMiren  nUcr  jene  Dreieike 
tur  tiegränzung  hat,  m  welche  luHfi  jerieei  kaiiU^ii^Mily^Mn  zeriegt 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  zwei  (iränzdreiecke  woni^nT  hahen,  wie 
das  vnrlieRende,  En  i?»l  iifM  r<li«\ss  klar,  dasa  das  abgeleitet«  Po- 
lyeder ehenfalU  ein  Eul  er '.^r  hrs  ist.  Leitet  man  nun  vnn  Ii'- 
eem  auf  dieselbe  VVeis^»  ein  tlriUus  Polyeder  ab,  vrelcbe^  aU« 
awei  Ecken  und  vier  tirän/dreierkc  weniLier  haben  wird,  irte  da» 
zuerst  betrachtete,  und  von  diesem  ein  vierten  u.  8.  f.,  so  wird  mto 
zuletzt  zo  einem  Tetraeder  gelun(j;en»  welches  ftur  noch  vier  Ecken 
und  vier  Gränzdreiecke  bat  Hatte  mitbin  das  anfani^a  betrachtete 
Polyeder  e  Ecken,  m  masate  es  (e  —  4). 2  GrSnzdreiecke  mekr 
ÜB  vier  habaii.  MaB  hat  aonit  fir  alii  Eular'adMs  Polyeder: 

Z>  =  2.(«  — 2)  (I) 


Polyeder  nar  voe  Dreieckeii  beitioal»  mmä  km^lthmem  I 
beaMoegeireiee  die  Aniebl  der  Ecken»  Fllcbe»  oed  KuUtk  n 
lat  flbr  daeaelbe: 

/>  =  /=2.(e-2;,  ® 

^=ifc  =  3.(c-2),  9) 

weraoa  ancli  folgt: 

f^e=^&^%  (4) 

EptbSIt  die  Oberfllche  ebee  finler'acheii  Polyedern  ünM^ 
Vierecke^  ••••o»  siEche^  lo  beeiefcoD  folfeode  Rdatieaaat 

Ds=fl,f2a4  +  3ii4f  ....  +  01—2)0«=:  2. («—R,.  . 
i=3(a— 2)— (a(4  +  2ü»+....(«— 3)«J,  •  .  .(7)*) 

wodnrch  die  Abhängigkeit  zwit^chen  /*,  k  und  e  genauer  atnige* 
drfickt  tat»  ala  diircb  den  leicht  daraus  abioitbaren  Euler  »cbfi 
Sata. 


*)  Dia  ZabI  der  fCaafee  Ist  oflbobar  gfeieb  dar  aller  Setlai  der 
Oitaadrelacie»  Tenwfaidart  aoi  Üa  Sah!  daijeolgea,  wetcba 

der  Polygone  aiud,  uUu   C^«  4'^^ft~l~ (''"*^)^n)* 


I 


Digitized  by  Google 


Becker:  Zur  Foigeäroinetrie. 


All  die  Euler 'sehen  Polyeder  schlicsst  sieh  eine  sweite Gruppe 
von  Polyedern  an,  für  weklic  zivar  der  Euier'sche  Satz  mvMt 
mehr  gilt,  wM  aber  der  des  Oescartes,  und  die  man  deshalb 
■ih  Des  ca  rt  e  s  sehe  Polyeder  heateiehnen  kann.  Es  sind  die^s 
Tinmlicli  alle  von  einer  ♦•iTiziiief»  ÜherÜache  Ueuj'ÄixziQ  Polyeder, 
die  auch  dop|M»lt  und  lueiirlach  be^rSnzte  (durchbrochene)  GrSnz- 
fitruren  haluMi  .  deren  Frkf»i?Mkt<>  aber  ebenfalls  iif?r  mif  solchen 
Eckpunkten  durch  Kantt  ji  verhunden  sind,  welche  durch  eine  ein- 
lige  nur  in  ihnen  gehrot  hcno  Linie  verbunden  uerden  kuuneo« 
deren  einzelne  Strecken  auf  der  Oberfläche  liefen  und  nur  dann 
ia  dtn  Raum  des  Polyeders  selbst  fallen,  uenn  sie  zwei  an  9\nm 
inneren  Grfinzlinie  einer  mehrfach  begrenzten  Gröniigiir  lt^g«Ml« 
Eckpunkte  verbinden.  Alle  solche  Po^«dar  INMUM  ttgeseb«« 
trerdeo  al«  dadarch  entatanden,  dans  man  mehrere  Euler  sehe 
Polyeder  so  an  einander  c;efugt  habe»  dass  jedesmal  von  iwei  attf 
eiaaoder  gelegten  Fliclieo  die  eine  von  der  Oberfläche  gana  ver- 
•chfrondeo,  und  von  der  andern  ein  dorchbrocbener  Tbeil  Übrig 
geblieben  eei,  dtfr  nnn  zur  BegrSnsung  des  losammeageaelztea 
Polyeders  gebürt.  Ua  auf  diese  Weise  alle  Ecken  and  Kanten 
der  fenuneneetaenden  Polyeder  an  Ecken  und  Kanten  des  xn- 
taameiigeeetalin  werden,  ebne  dmam  neee  Eefceo  eder  Kenten 
UninkeHinien«  w&breed  defvgen  bei  jeder  eeMO  Aefögung  eine 
Mazfigur  verleren  gebt»  an  iet  klar»  daee  fflr  eelebe  Polye- 
der der  Ealer'ncbe  Sata  nicht  aebr  8tatt  bat. 

Was  nun  die  Kantenwinkeisumme  eines  solchen  zusammen- 
gesetzten Polyeders  betrifft,  so  iat  dieselbe  offeiihar,  nenn  die 
Zahl  der  Euler'schen  Polyeder  ans  denen  daa  Descartes'scho 
zasammengesetzt  werden  kann,  =ii  ist,  um  (n — 1).8  Rechte 
grosser  als  die  Samme  aller  Kanteuwinkel  jener  n  Eni  er 'sehen 
Polyeder  zosammengenommen.  Denn  hei  jeder  Anfügung  eines 
solchen  Polyeders  werden  statt  der  Winket  der  dadurch  verdeck» 
toa  Grfinsfignr' deren  Explemente  (Ergfleznngen  zu  360*0  Kanten- 
«iikel  des  susaminengeaetzten  Polyeders»  wibrend  sonst  Alles 
aaterindert  bleibt  Die  Summe  der  Kaotennriakel  der  n  Eni  er- 
sehen Polyeder  ist  aber»  wenn  die  Zahl  siromtlicber  Bi&en  e  isl^ 
r.ilt'— ii*8R.»  also  die  Kantenwlnkelsnnnne  des  Descartes- 
•den  Polyeders  r5e.4R.— «.SR. -I  8 R.s=  4. (e--3)  Reifte» 

Dir  Descartes*sebe  Satz  gilt  also  ancb  für  diese  Po- 
lyeder k  lasse  und  ist  daher  deren  Benennung  als  Descartes* 
•che  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen  bisher  betrachteten  und  bei  oineni  grossen  Theil 
darsoeb  zn  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl  der  KOrperwinkel 
dei  ibrer  8ebeitel,  akio  der  Eckpankte  gleiob »  nnd  es  ist  daber 
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« 

gleMgal%>     IM»  «DlMr  e  dl»  MI  dar  KirpenvtailMl»  «d«  « 

d»r  Eekpuiikl»  veMitlit.  Es  sind  wk^t  vnttr  dm  ebltdi  begr&ii»! 
ten  Polyedern  («reiche  oor  eine  iinimtefbrncliene  OberflSebe  ha- 
ben) ciijcli  solche  möglich,  unter  deren  Korpeminkcln  zfvei  od« 

iuelirt'tt'  einen  gemeiuschaltlichen  ^»cheiteI  hal)en.  Für  solchf 
Polyeder  liönnen  der  Euler'sche  uuti  der  U  es  cartes'schc  Le^!^ 
satz  noch  ali$  richtig  ancrcschen  werden,  wenn  nnter  e  die  Zahl 
der  Korj^efwinkel  verstanden  wird,  nicht  aber,  wenn  man  die  Zahl 
♦ler  Kckpnnkte  ilmch  f  ausdrückt.  Es  sind  fetrier  solche  Fnlyeder 
nui^lich,  hn  (IciKMi  /wci  otier  mehrere  Flürhenurnk«  !  ^enieiti- 
schaltlichi'  Kaiitr  lialicn.  Aurh  Tür  ilietie  kurHMJii  Im-kI*»  Sal« 
noch  als  rieh  I  m  aiiLTsvlu  n  werde«,  wÄuii  mao  unter  k  cüa 
der  ITilUbeDwiiiifei  Y«r«t«iit. 

Ausser  den  bis  jetzt  genannten  Polyedern  sind  noch  fiek 
Polyeder  möglich,  welche  auch  nur  von  einer  einzigen  unuoter- 
broebenen  Oberfläche  hecran/.t  sind,  für  die  aber  w  eder  der  Eu- 
ler «che  noch  der  D e s c :i r t e« 'sehe  Satz  gilt.  Diese  lassen  sieb 
{»auinitlicb  uU  durchhrucbene  Polyeder  zu  einer  kla<»«e  ver 
einigen  *). 

Dvreblroeliea  Ist  nimllcb  ein  Peljedar  cHeaiel,  weiefli 
deoMellieii  eleh  swel  Keateppolygeee  bciod«B,  deren  ketoes  «h« 
Tbell  der  Oiperttcbe  be^rtect,  die  elmr  entar  einasder  dMcb  ^ ' 
Oberlllche  eo  veriKrodee  sind,  des«  die  sie  ferbMendee  ¥^ 
gone  alle  Eckpunkte  mit  ibaea  gemein  habea.  Denkt '  insa  sicli 
aao  Jedea  der  ae  verbandenen  Kanteapolygone  dorcb  Diagoatki 
in  Dreiecke  «erlegt,  und  die  Ebenen  dieser  Dreiecke  statt  des 
die  Polygone  unmittelbar  verbindenden  und  nan  in  den  eiB|re- 
schloisjsenen  llauin  lallenden  Tbeiles  der  Oberfläche,  als  der  Obe^ 
fläche  aiigehiirii;,  «o  ist  das  beiitanzte  Polyeder  nicht  mcHr 
durchbrochen,  also  ent\veder  ein  Euler  «»ches  oder  ein  Desc.ir 
tes  Hches  uti  I  man  hat  mitbin,  mit  Beibehaltung  der  obigeu  Ik- 
zeichuung^vieibe,  lür  dasselbe: 

Jeder  zwei  solche  Kaotenpolygone  auf  die  angegebene  Weist 
verbindende  Tbeil  der  Oherfllicbe  des  dnrchhroebeaen  Polyeder.« 
Ilisat  sieb  aber  offenbar  durch  Diagonalen  in  eben  80  viele  Dreiecke 
serlegen«  ala  diese  Polygoae  xusammea  Ecken  babea»  wibresi 

*)  Dam  alcbt  nocb  andere  Polyeder  mit  eiacr  Oberfläche  ni Oir- 
lich ««»«0,  ttelle  ich  hier  niclit  ai«  Urtheil  a  priori,  sondern  al«  ein 
Erfabmngtnrtheil  aof,  dns  ich  /n  lterichti<;cn  bereit  sein  wifdat  , 
mir  nsr  «bi  eintiget  telebe«  Pel^«4ar  gezeigt  verde»  köaoia. 
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BB  4  Uebier  min  niiM,  al«  die  EcfcensaliL   Man  hat  nltbln  Dir 


«ia  einmal  dnrelibreclieiies  Polyeder: 

2)-|'4  =  20  (8> 

Md  l3r  eiü  mmai  dur clibrocheaes  Polyeder: 

D=s3e<|'4.(ai— 1)  (9) 

lat  eiB  eel^bee  Polyeder  nur  von  Ureiaekea  Jb^rluttt»  «o  iet: 

/•=2c  +  4.(m-l).  (10) 

km9B-^%.{m^l)i  (11) 

ibo: 

f+e  =  ^-2.(/«— 1)  (12) 


StM  «an  In  dieeem  Ansdrncke  iii  =  1,  ao  erbilt  man: 

4 

d.h.;  In  einem  einmal  dnrclibroclienen  Polyeder«  dne 
'■■r  von  Dreiecken  begr&nat  iet,  lat  die  Zahl  der  Kan< 

ten  gleich  der  Summe  der  FliebensabI  nnd  der  Ecken- 
zabt. Diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  mehrere  Dreiecke  nich 
zu  Vielecken  vf»reini<:en,  also  unter  den  GranzÜachen  eiofacli  be- 
graozte  Polygone  jeder  Art  vorkummeii.  ' 

£otblllt  dleOberflicbe'elnee  ntmal  darebbrocbeaen  Polyedern 
mr  efaifiieh  begriasto  Polygone«  nimllcb  Dreleekc^  ^  Vierecke» 
....«a  n-Ecke»  ao  beateben  folgende  Relationen: 

fl4^B»-f   (13) 

i>=5«,+2a4f 3(?,  +  ,...(»-2)«,=  2«+4.(m-l),  (14) 

J(  rs  3e ^0.  (m— 1)  -(114 -f  2fl5  ^Se«  -f . . . .(»  -3)ii«).  (15) 

Aus  diesen  Relationen  läisst  sich  endlich  Jeieht  die  dem  £u- 
Iti  Mben  Halae  eotopgechende  (»letobnng  (12)  beHeÜen. 

Was  dio  Polyeder  mit  mehrfacher  Begrfiiiziinir  (dio  Hohl- 
Urpfr)  betriÖt,  so  i.st  klar,  dass  liir  die^^elhen  der  Luier  srhc 
Qiid  D  es  cart  t*«^ he  Sutz  im  All?emeii)eii  nicht  oeltpn  künncii, 
l«t  aber  z.  B.  von  den  beiden  Oliei  Üächen  eines  Hoiilkürpers  die 
äussere  so  brschaflVri,  dass  sie  aUeii»  ein  Kuler'sches  Polveder 
fifiMchliesst,  >T.*ihrej»d  die  innere  ein  einfacli  durchbrochenes  Po- 
''»t'der  bet;rän/t,  und  ans  einf;icli  bej^riinztm  Fiirirrff»  /usaninieoge* 
setzt  iel»  ao  bat  man  tür  das  doppelt  begränzte  Polyeder: 
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Der  Euter  sehe  SaU  gilt  mitbin  auch  fflr  eioige  Hohlkörper. 


Die  Sätze  über  Hie  durch  brochenen  Polyeder  durften  ujeeig- 
net  sein,  eirjige  Irrtbünier  zu  berichtigen  und  einige  neue  6ätze 
abzuleiten. 

AU  einen  zu  berichtigenden  Irrthum  finde  ich  dem  Ta- 
schenbuch für  Mathematik,  Physik  etc.  von  Dr.  Rudolf 
Wolf  (Bern  1856,  sweite  Auflage)  folgenden,  einem  Colle- 
gienhefte  von  Stelner  entlehnten  Sata  (p. 74.): 

Es  sind  nur  folgende  Polyeder  ni'iglicli,  welche  der 
Bedingung  geniigen,  dass  alle  i  liicben  gleich  viel  Sei- 
ten und  alle  Ecken  gleich  viel  Kanten  haben:  Tetrae- 
der, Oktaeder  und  I  k o s a  e d  e r  aus  I)  r i  e c  k  (mi  ,  —  Ii e x a e • 
der  aus  Vierecken  und  Uodekaedcr  aus  Fünfecken. 

In  derselben  Allgemeinheit  ist  dieser  8atz  auch  in  der  „Geo' 
metrie  der  Lhge^'  von  v.  Staudt  aufgestellt. 

Damit  dieser  Satz  richtig  werde«  rauss  statt  „Polyeder'* 
die  engere  Bezeichnung  „Eni  er *sche  Poly  e d  er    stehen.  Denn 

unter  den  einmal  durchbrochenen  Polyedern  sind  nocK 

wenn  man  die^selhen  nach  der  Flächen  zahl  in  Gruppen  theilt. 
unendlich  v  i e  1  o  Gruppen  \  on  Polyedern  ni ü g  1  i c Ii ,  u  e I - 
che  derselben  Bedingung  genügen,  nämlich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkanti^on  Fcken  und  *J,  12,  J5,  18. ..3» 
vierseitigen  Gränzflächen.  In  Taf.  IX.  Fig.l**)  ist  Grondriss  und 
Aufriss  eines  dahin  gehörigen  Meunflächners  gegeben.  Hat  man 
yon  demselben  eine  deutliche  Vorstellung  gewonnen,  so  bat  man 
nur  nOthig,  sich  statt  der  Kauteodreiecfce  a6c,  ai^Cg,  ASC  drei 
Kanten -II  «Ecke  vorzustellen,  um  das  Bild  eines  dn-FISchners 
dieser  Art  zu  erhalten.  Bringt  man  noch  ein  viertes,  fünftes,... 
...mtes  Kantenpolygon  von  gleicher  Seitenzahl  mit  drei  soleben 
Polygonen  auf  ähnliebe  Weise  in  Verbindung,  so  kann  man  sich 
auch  Polyeder,  von  4«,  6n,.,..mn  Vierecken  und  eben  so  vielen 
vierkantigen  Ecken  hegrän/.t,  zur  Anschauung  bringen,  oder  we- 
nigstens ali<  HKiglich  denken,  «reiche  gaozzabligen  \Vertbe  über 
3,  m  und  n  auch  haben  mögen. 

3)  Polyeder  mit  e  sechskantigen  Ecken  und  2e  dreiseitigen 
Grinsilächen,  iro  s  =  mft  ist,  und  m  und  n  jeden  ganzsabligen 


*)  Taf.  IX.  wird  mit  ileni  iia«balen«  eracheincodea  H.  4.  aachgaliefeif. 
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positiven  Werth  ^3  haben  können.  Taf.  IX.  Fig.  2.  stellt  Grund- 
riss  und  Aufri^s  eines  solchen  Polyeders  mit  12  Ecken  dar. 

3)  Polyeder  mit  f  sechsseitigen  Gränzflachen  und  2/*  drei- 
kantigen Ecken,  ivo  f  dieselben  Werthe  haben  kann,  wie  e  bei 
der  vorhergehenden  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  gehöri- 
gen Dodekaeder  erhält  man  z.  H.  eine  Vorstellung,  wenn  man 
sich  ein  stumpfes  Rhombenhexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
drungen denkt,  dessen  Mittelpunkt  und  Hauptaxe  des  erstereo 
zusammenfallen  und  def«sen  Randkanten  und  Randecken  innerhalb, 
dessen  Scheitel  aber  ausserhalb  des  ersteren  Hexaeders  liegen. 
Der  Theil  des  ersteren  Hexaeders,  welcher  nicht  in  das  zweite 
fallt,  ist  dann  immer  von  12  Sechsecken  begränzt,  wenn  die  Scbei- 
telkanten  des  inneren  nicht  die  des  äusseren  Hexaeders  schnei- 
den. Aehnlich  kann  man  aus  einem  Hexaeder  einen  dahin  ge- 
hörigen Neun  flachner  ableiten,  wenn  man  sich  dasselbe  von 
einem  dreiseitigen  Prisma  durchdrungen  denkt. 

Ausser  den  Steinerschen  Tetraedern,  Hexaedern, 
Oktaedern,  Dodekaedern  und  Ikosaedern  und  den  eben 
aufgezählten  durchbrochenen  Polyedern  sind  jedoch 
keine  einfach  begränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
ren sämmtliche  Seitenflächen  gleichviel  Seiten  und 
deren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben*).  Diess  lässt  sich 
leicht  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  nämlich  ein  r/ifach  durchbrochenes  Polyeder  von  nur 
orseitigen  Polygonen  begränzt  sei  und  nur  y  kantige  Ecken  habe» 
müssen  folgende  Gleichungen  bestehen : 

fx  =  U,  (16) 

ey  =  U,  (17) 

<f  +  /*=^-(m-I}.2  (18) 

Hieraus  folgt  aber: 


2(m-l) 
A 

4(m  — 1) 
Ax 


(19) 


(20) 


•)  Es  »ei  rfonn,  iKis«  noch  Piilycdcr  cxistiren,  welche  iti  iIIp  von 
mir  gemachte  Cinlheilung  nir.ht  passen.  Für  solche  gilt  selbstverütiind- 
lieh  raeine  Behauptung  nicht. 
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'=^^  m 

wo 

^  =  («2) 

Da  Dun  kf  ff  e  nothwendig  ganze  po.sitive  Zableo  sein  müBsen» 
so  bat  man  för  den  Fall,  daaa  m>  1  ist: 

und  mithin  nach  (19): 

Üiess  181  aher  otlcttbar  unmöglich:  Es  gilit  also  keine  tuehr- 
facb  durchbrochenen  Polyeder  von  der  voraucige^etz- 
ten  Beschaffenheit. 

Setzt  man  ms  1«  so  erhfilt  man 

i<  =  ay-2(x+3^)=0,  (23) 

und  mithin: 

Diese  Werthc  sind  aber  nicht  bloss  scheinbar,  sondern  vrirkUch 
unbestimmt,  d.  h.  vieldeutig.  Um  die  möglichen  Werthe  7011  x 
und  y  10  diesem  Falle  leichter  ermitteln  so  i^finoeo,  setsen  wir 

wo  «  ood  ß  nur  positive  Werthe  haben »  oder  =  0  sein  kSnoeo, 
da  und  y  jedenfalls  ^3  sein  müssen*  Setzt  man  diese  Werthe 
in  (23)  ein»  so  erhält  man  die  Bediognngsgleichang: 

a-fi3-f*a/3  =  3.  (24) 

V 

Dieser  Gleichung  irem'igen  aber  nur  die  folgeudeu  Werthepaare 
von  der  verlangten  Uetichafifeniieit: 

Spi  nun  «  =  0,  d  =      also  .r  =  3,  ho  folgt  aus  (16)  und 

(17),  (iass  2/:  sowoiii  durch  3,  als  durrh  0,  dass  also  k  durch 
3  th eilbar  sein  muss.  Setzt  man  nun  k^d/tp^  so  erhÜt  man  aos 
(16)  und  (17): 
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m 


Diesen  Bedingungen  entsprechen  die  oben  in  2)  genannten  Po- 
lyeder, für  welche  mun  mithin  noch  den  8a(z  li.it,  dass  bei  allen 
zu  ihnen  gehurenden  Polyedern  die  Flächenzabi  das  Doppelte» 
die  Kantenzabl  das  Dreifache  der  Eckeozabl  ist.  ^ 

Sei  ferner  «=sl,  ß  =  l*f  also  «  =  y=4«  so  folgt  aus  (16) 
und  (17),  daes  k  darcb  2  theilbar  sein  mnas,  nnd,  wenn  A  = 
geaetot  wird:  ^ 

abo 

k^2e  =  %f. 

Man  [iat  mithin  für  dieee  Polyeder,  welcbe  oben  in  1)  zusani- 
meogeetellt  wurden: 

Die  Zahl  ihrer  Ecken  ist  dt^r  Flächenzahl  i'ieicb  und  die 
Hälfte  der  Kauteuzuhi. 

Sei  endlich  «=3,  ß  =  0,  alao  2=6,  y  =  ao  folgt  aua 
(10)  and  (17),  daaa  Jk  dnreb  3  tbellbar  aein  maaa»  and  wenn  man 
kzsZtp  aetit: 

Für  diese  olien  ale  die  dritte  aurgeßlhrte  PolyederlElasse  bat 
man  mitbin  den  Sati,  dasa  die  Zahl  ibrer  Eclcen  das  Doppelte» 
ihre  KantaataM  aber  daa  Dreifaebe  ibrer  Eekenaabl  Ist.  Da 
kaine  andern  Wertbpaare  für  s  oad  jf  niöglicb  aind,  ao  iat  nitblo 
anaere  obige  Behauptung  erwSeaan. 

Man  kann  sich  leicht  iii)erzengen,  dass  bei  den  drei  betracb- 
taten  Polyederklassen  der  GrSase  ip  jeder  Werth  von  der  Form 

<p  =  mn 

beigelegt  werden  kann,  wo  aowobl  m»  als  n  gaase  positive  Zah- 
len 8ind,  welche  =3  oder  >3,  aber  nicht  <  3  sein  können.  Doch 
lässt  sich  hiefur  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger''  Beweis  führen. 

Ana  nnaerer  Betrachtong  gebt  aneb  berTor,  dass  der,  so  viel 
mir  bekannt,  bis  Jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahler  ver- 
storbenen Professor  Adam  Mfliler  In  einer  aonst  nicht  gerade 
rflbmenawertben  Broaebüre  »xur  PolyedrometrIe"  ^angeawei- 
fette  Satz:  „ea  sei  kein  Polyeder  mGglich,  daa  nur  von  Sacbaecken 
begränzl  wäre",  durcbaas  falsch  ist. 
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Die  allgemeine  Gleichiuig  der  Miniiiiuinsflädimi. 

Von 

Herrn  Doctor      Weiler f 
Lehne  d«r  MttlimMitik       dsr  MlMvta  Bivgwteb«!«  wn  Haaahei«. 


Die  BecÜmninn^  der  Fläche,  deren  Inhalt  zwischen  gegiahc 
nvi\  Grenzen  ein  Miaimvm  Ut.  führt  bekaootlicb  anf  die  pertialte 
DiiereDtialgleicbaog 

worio  abkuraeod 

dz     ifft  dh  

dx—^'  dy*"^'  ite«*"*"'  dxdy^^*  ^5*"" 

gesetzt  ist.  Das  aii^emeine  Integral  »lieser  lih^ieliiin^  mit 
willköbrlichen  Funktionen  ist  schon  von  Älongc  nnd  später  ron 
Leeeiidre  in  einer  anderen  Form  gegeben  worden.  Die  Coor- 
dinaien  sind  aber  dadurch  jedesmal  imaginär  ausgedrückt ^  so  dass 
man  auch  den  frilUcübrlichen  FunktioDen  iroaginftre  Formen  beizu- 
legen hat,  um  sa  reellen  Coordinatennerfben  zu  gelangen.  Eine 
derartige  Umwandlung  des  Willkührlichen,  «vag  in  dem  allgea» 
nen  Integral  vorkommt,  scheint  fflr  ein  allzoschwieriges  UntMieb- 
nieo  angesehen  zu  sein,  da  man  nicht  Anstand  nimmt,  za  der 
partiellen  Differentialglelcbung  zurflcksukehren,  vm  daraus  beson- 
dere Integralformen  tn  reeller  Gestalt  an  gewinnen.  Es  bat  skh 
bei  mir  die  Uebersengnng  festgestellt»  das«  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  DUefentialgletebnng«  wenn  es  In  geschlossener  Fem 
aufgestellt  Ist,  als  das  Cndaiel  der  Arbeit  betrachtet  werden  daf( 
welch«  der  Integration  sngewiesen  ist;  nnd  onr  schwer  kann  ick 
mich  dasn  entsebUessen,  diesen  Vortbeil  anlzugeben«  wenn  es  «ich 
dämm  handelt,  die  Eigenschaften  des  Integrals  an  uoterso<slicB. 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  dessbalb*  flir  geratbener, 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen  Differeo- 
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tialglaiekiiiig  m  vensdbeD«  Bs  hat  aidi  bmaagMtdlk«  iIm  mmu 
dnei  reelle  CoordioatoMrertbe  daraiM  ableiten  kami,  ohoe  die  AU* 
gMBeiaheit  sa  beeintrAditigeB.  Dm  dies  sb  seigeii,  erlaube  icbi 
mir»  aof  das  Intogratioosverfabreo  surfleiaEaboiDMn,  welchee  ich 
Id  dieeer  2ettsebrift  (Tbl.  XXXIII.  4. 310.)  eingescblagen  bebe.  DIee 
Verfabreii  beetebt  darin»  4^  man  die  allgemetneii  Wertbe  der 
ersten  BifereDtlalqootienten  19  und  darstellt»  um  alsdann  die 
foilet£ndige  Dlffereotial)°;lelchiing 

7M  tnteeririMi.  Die  partteile  UlfferentiaJgleicbong  ist  dort  suge- 
jiclirtebeu  in  der  Form: 

Zar  Berecbnnng  der  Wertbe  und  ly  aber  sind  die  beiden  Glei- 
cbangeo 

autgestellt,  worin  abkürzend 

gesetit  ist.  Daorft  dieselbss  sieb  vetetofadien,  bat  man  ae  die 
Stille  Ten  zx  und  zy  ato  nene  VerSnderliebe  die  beiden  Funittio- 
neo  eingefüiirt,  frelcbe  sieb  durch  die  Integration  der  Gleichungen 

(1 4  X,*)  dtM  -  (zxzy  ±         .  VT+iiM^)  äZy^O 
eigeben.   leb  ecbreii)e  die  beiden  lutegrale  hier  in  der  Form; 


WO  c  Hie  wiiikührliche  Beständige  bt.  Mao  gebrauebe  aUo  die 
Beoeo  \  eränderUcben : 
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Dmm  lüdet  mamt 


and 

iMaii  eümiiiire  nun  ;y  zwi^clieu  (b)  and  (c)«  und  es  enUteht 
^=0.  Darm  folgt: 

a)  + 

IVO  9?  und  willkiihriiche  Funktionen  sind.  Man  hat  damit  aJuet 
eine  der  beiden  endlichen  Gleichungen  aufgefunden,,  wodurch  die 
allgemeinen  Werthe  Zx  und  bestiniDit  sind.  Um  die  andere 
Gleichung  darzustelUo«  bilde  mao  aw  (b)  «nd  (c)  die  voUtliadigft 
DifferentialgleiolieDg : 


Mit  Rflek^t  aof  dU  CMeboag  (1)  wlillt  m$m  dttam: 

(2)       jr      -~-  /(«)  do+J'-^  rw- 

Es  Ist  nen  zwar  enmOglicb,  ans  der  allgemeinen  Form  der  C!W- 

chun^en  (I)  und  (2)  die  Werthe  t«  und  z,,  als  Funktionen  ?ob  « 
und  y  zu  entuickelo;  allein  die  Integratiüu  der  vuiletäudigen  Dif- 
fereotialgleicbuDg 

llast  sieb  deoooeb  tür  alle  Pille  aaeAlbren,  fadem  laan  aneb  t  alt 

Funktion  von  a  und  ß  betracbtet  BAan  sebrelbt  dessbalb: 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  bat  iuüii  aoch: 
Nnn  findet  man  aber: 
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uod  dessbalb  die  vollständige  Differentialgteicbung : 

3  =  "äJF''^")^«  2g~^^^^' 


Durch  4le  lot^;ratiaii  erhilt  man : 


Um  die  allgmaelne  GUIchiing  der  MialflUHOsflächen  al^  Funktion 
d«r  drml  Cootdisalflo  s  darxnstellen ,  wird  man  die  Differen- 

tialqnotieiiten  xx  und  %  swiscfaen  dm  Gleicbnngen  (L),  (d),  (3) 
•HiDhiireo.  Die  EllminfttioD  toh  vnd  ^  ftUt  aber  laMumnea 
mit  der  Elimlnatioii  von  «  and  Die  allgemeine  Gleichung  der 
liinImniDeÜelien  let  demnach  anagedrflekt  dnrcb  daa  Syalem: 

2.  ^^J'L^^'ia)da-^J'^~fi/(ß)dß, 


En  Ueibt  noch  die  Frage  »i  beantworten»  wie  man  die  in  dem 
Syetem  yorkommenden  wtllkQhrticben  GrOaaea  nrnsnwandeln  babot 
damit  drei  reelle  Coordivatettwertlie  vorliegen.  Ee  let  leicht,  dies 
in  bewerketelligen.  Man  eeties 

wo  ^  and  9  reelle  Fonktlonefi  sind.   Ferner  aeiae  man: 

Die  diel  Coordlnaten  aind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  •  nnd 
h  anegedHIckt.  Nachdem  man  dieae  Snbetitntlonfn  geoMcht  bat, 
kaoo  man  die  beiden  Gleicbnngen  2.  nnd  3.  ancb  emetien  darcb 
^  einxige  einfachere: 

Dmw  wenn  alle  Glieder  dieaer  Gleichnng  anf  die  eine  Seite  ge- 

hneht  aind»  ao  werden  aewobl  der  gemeinaame  Faktor  von 

ancb  din  übrigen  Glieder  der  Gleichnng  Ar  eich  gleich  Noll 
m  aetien  nein. 


I 
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Ve^ftaufga^tH  für  ScMier* 


Ueboagsaufgaben  für  Schüler. 


Voo  Herra  tiavtav  Skrivan,  Direklor  drr  öffinftl.  Oli«rreal«ck«lo  s.  4. 

BaueninwkCe  su  Wien. 

Wenn  p  eioe  Stamrozabl  und 

ist,  wobei  n,  6,  c,....k  Stammfaktoren  zu  (p  —  1)  ti(*deuten,  und 

bezeichnen  ;//| ,  wi.^.   //»„  allo  diejenigen  zu  {p  —  1)  priiaen 

Zahlen,  die  K,(p  —  J)  sind:  nie  viel  Hinomien  /ur  Summe  t  las- 
sen sich  au8  den  m  bilden,  wenn  /  ans  keinen  anderen  Prinifak- 
toren  zusammengesetzt  ist  ai«  nie  {p — 1). 


Von  Herrn  Uoctor  O.  Döklen  in  Siilz  im  Königreich  Wurleiiiberg. 

1)  Man  ziehe  durch  einen  Punkt  M  einer  Ellipse f  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Normale,  welche  die  «grosse  Axe  in  N  und 
die  VerlXngemng  der  kleineo  Axe  in  N*  schneidet,  so  ist  die  GrOsse 

gleich  dem ,  dem  IlAlbmesser  Oitf  konjugirten  Semidiameter  (oder 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

2)  Man  trage  auf  der  Normale  eines  Punkts  einer  Ellipse  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Punkts,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stucke  auf  den 
Umfangen  zweier  Kreise,  welche  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  mit 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  üifferens  und 
gleich  der  Summe  der  Uslbaxeo  der  Ellipse. 
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I)  Dm  PioMt  sweivr  BreniMtralileii  (d«r  von  tiaeni  Ptankte 

iler  Eliipse  naeb       Brennpunkten  gezogene»  Linien)  bt  gleieh 

dem  Quadrat  des  konjugirten  HalbnieKsers  4en  betreffenden  Pnnlcii. 

4)  Oes  Produkt  aus  der  grossen  uod  kleinen  Ualbaxe  und  dem 
Krflmniungshalbnie.oscr  eines  Ponkte  der  Etfipse  ist  glekk  den  • 
Cebnn  den  konjugirten  Hnlbmeeeern  diesen  Punkts. 

5)  Zieht  liiaii  «in  die  Endpunkte  der  grosisen  Axe  einer  Ellipse 
die  Tanf^enten,  we'ohe  die  Tanguüte  eines  Punkts  M  derselben 
in  L  und  L'  schneiaci,  so  ist  die  Csrüsse  * 

gleich  dem  konjugirten  iiaibmesser  von  «if. 

6)  Dnn  Produkt  derjenigen  svei  Abnebnitle  «naC  d^r.Tftngeiite 
«iien  Pnnktn  der  Ellipse,  wetcbe  inriecben  dieneni  Punkt  nnd  den 
Detelincbnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Äsen  enthalten  sind, 
ist  gleicb  dem  Quadrat  dos  konjugirten  Seniidinmeters  des  Punkts. 

7)  Die  Hinilvte  />  und  IJ ,  dio  hnidcn  Hrennpunktc  und  die  in 
3)  genannten  Punkte  liegen  aui  Einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Durebschnitt  von  der  Tangente  den  Punkts  M  m\i  der  Ver- 
lingennig  der  kieineo  Aze  ist. 

8)  Dan  Produkt  ana  dem  Abstand  des  Mittelpunkte  der  Blllpae 
von  der  Normale  eines  Punkts  dprseibeo  und  dem  swiscben  den 

Tertingerungen  der  Axen  entbaltenen  S(6ck  der  Tangente  die- 
ses Punkts  ist  gleich  der  Differenx  der  Quadrate  der  Halbaxen. 

Die  Tanupiiti»  eines  l'iwikts  M  der  Ellipno  «enli  \  t«ii  den  Ver- 
läagerungeii  »Um  grossen  und  kic!n»«n  Ax«  in  7'  und  '/ '  geschnit- 
ten, und  I*  sei  (ior  Fusspunkt  dcü  vow  Mittelpunkt  auf  die  Tan- 
gente gelallten  Perpendikels»  so  ist 

9)  MT.PT  glelcb  dem  Quadrat  der  gmenen  Halbaxe, 
MT.pr  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Balbaze. 

O  nel  derMitteiponkt  nnd  19,  N'  die  Dnrebaebnlttn  der  Normale 
hH  den  Axen  (wie  oben),  so  Ist 

Ii})  OP.MN  Ii  dem  Quadral  der  IJt  inen  Halhaxe, 

ÜP^illiS'  gleich  dem  Quadrat  der  grosi^en  tialbaze. 

II)  Dan  Verblltnlse  MßtiMN'  ist  also  konstant. 

1'2)  Die  Pinjt'ktion  der  I/inio  .l/jV  anl  mnen  Ürennslrahl  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxc ,  dividirt  durch  die  grosse 
llalbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  <«eraden  M^'  auf  einen  Brennetraht 
iit  gleieb  der  groenen  Unlbaxe. 
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MtM  ImtiMne  Mf  dam  CmfM^*  dir  fllUpte  d— Jinigi  ¥wmki, 
dOTmo  KriUMMuigakreis  gMclMn  kWt  oiit  der  ElUpM 
i»dUt  fMMi  fflr  dtM«llmi  folgeade  EigCMclMlk«!: 

14)  Üer  Abst.'ifid  Kleiner  Normale  vom  Mittelpankte  der  £ll||iee 
tet  gleich  der  Differein  der  Uelbexeii  der  EUipee. 

15)  Dieser  Abstand  mt  grösser  als  derjenige  der  iVurniaie 
irgeud  eines  andern  Punktes  der  Ellipse. 

16)  De«  svriecben  deo  Azeo  entbeltene  StOek  cefaier  T— gcxte 
iet  gleich  der  Somme  der  Halbexen. 

]T)  Dieses  Stück  iai  grüeser  ata  bei  irgend  einem  madeta 
Psokl  der  Ellipae. 

IB)  Her  siHeeheii  dteeem  Poeltte  «od  der  Veiföngerang  der 
klMeee  Axe  enthattese  Aheehititt  der  Tangenfe  lat  gteicli  der 
greeeee  Helbaze  der  Ellipae;  der  andere  AheehiiitI  der  Tangente, 
welcher  awleehen  dem  genannten  Penfcte  end  der  VerUin^erung 
der  grossen  Axe  enthalten  ist,  ist  gleich  der  kleinen  Halbaxe. 

19)  Zieht  man  Ten  Mittelpunkte  aef  die  Tangente  des  Puakta 
ein  Perpendikel,  ae  wird  dadorch  daa  iwlacben  den  VerilngennK 
gen  der  Axen  enthaltene  StQck  der  Tangente  In  awei  Absebnltte 
gelbellt»  gleieb  der  greeeen  nnd  kleinen  Halbaze» 

20)  Zieht  ninn  durch  den  Rlittolpiiiikl  de**  diesem  Punkte  ent- 
sprecherHleii  Km niüuina^skrcijies  l^arallelen  mit  den  Axen,  so  i>t 
das  zwischen  dicsi  ri  T*nral!el*»ii  enthaltene  Stück  der  Tanjicute 
(?e<?  Punkts  iiU'irli  «Irr  Siiitiiiir  der  ilalbaxetK  Der  Punkt  iselb«5t 
theilt  dIcHcs  Stück  sridor  T.tDi^ente  in  zwei  Abacbnitte,  gleich 
der  groaeeo  und  kleinen  Uaibaxe. 

21)  Der  Halbneaeer  dea  dieaem  Ponkte  entaprechenden  Krte- 
nrangekrelaee»  die  Entfemnng  eeiner  Tangente  rem  MlttelpvBkteb 
derjenige  flalbmeeeer  der  Ellipse»  welcher  dem  nach  diesem 
Pnnhte  gezogenen  Halhmeseer  bonjugirt  Iet,  aind  eiennder  pileieb. 

Bestniinit  man  auf  dem  l^mfanse  «les  Quadranten  der  Ellips«» 
zwei  (zji.sammeneehJirmc)  Punkte  so.  dass  das  Produkt  der  ihnen 
entsprechenden  Krümntungskreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  ist,  so  ergeben  eich  SUt  dieee  Punkteapaare  nncb- 
etehende  Eigenachaften : 

22)  Die  AiMtlnde  ihrer  dermalen  vom  Mittelpunkte  elnd  eto> 
ander  gleich. 

t23)  Diejenigen  Ahscimitte  ihrer  Tant;entpn,  n  ctcbe  zu}«i<:hen 
den  Verlängerungeu  der  Azen  liegen»  aiad  auch  einander  gleieb« 
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üekungsaufgabm  fir  Sck§t$r,  ^ 

24)  ZM  mcB  totl  dt«  Efeea  Pnikt  Pmllel«n  all  Am 

Axen,  so  wird  fi«dvnib  das  swiselioffi  d^ti  VeHiAgerang«!!  ^ot 

Axen  enthaltene  Stück  <ier  Tanis^ente  des  andern  Punkts  in  drei 
Abschnitte  i^etheilt,  uovon  die  zwei  au^^ein  Uezieblicb  gleich  den 
Halbaxon  (l<*r  Mllipsc  sirul. 

2S|)  Dasjenige  ^>tück  der  Tangente  des  fiiiiM  PiukU,  wel- 
ches ziibchen  demselben  and  der  Verlängeriiog  einer  Axe  liegt, 
Ut  gleich  dem  8tSck  der  Tangrnte  de«  andern  Pi|Qkt0,  welclm 
awl^cheo  dem  vom  Mittelpunkt  darauf  gefällten  Perpendikel  und 
der  Verlingentnft  d«r  andern  Ase  enttialten  Ist 

•ir»)  D  i.s  Produkt  der  Ah.ständi-  des  lMittel|)unkt*<  von  den  Tan- 
'ientoii  /u  eler  solchen  i^uukle  it»t  konstant  und  gleich  dem  Pro* 

liokte  der  llaÜKixrn. 

27)  Das  Proiiukt  derjcniiren  /ivei  Halbmcitser  der  Ellipse, 
welche  den  nach  diesen  Punkten  ge7.ogenen  Halbmessern  konja- 
«;irt  sind,  ist  konstant  niid  ebenfalls  gleich  dem  Produkte  der 
HalbttxeN. 

28)  Dae  Froduht  deijenigen  Abaehnitle  der  Tangenten  ven 
Bwel  telchen  Ponktee,  welche  swiaebefi  ihnen  und  de«  Verlftnfe- 
rmgen  der  Ueioea  (groeiN»)  Aie  liegen»  iet  kenefant  «mI  gleich 
deai  Qeadrat  der  grossen  (kleinen)  Halbai». 

Dns  Prf)flukt  (ifTfeniiren  Abschnitte  der  Tangenten  von 
zwv'x  >ii|i  jir(i  Pmiktt'ii  .  \\(  lthe  zuischen  den  vom  Mittelpunkt  der 
EIIi|i;se  daraui  gezogenen  iScfilirechton  nnd  <len  V  eilänj^erungen 
(if^r  kleinen  (ii^rnssen)  Axe  lie^^en,  ist  konstant  and  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  (gre«seM)  Ualbaxe. 

30)  Dan  Produkt  der  Abeebnitte  von  den  Normalen  sweier 
eelclien  Punkte,  welche  zwischen  denselben  nnd  der  grossen  (Ver- 
llngening  der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  Ist  konstant  nnd 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halhaxe,  dlvldirt 
dereh  die  grosse  (kleine)  Halbaxe. 

Kine  tJerad«?  ist  riueb  dem  äussern  und  mittlem  X  crhältois« 
getheilt,  wenn  sieb  der  kleine  Abtiehnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhfilt,  wie  dieser  zur  ganzen  Linie.  Bei  den  Alten  hiess  diese 
Theilun?  ,,der  goldene  Schnitt/'  Theilt  man  sämmtlicbe  Ordina- 
te« einen  Preises  nach  dem  aussen)  und  mittlem  Verhältnlea,  so 
dasi»y  wenn  z.  ß.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mit  die  Ordinate 
und  M  der  Tbeilpnnktt  die  Proportion  stattfindet: 

ao  Üegeo  die  Theilpunkte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
Bipwnihafton  hat«  Ton  denen  einige  hier  aageßllirt  sind: 
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31)  Die  Ditmox  der  beiden  Halbazee  ist  gleldi  der  Seite 
.  dee  dem  groeeen  Azenkreie  (deeeen  Derdimefleer  die  greace  Axe 
der  Ellipse  ist)  einb^acbriebeoen  Zebnecics. 

32)  Die  Seile  des  dem  grossen  Axenkreis  einbesrbriebencn 
Füiifefks  ist  8o  gross  als  dir  halhe  Seite  des  dieseni  Krpis  um- 
schriebenen runtfcks  und  die  Nfitc  des  dem  kleinen  Axenkreis 
(dessen  finrchniesspr  die  kleine  AsLe  der  Ellipse  ist)  eiDbescbrie* 
beoen  Zehnecks  zusammen. 

•33)  Der  Pankt  aof  dem  Umfange  der  Ellipse,  deceee  Kram- 
mnugskreie  gleicben  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat»  besitst  folgende 
Eigenthfimllchkeiteo : 

a.  Der  Halbmesser  seines  KrSmmungsk reise«,  der  Abstand 
seiner  Tant^ente  sowohl,  als  auch  seiner  iNormale  vom  Mittelpunkte, 
derjenij?e  Haihniesser  der  Ellipse,  welcher  dem  nach  diesem  Punkt 
gezogenen  konjugirt  ist,  sind  unter  einander  gleich  und  so  gros« 
als  die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zeboecks. 

b.  Die  Tangente  dieses  Ponkts  bildst  mit  den  (VerlSngemn- 
gen  der)  beiden  Asen  der  Ellipse  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Catbeten  beslebungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  gros* ' 
sen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Fünfecke  nnd  gleich  der  halben 
Seite  des  diesem  Kreise  nrnbeschriehenen  FCinfecke  sind. 

c.  Dasjenige  StOck  der  Normale  dieses  Punkts,  vrelcbes 
zwischen  demselben  nnd  dem  Durehschnitt  mit  der  grossen  Axe 
liegt,  ist  gleich  der  Seite  des  d(  ni  kleinen  Axenkreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  ist)  ein  beschriebenen  Zebnecks. 

d.  Die  iNormale  dieses  Punkts  bildet  mit  »lefi  Axen  (oder 
ihren  Verlaui;<  lunj^en)  ein  rechtn inkliges  Dreieck,  dessen  (\ifhe- 
ten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  irrnssen  Axenkreis 
einheschriehenen  lünlccks  nnd  gleich  der  fialiitJi  Seite  des  dio- 
seii)  Kreis  umschriebenen  1' üniecii^s  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hj'potennse  sind  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipse. 

e.  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Kriim» 
mungskreises  liegt  auf  dem  ümliinge  der  CiÜpse;  wir  nennen  Ihn 

34)  Der  Punkt  E  der  Ellipse  hat  folgende  Eigenschaften: 

a.  Der  nach  ihm  gezogene  Halbmesser  der  Ellipse  ist  gleich 
der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  /Kehoecks. 

b.  Er  theilt  dasjenige  Stuok  seiner  Tangente,  welches  twi- 
sehen  den  VeHSngerongen  der  Axen  enthatten  ist,  in  awei  Tbeile, 

^wovon  der  Eine  gletcb  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  ein- 


Digitized  by  Google 


äNieeiien, 


3«5 


b««cbrielMiittii  Quadrat»  Ut»  wibreRd  der  A&dere  gicicli  d«r  Mte 
de«  den  kleinen  Axenkreiee  eiabesekriebeoen  Quadrate  let 

c.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  verlfingerten  Axen  der  Ellipse 
eiu  Dreieck,  dessen  kleine  Cathete  gleich  der  Seite  des  dem 
kleinen  Axenkreis  einbe«ichriebenen  Zehnecks  ist. 

d.  Das  rechtvi'inkiiche  Dreieck,  welches  die  Tanirente  dieses 
Punkts  mit  den  verlängerten  Axen  bildet,  ist  kongruent  dem  Drei» 
eck,  welches  die  Normale  desselben  mit  den  Axen  bildet 

35)  Die  Tangente  des  in  33)  genannten  Ponkts  (dessen  Kriim* 
muneskreis  glelcben  Inbalt  mit  dw  Ellipse  bat)  schneide  die  Ver* 
laii^^erung  der  kleinen  Axe  In  T  nnd  diejenigen  swsi  Tangenten 
der  Ellipse,  «reiche  dieseihe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Axe 
berühren,  in  L  nnd  V,  eo  Ist  TXss  TV  ^  der  Seite  des  dem 
grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  FGnfecks.  Beschreibt  man 
von  T  als  Mittelponkt  mit  dieser  Linie  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
so  gebt  deraelbe  durch  die  beiden  Brennpunkte ,  durch  und 
sebneldet  die  Verlingemng  der  kleinen  Axe  in  demselben  Punkte 
fliif  der  TaagMite  tou  £. 


ILILILU. 
M  i  8  e  e  1 1  e  n. 


Der  eigentliche  Erfinder  des  isogenannten  Völler- 
schen  Satzes.    iM.  ».  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Nr.  XXVII.  8  449. 

Durch  einen  verehrten  mathematischen  CoUegen,  dessen  Wahr- 
heitsliebe ausser  allem  Zweifel  ist,  bin  ich  unter  dem  31.  IVlürz  1862 
in  Kenntnis«  gesetzt  worden,  dass  der  im  Archiv.  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XXVII.  S.  449.  luerst  pabiicirte  und  dann  auf  verschiedene 
Arten  bewiesene  sogenannte  V9ller*sche  Sats  von  Herrn  Mö- 
bius in  Leipzig  gefunden  worden,  und  durch  eine  Terkettong 
besonderer  Umstände  zur  Kenntniss  des  nun  bereits  verstorbenen 
Voller  gelangt  ist.  Wenn  dieser  Letstere  sich  auch  Jetit  nicht 
mehr  verantworten  kann,  so  nehme  ich  doch  nicht  den  geringsten 

TbsU  XXXVIII.  S4 
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AiMliMi»  di«  Mir  gemaelil*  MittMIvttg  mmIi  4m  fc^tÜi^t  gigen 
mlcb  wsegpfcfcoeen  WaMche  m  vartffMlliob«n»  4»  to—  Web- 
tigkelt  «lorcb  vebrare  in  jed«r  BeiielMiig  wabrbcltiMbeiide  mi 
bttehst  achtbar«  Mathematiker  rarbfirgt  werden  bana,  di«  aacfc 
über  die  Art  und  Weise,  wie  Völler  an  der  KentttebM  4m 
iSatzes  gelangt  ist,  vollständig  Auskunft  zu  geben  im  Stande  ebul 
und  mir  zu  t^eben  die  Gute  gehabt  haben.  Namen  zu  neiincm  ist 
60  lange  uniiothi^,  als  tiicht  sonstige  Rec-lamattonee  eingeben ,  um 
so  mehr,  vreil  Möbius  bei  seiner  grossen,  allgemein  bekannter 
Bescheidenheit,  —  der  jedesmaligen  Üecleiterin  Crossen  \vif^st»n- 
schaltiicheii  Verdienstes,  —  es  verschniiiKt  bat,  «eib^t  einen  Schritt 
7Ai  thun,  um  sich  den  Besitz  des  8at/-es,  der  al*?o  \  ()n  jetzt  aii 
lücht  mehr  der  \  oller  i»che,  sondern  der  Möbius  sehe  Satz 
heissen  wird ,  zu  sichern.  Mir  hat  es  besondere  Freude  gemacht, 
V^orstehend« 'S  im  lntere.<sKe  eines  der  rerdieotealen  f^utacben  Mathe- 
niatiker  hier  ?erdffeiitlicbeii  zu  könoeo. 

Greilbwald  den  9.  Mal  18081  Orvnert 


Von  dem  Heraasgeber. 

Ich  habe  früher  mehrmals,  auch  in  diesem  Archive,  darauf 
hingewiesen,  dass  die  üezeichnung  sin^ep  statt  sin<jp^  a.  s.  w.  eise 
guuz  verleblte,  ja  aelbst  schädliche  sei«  und  den  Wunsch  aus- 
gesprochen, Uass  mao  sich  derselben  ganz  entbaiteo  muge.  Eis 
scheint  nicht,  dass  meiae  Worte  Beaebftung  gefunden  haben. 
Deshalb  frea't  es  mich  nm  so  mehr,  dass  Ganaa  in  eioein  firialb 
acD  Schamach  er*)  den  meinigen  ganz  äbalicba  Aosirhtea  aaa* 
apricht;  und  da  vielleicht  die  Worte  diesem:  grossen  Matbomsfi 
kera  mehr  fruchten  ala  die  meinigen,  so  theile  leb  dieaeibea  aaeb 
atebead  mit  Unter  dem  23.  Saptamber  1830  aabreUtt  Cravaa 
an  Scbumacber; 

„Aehnliches  gilt  von  der  Schreibart  sin'cp.  Ich  finde  diese 
Schreibart  aller  AiialoüM!  /.uwider,  da  die  Analogie  sonst  ein  aa 
die  Spitze  gesetztes  '■^  als  eine  Abkürzung  für  doppeltes  Schrei- 
ben des  nhchst  vorhergehenden  erfordert^*),  also  sin*^=atn(abl^). 
Die  Schreibart  ein  V        allerdinga  Ton  angaaabeaan  Naaaen  ffß- 


*)  M.  B.  den  liänlich  ers«&lanMien  dritten  Baad  de«  Briefwesb- 
aelt  zwischen  C.  F.  Ouast  aad  O.  Schumacher  Ueraaa- 
gageben  von  C.  A.  F.  l'eCers»  Altona  IfWl.   &  802. 

**)  Ich  »elbsi  Imhe  ftümr  scbea  «ft  geaag  aa  A4$^^9%  ^^^f^Wt 
B.  eriaaart 
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bfMcbt»  wie  Laplaee  nnd  Poiason  nniUst  an  aich  gut  ga* 
meint,  oeialldi  eiaer  falacban  Intarprelatioo  vonobeagea,  damit 
man  daa»  traa  (aia^)*  aein  aoll,  nicht  ala  ein  8in(^)*  veratehe, 
wenn  man  ain  9^  adileclithin  acbreibt.  Aber  unter  1000  Ffillenlceniint 
die  letitere  Dbdeutnag  nicbt  Einmal  vor,  ea  kann  gewiaa  ein  Miaa« 
Teretftndniaa  nie  eintreten,  und  wo  ein  aolchea  denicbar  wire,  iat 
ea  weit  besser,  durch  eine  Parentbeae  (wie  oben)  vorsnbeugen, 
ala  dne  dufebana  aiialoglaeb  unriebtige  Sebreibait  anan* 
wenden.  Ich  erlnnare  mich,  daaa  Hersebel  aich  auch  einmal 
naebdracMich  gvgen  die  Schreibart  ainV  erkifirt  bat  Beaael, 
der,  wie  mir  acheint,  auf  eorrecCea  Formelnaebreiben  etwaa  hält, 
acbreibt  meinea  Wisaena  nie  eo.** 

flüchten  doch  diese  Worte  des  grünsten  deuUcheD  Mathe- 
matikers dazu  dienen,  dass  die,  welche  auf  diesen  letzteren  Namen 
auch  Anspruch  sn  machen  Kecht  zu  haben  glaubeo,  sieb  die  in 
Rede  stehende  ganz  unnütze  und  überflüssige,  ja,  wie  ich  früher 
deutPrcb  dargelegt  zu  haben  £;laube,  seihest  schädliche  Nachäfferei 
der  Franzosen,  —  bei  aller  Aclitung  vor  denselLen  als  Meister  in 
unserer  Wissenschaft,  —  endlich  abgewöhnten.  Die  Sache  ist 
gar  nicht  so  unuiciitig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblicic  zu  sein 
acheint,  und,  was  den  Unterricht  auf  der  ^»chule  betrifft,  so  wäre 
aehr  zu  wünschen,  dass  besonders  hier  auf  irgend  pine  Weise 
,  eine  Uehereinstimroung  herbeigeführt  und  die  Schreibart  sin  ^9 
ganz  abgeacbafft  wurde. 


Bewein  dea  berfthniten  Aoadrneka  von  Wallia  ffir  «. 


Ala  ein  Beispiel  iBr  die  Anwendung  der  beatimmten  integrale 
mag  aieb  der  folgende  Beweia  dea  von  Wallia  gegebenen  Ana- 
dnicka  fdr  n  empfbbleo. 


Von  dein  üerauc^eber. 


Nehmen  wir  den  Bugen  j:  zwiscbeu  0  und  i^s,  so  ist 


alna?  9  V  J  —  eoa  or*, 

und  folglich 


n 


n 


Nun  Iat  abers 


•)  la  Vvaafcrddi  alifemab. 
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J*s\\\a:üx=z — coBX,  also  ^  sinxdx^h 

o 

Ferner  ist  nach  dem  Binoniiscben  Lehrsätze,  dessen  Anwendang 
hier  verstattet  ist  wenn  wir  die  biDomial*Coe^ficieDtell  auf  be- 
kaoDte  Weise  bezeichneo: 

also  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 


O  II  0  o 

*f*  •••• 

Nach  einer  bekannten  Reduetionsforniel  ist  aber: 

Vft,a       sinarcosic*»-»  .  2»— 1  /» 
.  coe^a^a:  =s  +  "5r" V  co«A*»-*ar, 

ond  folglich: 

-  ? 
cee  «•"00?  =^^^ ^  cosa;2n-*öx, 

O  O 

also  durch  successive  Anwendung  dieser  l*ormel: 

o  o 

-  * 
*  2«— 3 

C08Jr*»~^J?rs^_^  /  co8ä«»-*3j:, 
«  o 

^  eoejr*»-*aar=^^ /*  Gee:r*^«&r. 

o 


Q.  e.  ff. 

TT 


»)  ai.  s.  ArehlT.  Tbl.  VIU.  &  804.  B.  I.  eni  a  a  t. 
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iWgBeb,  wm  ibm  auf  hMum  Mieii  Mitiplleifl  md  aalMt, 
,wit  aidb  awfMwD  tttst,  weil 


^      1.3.5.7..«. (Sit  — 1)  ?t 


Fahrt  man  aiui  die«  io  deo  obigeo  Ausdruck  tod 
ei»,  so  ergiebt  «icji: 


/ 


*         1— Cosa;» 


ff  -  1.3  1.3.5  .  1.3.5.7 

Noo  i«t  aber: 

1     ;    1     ;     1.3_J.3      1    1J_1.3.,    _L      1  3.3.5 

'    Ith'#  +  C«f2.4— ltM-2.4.6  2.2.4.4~2.4.6'2,4.6 

1.3.3.5^,    J_  _  1.3.3.5.5.7         ' : 
■*4.3.4.4^'''«,6^~  2.2.4.4,0.6* 

1.3.3.5.5.7  _        . 5  1.3.5.7 
**2. 2.4.4.6. 6    2.4.0,8  2.4.6.8 
.    1.3.3.5.5.7,,      l  ^  1.3.3.5.5.7.7.9 

^"•o  nun  schon  erhellet,  wie  man  auf  diese  Art  weifer  <rehen  kann, 
(he  Art  (ier  Anwendung'  der  hekamitea  üerooalÜ'aclieo  tSclüaee> 
wiiM  aacli  liir  «idi  klar  ist 
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•Setzen  wir  oun 

und 

* « 1- (4)i . i  +  (i)..2:4 + (-1)*. (bk.  a,A,gLg~' 

so  ut  nach  dem  Vorhergebeadeft: 

1.3.3.5 
^  1.3.3.5.5.7.7.9 


aUe: 


I.3.3.5.S.7....  (2)^—1)  (2>l'— 1) (2ifc-f  1) 

und  fdgUeh: 

.  l>3.3.5.g.7....(y^l)gifc^l)(m^l) 
3.2.4.4.6.6....  (Sil— 2).2A.9* 

Or  ate  hi's  UiiMNUIdM  wsehaeadw  4^ 
Oafcw  !•!  BMh  dM  Obigen; 

■ 

ar  V  l-maF-.  jplültt      ^.2.4.4.6,6.^  ^2).  2ifc.2A  * 

o 

«ad  Iblilteh«  wett 

«Dd  dM  OMto  diMr  b«ldea  fnlegitle  die  EMeit  iiC: 

•  I.3.3.5.5.7....(2^— l)Cij^-.])(2il-f  1) 
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'        2-2.4.4.6.6....(2i^-2).2i^.2A:  _ 


imaar  onter  der  VorauMetzoDg,  das«  k  tum  Uoeodlicbe  widuit 
Sttot  im: 


Hill 


_    2.2.4.4.6.6  ...2ifc.(2A 4-2) Cj/^  +  2) _  . 
_(2^  +  2)(2Ar  +  2) 


(ÄI+2)  (2A+2)  =  1(2^  + 1)  + 1  H(2A -f  3)  -  1 1, 
-t-  2)     +  2) = (2ife  + 1)  (2i5;  +  3)  + 1 , 


(si*-fa»(a*+«)>(t*+i>(2*+a), 

daher  immer 


i»dM  «Im»,  wem  1;  te'«  ÜMsdiidM  «Mwt,       iMit  #i  i» 

W^chöeii  der  Gräuze  j  nähert. 

(2^-H)g^43)-H 
(2Jt+l)(iij3P^ 

und  der  ünteracbied  Pk^i'-Pk  nimmt  ai«o  Mbr  «chneU  «i>»  ireU 
Ii  ■famnie  gruMor  als  ^  iat 

(Ein  udenr  Bewdi  alohitHiii) 


Anfrage  und  Auliorderaug. 
Vm  Hm»  PralMMr  Dr.  Willttsia  la  Haaaover. 

Die  £rfiodtiiig  dea  6tereoakopa  bietet  lür  deo  Unterriclit  ia 
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d«r  Stareooictrie  ond  d»<ctiptifw  CSeooMtile  tl»  «0  adbüihatfi 
HülfMBittol,  dftM  dmelbe  hevtiufM  Tages  oirgend«  mehr  Mdeo 
sollte.    Nicht  nur  ersetzt  es  iii  vielen  Fällen  eine  BfodellsaniD- 

long,  sondern  für  gewisse  Fälle,  insbesondere  för  Linear- Coo- 

structionen,  leistet  es  noch  ein  Erhebliches  mehr.  Ich  selb.st  hade 
mir  eine  kleine  firuppo  <^tereoskopiseher  Zeichnungen  für  des 
genannten  Zweck  tlieil»  «lelb^t  ani^i  fertigt,  theils  unter  meiocr 
Leitung  anfertieon  lassen  und  davon  die  besten  Erfolge  £r«*habt 
Da  aber  die  lier^tellnng  solcher  Zeichnungen  sehr  zeitraubewi 
ist,  so  erUube  ich  mir  hierdurch  die  Asfrage: 

Ob  ficHeicbt  icboB  irgendwo  Samndinigwi  itoie— kupi« 
■eher  Zeioluiongen  flir  StemiMM^  wd  de^aiptiv»  <ps»- 
iMtfle  kiaflieh  m  baben  slndt 

Ich  zweifele  nicht  daran,  dass  der  Herr  Bmisgebar  ds« 
Archivs  jeder  Mlttheilong  hierüber,  bei  den  «ilgmelDen  lataMM^ 
walcbes  die  8acbfl  obne  ZwmStk  bat»  gm  einea  Rot»  vwgjbh 
Bett  »Ird  *)» 

iSoliten  solche  kriii( liehe  8aniniluii^en  noch  nicht  existireo, 
wie  ich  fast  Ix  (Vir«  hte,  so  niüchte  ich  die  Aufforderung  an  alle 
Diejenigen,  v^elcbe  dazu  geneigt  sind,  hinzufugen,  eine  «»olche 
Sammlung  der  Oeffentlichkeit  nicht  vorzuenthalten.  Sie  werden 
sicli  dadiircli  ^e\s  i.ss  vnn  vielen  Seiten  Dank  erwerbeo.  Die 
Zeichnungen  müssen  natürlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per> 
spective  entworfen  werden.  i>ach  meinen  Erfahrungen  oduM  idi 
die  Distanz  der  beiden.  Augenpunkte  zu  60  Milfimeter,  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  durch  ein  Quadrat  von  gleichfaUs  60  ^Im. 
•Seite  eingerahmt  wird  Uv^  Abftaiid  des  Auges  tüm  Tableae 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angettonnen  werdttt.  Die  parallactiedM 
Varaeblabang  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  hnbaftaa, 
ao  daas  die  glelehlantendes  Punkte  der  beiden  Gnmdriss«  aad 
Aufriaae  hOchsteoa  6$  Mai»  vaa  dnaader  entiarBt  aiaiL  Deck 
will  Seb  dncb  dieaa  AndeabuigeD  aiidanralli§aB*  vlalleidit  baaai 
reo  ErfUiroDgen  nlebt  Torgrelfeii. 


*)  Ventebi  «ick  %oa  selbst.  Q, 
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XXXIII. 

Ueber  die  zwischen  den  Seiten  and  Diagonalen  eines 
jeden  Vierecks  Stau  iindcnde  Relation« 

Viin 

dem  Herausgeber. 


Indem  vieles  Schune  enthaltenden  (^anibri  (li»c  und  l)ul)liu 
mathematical  Journal  stiess  ich  ntMilicli  in  einer  alteren  Nuni> 
mer  (No.  XVI.  May  1848.  p.  150.)  zufiiUiii:  anf  eine  ganz  kurze 
beiläufige  Notiz  über  eine  von  Herrn  Naliuon  herrührende  Ab- 
leitung der  zwischen  den  Seiten  und  Diaj^onalen  eines  jeden  Vier- 
ecks Statt  findenden  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orts, 
wo  dieselbe  sich  findet.  Dadurch  wurde  ich  zu  den  folgenden 
Betrachtungen  und  Rechnungen  veranlasst,  welche  ich  hier  mit- 
theile,  weil  ich  den  Cjie<4(  i)stand  für  bemerkenswerth  und  —  wenn 
ancb  allerdings  schon  bekannt  —  doch  weitere  Bekanntwerdung 
im  Interesse  des  Doterrichts  verdienend  halte,  wobei  es  sich  von 
selbst  versteht,  dass  das  TenHenst  der  Erfindung  ganz  Herrn 
Salmon  gebührt 

In  etwas  allgemeinerer  Auffassung  als  die  blosse  Betrachtung 
eines  N'ierecks  zul.'issf,  wollen  wir  uns  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC  denken,  und  die  Seiten  BC,  CA,  AB  desselben  wie  ge* 
wuhnitch  respective  durch  a,  0»  c  bezeichnen.  Tritt  nun  zu  den 
drei  Punkten  A,  B,  C  ein  beliebiger  vierter  Punkt  />  hinzu,  so 
sollen  desseo  Entfernungen  DA,  DB,  IJC  von  den  Punkten  A^ 
B,  C  respective  durch  a,  ß,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
Figur  ABCD  als  ein  Viereck  aiifgefasst.  so  sind  Cy  a,  y  die 
Selten  und  0,  ß  d'w  Diagonalen.  Die  Winkel  ADB,  BDC, 
CDA  in  den  eben  so  bezeichneten  Dreiecken  sollen  respective 
durch  X,      t  bezeichnet  werdes. 

■riieil  XXXVUI,  95 
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Nach  «Im  dlgeoMiB  bakauili»  SidM  Mflt  ipM«  ImI 
beliebigen  WioMa  od«r  Bogen  x,      %  \mmm  die  CHeichMg 

I — CO««**— eesjf*— coes^-|-2eo«jrcoejfcoes 


Statt;  In  ▼erliegenden  Felle  ieC  aber  effenber  iinaMr  «ine  der 
Gleiebangen 

eifllllt»  alee  eaeb  der  vorstebendee  allfeoMinen  Relatien: 

1— eeed;*  — eeejr*— coai^-f  2cee  j;coef  eees  s  €l 

Weil  iiuii  uacb  einer  bekannten  Gruotiioraiel  der  ebeoeo  Trigo- 
nometrie 

=  #    coef  =  .    >  coea=;' — — 

iet,  so  erhält  man  ana  dein  Vorbeigebenden  nnniittelbar  die  bi- 
gende Relatiea: 


+  4*^JV 


oder: 

welche  eicb  aui  Terschiedene  Arten  umgestalten  la§«t. 


Mittelal  leichter  Reebnnng  jeltet  nuM  nue  dieaer  GMcbNg 
die  feigende  nbs 
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Nan  ist  aber,  wie  man  leicht  übersieht: 

aUo: 

+OP+r*)(y*+«*)(«*+|J«)i 

Feroer  Ut,  wie  man  eben  so  leicht  sogleich  ündet: 

2(a«  +  |3«)y*-  (^Hy*)(y^  +  «*)  =  (y^  -  ««)(^-y«). 
fiodlieb  Ist  offenbar: 

+  ^^62(0«  -  6*  +  c*) 

Alto  hat  man  die  folgende  Uelation: 

Llsst  man  den  Punkt  D  mit  dem  Ponkte  C  zusammenfallen, 

80  ist  a=:rd,  ß  —  Hf  y=:0:  und  die  vorstehende  Gleichung  re- 
<ittcirt  sich  auf  die  Ideutiiat  0  =  0,  wie  mau  leicht  findet 

Ist  D  der  Mittolponkt  des  vm  das  Oreieek  ABC  beaobrie- 
ketee  Kreleee,  so  ist,  wenn  wir  den  Ualbneseer  dieses  Kreises 
dvck  r  beselchoes.  Im  Obiges  assßssyssr  zu  setaen^  wedorcb 
MS  die  Glelebung 

as* 
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also 

  abc 

V"2a*6*  +  26V + — ^^^^ 

oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

fl6c 

V  (a  4-  ^  4-        a  +"6  +  c)(a —6 -f  c)  (a  +      c) ' 
wie  anderweitig  geougaam  bekannt  ist,  erhält. 
Wenn  ABCD  sin  Parallelogramm  ist,  80  ist; 

BC  =  a,   CA^b,  Aßzsei 

9 

DA  =  tt  =  a,    JJB=ß,   J)C=y  =  ci 

und  aus  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ergiebt  sieb  also  in 
diesem  Falle  die  Gleichung: 

 jlrlAIWii  ) 

Der  von  Iß  unabhängige  Tbeil  in  diener  Gleichung  wt  : 

=  (y"-«^)  t  jS^y*-«»)  -  W  -  «•)  1 

Der  von  &  abhSngige  Theil  ist,  wie  msn  leicht  findet: 

Also  ist  die  Summe  beider  Theile: 

(y»-««)a|/S»-2(y*+«*)t 

=  l(y»-.«*)»-|W»}l|J«  +  *»-2(y*  + 
und  folglich: 

I  (ys_«^)s_p6t|  i  /J«  +  6*  -  2(y* + ««)  I  =  0, 
welche  Gleichung  man  auch  unter  der  Form 

I  (c«- 1^»-  6V)  I  ^+ /J«-.2(c« + ««)  1  ^  0, 
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odflr  moUr  der  Fom 

scbreibeu  kaoa. 

Bflifllcliiieii  ffir  den  den  MdeD  INegoiuden  dee  P)ml* 
WvgruMD»  eiegeeebloeeemo  Wiiikei,  welelnr  der  Seite  a  gege»» 
Aer  liegt»  dmeb  ^;  eo  iat  aaeb  einer  iMlnumleii  trigoeeiiietrieeiwe 
Fmelt 

cos  9=:^  2^"^»    —0089==  rrs  f 


also: 
•daf 

Wäre  ottü 


2(a»— c«)=  +  26/J, 
to  wSre  dofcfa  Addition  nnd  Snbtractiott? 

od« 

» 

uud  68  würde  folglicb  offenbar  immer  eine  <ler  beiden  Gieichungeo 

Statt  finden,  welches  dem  Satze  iviederspricht,  dass  die  kSumnie 
i^^eier  leiten  eines  Ureieck«  immer  grdeeer  ais  die  dritte  Seite 
i«t  Also  icnoD  nicht 

(i^— c«)*  =  6«^«   oder   (a«  -  c*)*  -  6«iS«  =  0 
«nii,  sod  nun  der  Gleiebnng 

fdgt  ai#e! 

63i^/}«»2(o2^ea)s.O  oder  6^-1' (i*  =  3(n*^e*)» 
vorio  der  bekannte  Satz  ausgeeprooben  iet»  daee  die  Snmme  der 
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Quadrate  der  vier  Seiten  eioes  ParallelogramM  dar  SMWie  4er 
Quadrate  aeiner  Mdea  Oiagaaalea  gleich  iat 


Natürlich  niSssen  sich  auch  die  bekannten  Hulationen  zwi- 
schen den  Seiten  und  Diagonalen  eines  in  den  Kreis  bcäcbrie- 
benen  Vierecks  aus  der  obigen  allgtitneinen  Gleichung  ahleiteu 
lassen,  was  ich  jedoch  der  Kürze  «vegen  jeUt  [iiuhl  weiter  unter- 
socheUy  sondern  dem  Leser  zu  ermitteln  uherlaa.sen  ^^itl.  Indetis 
will  ich  beiljiiifii^  bemerken,  das»  diese  Relationfii  mitteUt  »ipr 
Formeln  der  elitMuMi  1  rii^oiioniptrie  iiiiixemein  luicbt  aut  lt)lL:LM>de 
Art  erhalt^T)  v^  erden  können.  Wenn  näniUcli  daa  Vlefack  ^L&CX^ 
in  eineii  Ikrei«  beacärieben  iat»  so  ist 

also,  weno  wir  die  Winkel  dea  Viareeka  der  Kine  wagaa  Maas 
durcli  daaaan  Eckaa»  an  deaen  ala  fiagaa,  baaalchaea; 


oder: 


«od  lilaraiiat 


folglich  oadi  aiaar  bafauutaft  GnnidfanMl  der  afpoMR  Ttigeat 
natria: 

äöc      +     Sar  ^» 
ey(«*-f    -^-l-ac(a»'|-f«— ^  »0, 

(aa  +  cy)iav  -f  ay)  =  ß^{uy    ca) ; 

warana  darch  Molfiplicatioa  oad  l>iviaioD,  wena  ma  aalhaH 
waa  alcli  aafbaben  läset,  die  beiden  Gleichungen: 

oder 

also  die  haideo  bakaantaa 
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'       ^      ac-i-ay  ß 

erhalten  werden,  eine  Darstellung,  die  sich,  wie  es  mir  scheint, 
durch  ihre  Leichtigkeit  empGeblt,  und  bei'ra  Unterrichte  zweck- 
m&ssig  aU  (Jebuiigs- Aufgabe  benatzt  werden  kann. 


XXXIV. 

Ueber  Genauigkeit  der  Functionen  bedingter  Beob- 
achtungen. 

(Fünfter  Nachtrag  zur  AusgleichungsrechnuDg)^). 

Von 

Herrn  Geheimen  Hofrath  Professor  Dr..  Gerling 

in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  zurücktritt,  dass  ich  selbst  noch  eine 
zweite  verbesserte  Auflage  meines  Buches  über  Ausgleichungs- 
rechnung zu  besorgen  haben  würde,  um  so  lebhafter  tritt  mir  die 
Pflicht  entgegen,  die  Verbesserungen,  deren  das  Buch  bedarf, 
zur  Benutzung  für  meine  Nachfolger  zu  sammeln,  und  die  wesent- 
liebsten  derselben  in  Nachträgen  zu  veröffentlichen. 

Der  letzte  dieser  Nachträge  berichtigte  nur  einen  Vortrags- 


*)  Die  früheren  \tichtragc  finden  airh  in  dieiiem  Archiv  Theil  VI. 
S.  141  and  S.375,  so  wie  Theil  X\V.  S.219.  Anch  gehört  hierher  ei- 
nigerinaatiten  eine  mehr  poleniisrhe  ülittheilung  in  Sch  In  milch  und 
Witzflchela  Zeitschrift  III.  S.  327. 


380  eeriing:  Oe^er  CentniiffMeit  der  FuncHünen 


feliler»  über  welchen  ich .  wie  es  «tt  geschehen  pflegt,  wenn  man 
Aber  neiiie  eignen  ßiicber  lieeti  Jahre  laut;  wegdocirt  hatte,  ehe 
mir  die  Missverstfindmsse,  w  irelchen  die  Worte  des  Buches 
einen  Leser  ftlbren  Iconnten»  vollstfindig  Idar  wurden. 

ähnlicher  Fall  indat  sieh  nun  im  Ii. ,  wo  ekiem 
Leser  allerdings  leicht  das  Mlssverständoiss  ertslehen  icano» 
dessen  Andeutung  ich  dem  Herrn  Professor  Banr  fn  Stuttgart 
verdanke,  als  sei  S.  227*  noch  von  den  nach  §.59.  berechneten 
V  der  wirklichen  Beobachtungen  die  Rede,  statt nlass  hier  die 
e  der  fingirten  Beobaclituugen  gemeint  sind,  welche  au  den 
mittleren  Fehlern  gehuren. 

Nachdem  ich  nun  uahrend  nie'mcr  letzten  Vorlesuni^  auch 
noch  aufmerksam  darauf  geuorden  liin,  dai«'8  sich  durch  eine  Um- 
stellung der  tiätzc  auf  N.  227.  uml  .S.  228.  der  Vortrag  hedeuteiid 
ühcrsichtiicher  nuicfieii  lasst,  glauhe  ich  folgende  verbesserte  Ke- 
dactioii  der  betreffenden  iStelle  geben  zu  müt^sen. 

Zuerst  ist  S. 225.  Z.  15  v.  o.  e wischen  die  beiden  Sitzet 
zu  einem  Minimum  maehen"  und:  „Um  also  von  dem  raitt- 
leren.,..*'  ein  neuer  Satz  einzuschalten,  welcher  lautet: 

Wir  niüsisen  uns  hierbei  aber  auch  noch  erinnern,  dass 
wir,  um  zu  dem  Begriff  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen, 
nach  §.  15.,  16.,  45.  und  61.  eine  zweite  lleihe  von  gleich 
vielen  Beobachtungen  bngiren  niussten,  welche  mit  den  wirk« 
lieh  beobachteten  o  gleiche  Genauigkeit  hätten  und  eben 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  abwichen, 
fliese  fingirten  Beobachtungen  müssten  dann  auch  neue 
tp»  k,  V  und  geben»  welche  durch  dieselben  Bedingun> 
gen  und  Gleichungen  unter  sich  und  mit  ihren  Beobachtun- 
gen vürhuTiflcTt  waren,  durch  welche  die  bisher  betrachteten 
und  endlich  iu  Zahlen  dargestellten  w,  kf  c  und  [cv]  mit 
den  wirklich  angestellten  Beobachtungen  verbunden  sind. 

Sodann  bleibt  der  Text  des  Buchs  unverändert  bis  zu  dor 
dritten  Zeile  von  unten  auf  8.226.  Von  hier  an  aber  geht  es 
nach  den  Gleichungen  iNr.  60.  folgendermaais^en  fort: 

Offenbar  sind  dieser  Gleichungen  eben  so  viel  als  O. 
In  ihnen  ist  aber  fSr  alle  diejenigen  O,  weiche  in  (16)  und 
(17)  nicht  vorkommen,  /=:0  zu  setzen. 

*  Nun  kommt  es  also  nur  noch  darauf  an,  die  r  gehörig 
Tin  bestimmen. 

Dazu  wiesen   wir  aber,  dass  auch  für  das  jetzt  zu 
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b«trMhto«de  System  fiogirter  Beobachtungen,  welchem  die 
nittl^reB  Fehler  und  seine  neuen  /r,  k,  v  und  [rp]  mit  sich 
bringt,  iiur  solche  dO  zulässig;  .sind,  welche  speciaii^irt  und 
und  also  den  — r  der  linirirten  Beobachtungen  gleich  ge- 
setzt, das  fpü]  fiif  all©  zu  einem  Mimmum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  «nieder  zu  (liflerentüren,  indem  wir  (\u  als 
constnnt  betrachten,  und  erhalten  so,  wenn  wir  die  Diffe- 
reotial  -  üieichung  auch  gltich  speciaiUiren«  iadem  wir 
— ddO  =  de  «etzeo : 

(22)  Li  dcj  1  L^Av^  +  X»»dra  -f      t?*  + . . .  . 

Vargialdhen  wir  diefan  ▲«•druck  mit  «m^rw  Im  {.  69.  er- 

muten,  and  aoeb  bei  den  lingirten  Eeobnchtungen  ale  erlüllt 
xa  denkenden^  Glelebnng 

(14)       OssM^i  -l-«»^•'^M<^'|-<'4<l•ii'^•--» 

eo  bemerken  wir  die  n  ichtige  Eigenschaft  der  h»  dass  sie 
dmi  s  der  inglrlen  Beobacbtoogen  propertienal  werden 
missen.  Seiten  wir  also 

X|  =  t*Vi ;       =  i.e^;       =  «.«9  u.  s.  w. 

lind  substiluiten  liir  diese  r  ihre  N\  i  rihc  aus  den  auch  jetzt 
als  erliillt  gedachten  ülekhuugcu  i\r. 44.,  so  erhalten  wir 
zunäcbsl 

s  # .  (sg^i -1- 6j|/c,    1^  4 . . . .)  • 

La  =  t»{a^ki  -|- b^k^  +  c,Ar,  + . . . 

Multi[)licircn  irlr  sodann  In  diesen  Gleichungen  der  Reihe 
nach  j(!des  />  erst  mit  dem  in  ihm  TorkonuHenden  u  und 
addiren,  so  erhalten  wir 

und  eben  so  nach  üifLulti^lication  mit  den  b,  e  u.  a,  u. 

[6X.]=*.([«6JA,  +[A6]Ä^+I6eJ4ta +  ....), 

fei-]  =  M.ilaejki  +         +  [ce]i^ +. .  .•). 

d.  b.  weil  die  w  auch  tür  die  finsirfen  Beobachtungen  als 
durch  die  Aust^leicbung  verschwunden  gedacht  werden  mßs- 
sen,  vermöge  JNr.  45. 
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Zu  deoselbeD  Gleicbongca  «IraN  wir  aber  auch  gdaiigl* 
weno  wir  ans  den  Gleicbiiogeo  Nr.  50*  auf  die  oft  angaftthrte 
Weise  für  [XrXi]  ein  Miaiiaam  geaociit  bittoo«  indem  wir» 
ohne  weiter  an  die  fiogirfen  Beobaclitongen  und  deren  Zn- 
bebar  au  denlien,  die  r  feetgeatellt  bfttten  mittelat  der  Glel- 
cbnngen 

(^)— ■ 

Diese  £igenscbafl  unserer  X,  vemlige  deren  die  Fest- 

Stellung  der  r  so  zu  geächeheu  hat,  da68  [LLJ=:jp  ein 

Mininram  wird«  enthält  nn»  einen  wichtigen  Lehrsatz,  wet* 
eben  wir»  ebe  wir  weiter  gehen,  hier  doch  erst  deutlicb 
aussprechen  weilen.  Es  ist  icein  anderer  als: 

Die  Ausgleichung  der  bedingten  Beobachtungen  bewirkt, 
dass  auch  die  Genauigkeit  aller  mit  ihrer  iiüire  zu  be- 
rechnenden GrOssen  so  gross  als  niügllch  wird. 

Snbstitairen  wir  nun  suletzt  also  in  (23)  die  Werth e  der  i# 
nns  Nr.  00.»  so  erhalten  wir  endlich  aar  numerischen  Bestim- 
mung der  r  die  Gleichungen : 

Von  hier  au  geht  es  nun  mit  ^ir.  51.  fort  wie  im  Buche  ii.  22S. 

Vorstehende  verbesserte  Redaction  des  {.74.  erfordert  n«ii 
consequenter  Welse  auch  im  folgenden  (.77.  einige  Znsitae  und 
AbSndemngen,  welche  von  8.338.  hinter  den  Gleicbnngen 
anfangend»  folgendermaassen  ansnbringen  sind: 

Diese  erhalten  wir  hier  noch  fertwibrend.  Dort  aber 
verglichen  wir  sie  mit  (14),  weil  dort»  nach  fSr  die  fingirt^n 
Beobachtangen  und  ihre  neuen  to»  k  und  o»  das  [es]  ein 
Uinimum  war.  Hier  aber  messen  wir»  weil  nicht  mehr  [ee] 
aendern  [|iwj  durch  unsere  in  J.TO.  gemachten  Arbeiten 
itt  einem  Minimum  gemacht  ist»  und  wir  nur  unter  dieser 
Bedingung  nnsere  o-fe  fdr^dle  Osetsen  durften»  die«  Allee 
noch  gans  eben  ao  auf  die  fingirten  Beobaebtnngen  und  die 
aenen  davon  abhSnglgen  Werthe  flbertragen  werden  mnae» 
aie  nielit  mehr  mit  (14)»  sondern  mit  der  in  {.  70.  erfttllteo, 
und  nach  Air  die  fingirten  Beebncbtangen  als  erflllll  aa  den* 
kenden»  Glelchnng 
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(15)       .Or=/^r|do,  -\- p<iP%^t^\ p^v^^x>'^\ 
vergleicben. 

Diei»  xeigt  uns  nnn,  das«  die  h  den  pD^  also  die  LL 

Irlr  . 

deo  p|ieo  und  die  —  den  pw  proportional  werden 
niilseen. 

Üie8elbe  iScblusälolgerung,  die  uns  §.  74.  durch  die  Giei- 
chunjjen  Nr.  44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleichungen  (23)  führte, 
fuhrt  uns  also  Jefzt  durch  die  Gleichungen  ^r.  47.  und  Nr.  48. 
so  den  Gleichungen: 


Wir  erkennen  nnn  ebenso  wie  oben  {.74.,  daes  aneh 


ein  Minimum  wird«  der  obige  wichtige  Lehrsatz 


also  anch  hier  gilt 

Von  hier  an  i&auo  sodann  im  Text  weiter  geben  wie  im 
Becbe  S.239.  mit  „Sotien  wir.«./' 


U.  8.  W. 


384       Nie  ff  ernannt  Veäer  die  TkeiiÖarMeH  der  ZaMen, 


Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zableo* 

Voo 

Herro  ji.  Niegemann^ 
'  Oberlohfer  «n  ilein  kalhol.  GytnnMinin  an  der  A|»o<t«lkirche  in  Co  In. 


Mehrere  Jahre  später»  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetzes 
der  Theilbarfceit  der  Zahlen  atwaa  näher  heachiftigt  halte  (a.  Eni* 
u  ickeluni;  und  He^rundung  neaer  Gesetie  fiber  die 
Tbeilbarkeit  der  Zahlen,  nebat  Aufstellung  von  Ta- 
feln Ober  die  Gesetze  des  Fortachreitens  der  zusani- 
mengeaetzten  Zahlen  vom  Gymnasiallehrer  A.  Niege- 
mann.  Programm  <) es  katholischen  Gymnasiums  in  rfiln. 
1848.)  «vurde  ich  aufmerkaam  auf  die  folgenden,  im  4.  T heile 
p.  332.  dea  Archivs  von  Herro  Profeaaor  Proaa  in  Stuttgart 
auageaprochenen  Sfitse: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  lOn  -f-  n  (heilbar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  wfathen  der  Ict/.teii  Ziffer  und  dem 
alachen  der  {ihrigen  ZiHVm  durch  lün-f  «  tlu/ilhar  ist:  sie  ist  durch 
10// — a  theiibar,  wenn  die  .^umme  aus  dem  7/lachen  der  letzten 
Ziffer  und  dem  afachen  der  ul»riiieii  Ziffern' durch  lOw  —  a  theil- 
bar  ist.  (In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  beliebige  Zahl  von 
0  an  und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9). 

Weil  beide  Sätae  eine  genauere  Beaiehung  haben  au  meiner 
frfiheren  Arbeit,  unteraog  ich  sie  einer  näheren  Befrachtung»  und 
fand,  daaa  nie  eineraeita  die  Allgemeinheit  nicht  haben»  in  vrol* 
eher  nie  auageaprocben  aind  und  man  ihnen  andereraeila  eine  gros- 
aere  Allgemeinheit  geben  kann.  Daaa  sie  nicht  allgeroein  richtig 
aind,  zeigt  z.  B.  die  Zahl  32964,  welche  nach  denselben  darch 
24as2.10-f4  theilbar  aein  mOsste»  weil  3296x4-^2x4 
=  13184—8^13176  durch  24  theilbar  Ist»  während  aie  dnicb  24 
dividirt  den  Rest  12  gibt.  Andere  Beiapiele,  wo  der  Sata  nicht 
zntriit»  lieaaen  aich  leicht  mehrere  finden. 


Digitized  by  Google 


Niegemann:  Leber  die  Täeilöarkeit  der  Za fiten.  385 


Wenn  aucfi  seit  Aufstellung  der  SStzo  mehrere  Jahre  ver- 
flossen sind,  so  scheint  es  doch  nicht  im/u er(cmSs.oig,  darauf 
zurückzukommen,  weil  sie  higher  noch  keine  nähere  ILrürterung 
gefunden  haben. 

In  wie  weit  dieselben  beschränkt  werden  müssen,  findet  man, 
wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  übergeht,  und  bedarf  es 
tu  diesem  Zwecice  der  fietrachtong  nur  eine«  derselben. 

Es  ist,  wie  die  AaeftthniDg  der  Operationen  leicbt  ergibt: 

aN=  (^j^  - .  ff-«i«f) .  10  +  (lOn  +  «)  itf. 

Da  oitn  (lOn  -{-a)!^  durcb  10»  -^  a  tbeilbar  ist,  so  ist  aoefa  aN 
durcli  JOn-f-a  IbeillMirj  wenn  . — |j^.a~iiJtfdadareli  tbeilbar  ist, 

nnd  folglicli  aueli  N,  wenn  dasn  nocii  lOit  +  a  tu  a  vnd  10  rela* 
tlTePrlmsahl  Ist.  Wenn  aber  ICbi-fa  au  <i  relative  Primzahl  ist, 
ao  Irann  a  weder  die  Ziffer  3,  oocb  5  sein,  und  ist  daher  Kbi-t-a 
für  sieh  sehon  an  10' Primsahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
Ziffer  der  Zahl  N,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  rfurrh  eine  andere  von  der  Form 
10n-|-  n  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  7ifachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  «faehcn  der  (ihrigen  Zifferf»  durch 
\{in  '{-a  tbeilbar  und  \On-{-a  zu  a  Primzahl  ist. 

lo  der  Umfcehrung  faeisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  iV  durch  eine  andere  von  der  Form  lOtt-f-a 
theilbar  nnd  a  nicht  =0  ist,  so  ist  auch  der  Unterschied 
des  »fachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afacheo  der  tibri- 
gen  Ziffern  durch  lOfi-f  a  tbeilbar. 

Beweis.  Denn  wollte  man  annehmen,  iV  wäre  durch  lOni-tf 

N—M 

theilbar,  aber  — ^ — a  —  nM  nicht,  wo  M  die  letzte  Ziffer  be- 
dentetj  so  hätte  man: 

^j^-^fl— «iirÄ(10»+a)»  +  y;  iV=(10K4-a)d; 
und  ff  nicht  durch  lOn-f-o  theilbar, 

folglich : 

oiV— aiW— 10n^f=10(I0rH  '0:  I  10^, 
a(10ii -f  a);c — iV(10R 4- a) = ]0(iO}i ^ a) 2 -I-  lOy ; 

mithin  wäre  10|y  durcb  lOit  -\-  n  theilbar. 
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Sollte  es  niuglich  sein,  dieser  Gleichang  zu  genGgen,  ohne 
dass  y  durch  I(ln4-a  tbeilbar  wäre,  dann  müsste  lOn-f  a  einen 
Faktor  babeo,  der  in  y  nicht  vorkäme,  folglich  müsste  dieser  Iii 
10  vorkommeo  und  10» -fa  die  Foriu  2p  oder  5|i  beben« 

Nimmt  man  an:  10n-|-a  =  ^,  ee  mose  a  durch  2  tbeilber 
«ein»  mithin  die  Form  3r  haben,  und  weil  /Vdureh  lOn+asS^ 
tbeilbar  lat,  mnes  auch  die  letzte  Ziffer  M  die  Form  2r  haben. 
Folglich  bat  man;  - 


mithin  ist  5^  durch  2p  und  folglich  ;/  durch  2/j  therlbar,  wenn 
nicht  ;)  den  Faktor  5  enthält.  Folglich  lässt  sich  kein  durch 
10«  +  a  nicht  theilbare»  y  linden,  nelches  der  Gleichung  Genüge 
leistet,  wenn  nicht  gerade  p  den  Faktor  5  enthält,  also  2;?  =  I0n 
-f  a  =  10^  ist.  Dasselbe  tindet  man  offenbar,  wenn  man  lOn  -|-  a 
=  5p  setzt. 

Allgemeiner  auegeeproehen  beisst  der  Sats: 

Eine  dekadische  Zahl  i«;t  durch  eine  andere  von  der 
Form  10^7i-|-a  theilhar,  wenn  die  Differenz  des  nfacben 
der  m  letzten  Ziffern  und  des  afachen  der  übrigen  Zif- 
fern durch  10™it-|-o  tbeilbar  und  JO^n-fa  su  a  Prim» 
zahl  ist. 

Bewein.  Es  let: 


Ist  nun  10'"//  I  a  zu  «  Primzahl,  so  ist  a  weder  die  Ziffer  2  noch 
5,  folglich  lO'^'/H  ^'  zu  10  titul  10'"  Primzahl.  Da  nun  lÜ^n  +  a 
Faktor  ist  von  (10  "«  t  '0 ^J"*^  zu  10^  relative  Primzahl,  so  ist 
I0'"w-f  a  auch  Faktor  von  aN  oder,  da  10*"n-Fa  zu  a  Primzahl 


die  Richtigkeit  des  Satzes  ergibt,  trenn  man  mit  M  die  m  letz* 
ten  Ziffern  der  Zahl  N  bezeichnet  Auch  dieser  Satz  l&sst  sich 
in  ähnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

In  der  eben  ausgesprochenen  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgemeinheit,  aber  wenig  prakÜeche  Anwendbarkeit,  die 
man  aber  dadurch  erlangt,  dass  man  a  =  l  setzt  und  lO^n-f^  >n 
Faktoren  zerlegt.  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  (d)  Fak- 
ter von  10*"n  -f  1  und  theilbar  in  die  Diffeiees  dea  nTaehen  im 


2«.2/iar— 2.r.2p  =  I0.2ps  -|- 


tat,  von       wenn  ea  Faktor  let  von 


10« 


n^nüf;  worana  eich 
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m  letsten  Ziffern  und  der  flbrigen  Ziffern  einer  Zahl,  eo  iet  nnch 
^eee  ZM  eeibet  durch  d  theilbar;  vnd  nennt  man  die  Zahl,  we- 
mit  man  die  m  letiten  Ziffern  einer  Zahl  iV  mnlliplieiren  miiaa, 
um  ans  der  Theilbarkeit  der  Smnme  oder  Differena  diesen  Pro- 
duktes and  der  Übrigen  Ziffern  dnrch  eine  Zahl  d  auf  die  Theil- 
barkeit der  Zahl  durch  d  zn  schliessen,  den  positiveD  oder  nega- 
tiven Theilongs-Koeffiaient  des  mten  Grades  für  den  Theiler  d^ 
so  ist  in  unserm  Fall  Jt  der  negative  Theilungs*Koefllaient  des 
mten  Grades  fElr  den  Theiler  d» 

So  lässt  sieb  nnn  ein  interessanter  Zosanimenhang  zwischen 
den  ▼erscbiedeiien  positiven  und  negativen  Theilungs-Koefrizien- 
ten  desselben  Grades  und  Theüers,  zwischen  den  verschiedenen 
Tbeilungs-Koeriizienten  verschiedener  Grade  und  desselben  Tbei- 
iers  nnd  swiseben  den  verschiedenen  Theiluugs» Koeffizienten  des- 
selben Grades  und  der  Theiler,  die  sich  um  10  unterscheiden, 
nach^reisen.  Es  ergibt  sieb  eine  Menge  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen für  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  die  Primzahlen. 
Eine  Zahl  ist  z.  B.  durch  7  theilhar  oder  nicht,  je  nachdem  der 
Unterschied  das  (2-|-7/>).,  (3  +  7/?).,  (l+7p)-,  (5  +  7;>)-,  (4  +  7p)-, 
(6  +  7p)-,  (2+7/?)-. ...fache  der  1,  2,  3,  4,  5,  6.  7  letzten  Ziffern 
und  der  übrigen  durch  7  theilhar  ist  oder  nicht,  p  kann  jede  Zahl 
bedeuten.  Dieser  Zusammenhang  und  die  Art  und  Weise,  wie 
man  die  verschiedenen  Tbeilungs- Koeffizienten  findet,  ist  in  der 
oben  angeführten  Schrillt  nachgewiesen. 

Wenn  ntin  auch  die  dart  entwickelten  Satze  keinoii  besondern 
praktischen  INutzen  bieten,  so  kann  man  doch  dadurch  das  Ke- 
gelmässiee  des  Fortschreitens  der  zusammencesetzten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Theilungs-Koetüzienten  darstellen,  wenn  mau  die 
unendliche  Anzahl  der  Zahlen  in  unendliche  Gruppen  theilt,  in- 
dem in  jeder  dieser  Uruppen  die  Zahlen  nach  verschiedenen  Ge- 
setzen fortschreiten. 

Nimmt  man  als  Eingänge  einer  Tafel  die  Paktoren  ehier  Zahl, 
und  setzt  da,  wo  diese  Eingänge  zusammen  treffen,  den  hetref- 
fenden  negativen  Tbeilungs -Koeffizienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verscinedeoen  Tafein, 
worin  das  Fortschreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  darstellen, 
wenn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  Ziffer  anhingt  Fol- 
gende drei  Tafeln  enthalten  z.  B.  alle  anf  1  ausgehenden  snsam« 
nengesetslen  Zahlen  mit  Ansschlnss  aller  Primzahlen,  und  mit 
ihren  Faktoren,  wenn  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  1  enge* 
bflngt  wird*  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
abwSrts  In  einfaeher  aritbmetischer  Reihe  fort. 
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11 


21 


31 


11 

} 

12 

21 

2 

23 

44 

31 

34 

65 

96 

41 

4 

45 

86 

127 

5] 

5 

56 

107 

158 

61 

6 

67 

128 

189 

71 

78  1 

1 

149 

220 

1  ' 

1  17 

27 

37 

3 

2 

5 

8 

11 

13 

0 

21 

35 

48 

23 

16 

39 

62 

85 

33 

23 

56 

89 

122 

43 

30 

73 

116  , 

159 

63 

37 

90 

143 

196 

63 

44 

107 

170  j233 

9 

19 

29 

39 

49 

59 

69 

9 

8 

lü 

IT 

36 

29 

26 

55 

84 

39 

35 

74 

113 

152 

49 

44 

93 

142 

191 

240 

59 

53 

112 

171 

230 

289 

348 

69 

62 

131 

200 

269 

338 

407 

476 

Die  erste  und  dritte  Tafel  brauchen  nur  bis  zu  Diagonalen 
fortgesetzt  /.u  worden,  dagegen  musa  die  zweite  nach  beiden 
Richtangen.  nach  rechts  und  abwärts,  immer  weiter  ucfülirt  %ver- 
den,  um  nllo  auf  J  ausgehenden  zusaniniengesetzlcn  Zahlen  zu 
erhalten.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  zusammengesetzten 
Zahlen,  die  auf  9  ausnehen.  in  drei  Tafeln,  und  die  auf  3  und  7 
ausgehen,  in  je  zwei  Tafeln  zusammenstellen. 

Wollte  man  die  negativen  Theiluiige-Koeflizienten  des  zweiteo 
Grades  Ukr  die  Aufiitelluag  aller  zusammeni^esetzten  Zahlen  be- 
nutseo,  an  wfirde  man  zwar  viel  einfachere  Zalilrn  in  deo  Tafeln 
selbst  erhalten,  indem  jede  derselben  zwei  Zlffeio  weniger  bat, 
als  die  betreffende  zusammengesetzte  Zahl,  dagegen  aber  wurde 
eich  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen,  und  die  Zahlen  in 
den  Tafeln  würden  nach  einer  arithmetiecheu  Beihe  sweiter  Ord« 
nung  fortschreiteo. 
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Dw  System  der  IlrefKnleii-Coordmateii  ia  aiigemeiner 

aoalyiisclier  KDlmickeluAg. 

dem  Herausgeber. 


Uslar  dsa  tlsln  fSfs<rhitdss»iiCoswHsatea'8ystSBisnj,  ivdebe 
1MUI  hl  BtBwef  Zeit  bei  geomeCrtscheD  Ontonmeliaageii  in  Anwen- 
dung gebrneht  bnt»  ncbelnt  mir  dan  logesnnnte  System  der  Drei- 
MwCoordinslea  eine  beeendere  Benehtanf  sn  verdienen.  Die 
dieaem  Systeme  Ue  jetit  an  Tbeil  gewordene  Bebandlong  dSrfte 
aber  nnmcnllfeb  in  Rflebsiebt  anf  vSKige  Allgeroeinbelt  der  atia- 
Ivtijtcben  DntersneboDg  fib«rbaupt,  so  wie  gans  beaender»  in  Be* 
zu  II  auf  das  Positive  und  Negative  der  betreffenden  Coordinaten, 
noch  Manches  zu  wünschen  übrisr  lassen,  wesbatb  icb  in  dieser 
Al»handlung  eine  solche  ganz  alluenieine  analytische  Behatidluni;, 
mit  besonder<^r  i^ücksicht  auf  das  Positive  und  Negative  der 
Dreilinien -CfMirdinaten,  xu  geben  versuchen  werde.  Weun  ich 
dabei  von  einigen  !<ich  bekannten  aligenieinen  Betrachtungen 
üher  die  gerade  Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene  ausgehe,  so 
geschieht  dii"««  nur  grösserer  Deutlichkeit  wegen,  und  um  alles 
zum  \  erstcindniss  der  >p;it>'ren  Entwickehingen  Erforderliche  an 
«liesem  Orte  beisainnieii  /\i  hah^Mi;  dahei  hatte  ich  niicli  für  den 
nächsten  Zweck  allerdings  aul  die  gerade  f/inie  in  der  Lbene  be- 
ndiränken  können,  habe  jedoch  späterer  Lntersuchungen  wegen, 
die  den  forliegenden  sich  vielleicht  anschiiessen  werden,  die 
BetracbtuDg  sogleich  auf  den  Raum  überhaupt  nangedelint«  wen 
Aidbt  der  «aringalen  Sobwiefigkeit  «slatAiegt 

TMl  XXXVia  S0 
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In  ciirar  Mtobigen  i^eraden  L1«lc  im  Raame  denk»  mmm  mUk, 
ein  rwhtwtDkllgeB  CoordioBten^Systeni  der  xfft  su  Gnmde  iegeud. 
eloeo  Pankt  (abc)  beliebig  angeeommeii,  oed  beteiebne  die  res 
der  doen  der  beiden  von  dem  Pookte  (mhe)  nach  cutgegetigceete- 
ten  Seiten  hin  ausgehenden  Riehtnn||[en  dieaer  geraden  LUiie  ndl 
den  positiven  Theilen  <ler  Azen  der  jy,  t  eingeschlossenen, 
180®  nicht  uber>teigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y;  dann  sind  die 
von  der  anderen  der  beiden  in  Ivede  jitelienden  lüchJuuL'f n  unse- 
rer j^eraden  Linie  mit  «icn  positiven  Theilen  der  Axen  der  ^  ,  t/ ,  t 
ein<;e(»chloji«enen,  180®  nicht  iiberstei<»cnden  Winkpl  IWO**  —  c, 
ISÜ®  —  ß,  180" — y.  Lei4en  wir  nun  durch  den  Punkt  i'//>ri  al> 
Anfang  ein  den«  primitiven  8ysten)e  der  a'i/x  paralleles  (  «inrriii.i 
ten-System  der  x^i/fZi ,  und  iMvidiruMi  die  ( dtirdinatpn  f-lwe" 
ganz  belicbit^en  Punktet«  in  unserer  t^eradcn  Linie  in  diesen  bei- 
den Systemen  respective  durch  .r,  2  und  .r^  ,  f/j  ,  t,  :  dp«sf»n 
Entlernung  von  dem  Punkte  {abc)  aber  durch  r;  ao  lat  oilenbar 
In  vöJUger  Allgemeinheit: 

jTi  =  rco»a,  yi  =  rcoaß,      =  rcos/ 

oder 

dr|SroD8(l80^- tf)»     =:reea(!fl6»— jJ),  xi^rceafltt*— y); 
alae: 

«iBsreaa«,  ^t^rtnßßp  ^asrcMf 

eder 

«i  =  — reo»«,  rcoajS»   «i=s— rcoay; 

jeaaebdM  der  In  der  Geraden  aageaemmeita»  m  aicb  gaaa  b#> 
lieMge  Poalil  In  der  eraten  eder  airellen  der  beiden  vorher  nSher 
beseiebneten  Richtungen  dteeer  Geraden,  ivelche  wir  im  Folgen- 
den in  der  Kfi  rze  .  nur  die  erste  und  zireite  Richtung  oeiioes 
woUen,  liegt.    Al^o  ist: 

^i  =  db fi=i:i^coa^,  iis^reoay; 

«renn  man  in  diesen  Formetn  die  oberen  oder  unteren  Zetrhen 
nimmt,  jenacli<iem  der  I'unkt  in  der  ersten  oder  7.\veiten  Ri»  htTrnc 
der  Geraden  liei^t.  liehachten  uir  von  nun  an  aber  die  Etitif  r 
nuno:  r  nirlit  wie  bisher  bloss  al»>*olut  oder  als  positiv,  «;ondero 
als  positiv  ti(I(  r  negativ,  jenachdeni  der  Pnr»kt  in  der  ersten  oder 
zweiten  liichtun*»  der  (ieraden,  nanilich  in  der  durch  die  Winkel 
a,  ß,  y  bestimmten  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  Rick- 
fang  liegt;  ao  küonen  irir  effsubar  ia  rOttiger  AllfeHebdtoltr 
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I)   *   .   .  Xx=T9wm,  yi^^rcosß,  Sj^rcosy 

fletzen.  Nach  der  Lehre  von  der  VerfraodlaDg  d#r  Coordliiatett 
ist  aber  io  vwlliger  AUgemeinheit : 

also  aacb  I): 

odar: 

Aoa  diesen  Glelchaogan  faigt: 

— a)cosß  =zrcoaacoaßg      — 6)co8as  rcosacos/7; 
(|f»^)eoa/sraasßaasy»  (s  a)cos^arcaa/}coa7; 

« 

alao: 

4)  .  .  *      j  (y— 6)  eoay  s=(x^c)coa^» 

(  (s  —  e)  caa «  s  (jr— a> cea/| 

durch  welche  Gleichongen,  von  denen  natfirlicb  eine  jade  eine 
ooniittelhare  Folgarong  aus  den  beiden  anderen  ist,  unsere  Ge- 
rade im  Räume  ganz  im  Allgemeinea  cbarakterii<irt  vrird,  weil  Ja 
der  Punkt  (orys)  jadea  gaas  ballabigen  Paaiit  diaaer  Garadao 
repriaenlirt 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  Xyiji  und 
bezeichnet  die  als  absolut  aulgefasste  Projectiüu  durch  ri,  hq  ist 
nach  deui      thagoräiscben  Lebrsat/e  ofifetibar: 

r^'s  jr|*4-3f^*  vad  f»=r|«-|-Ji*; 

alaa: 

faigUeb  nach  1): 

r*  =    (cos  «2 -J- cos    -f  cos  y*) , 
frama  alab  die  baiwaata  wicbfiga  Glaiebaag;  * 

5)  .   .   •   •   •    cosa'-f  Gos^^ -f  cosy^sl 

«rgiabt 
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Mnltipliciii  dm«  die  GleicbnngeD  3)  nacli  der  Reihe  mit  ees«, 
cos^,  cosy  und  addirt  ele  dann  an  einander,  eo  erblHt  man  nach 
6}  auf  der  Stelle: 

6)  .   .   r=:(jr  —  a)co8a-|-(^ — 6)cotf/}-f    — g)co8/. 

Qnadrirt  raan  die  Gleichungen  3)  aud  addirt  «le  dann  an  ein- 
ander» ae  erhält  man  nach  6): 

7)  .  .  .   .  f*s=(a;-ö)»  +  (^— 6)«-f  (z— c)«, 
aiae: 

8)  .  .  .  r=± V^(^^p ^ (y -^Ü^hRT-^«, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdeiii  r 
positiv  oder  negativ  idt. 

Von  dem  Anfange  der  xyx  mOgeti  jetzt  zwei  Gerade  aita- 
gehen,  welche  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Azen  der  t 
die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  o^,  pQ,  und  cti  ,  /3| , 
einschiiessen.  In  diesen  beiden  Geraden  nehmen  wir  zwei  l»e- 
liebige  Punicte  an,  deren  Coordinaten  iu  dem  Systeme  der  xgi 
wir  durch  Xq,  jf^,  nnd  ;r, ,  2|,  ond  deren  abfiolut  genom- 
menen Entfernangen  ven  dem  Anfange  der  dtyx  wir  durch  und 
fi  beseichnen;  danp  iat  völlig  aligemein: 

jPi  :s:r^eo8«|,  f,  =riCoeA,  xi=r|eoa)r|. 

Bezeichnet  nun  iJgi  die  Entfernung  di^r  beiden  io  Rede  etebeo* 
den  Punkte  von  einander,  so  ist  nach  7): 

oder 

(«oH^oH  Je*)  +(«i*+*i*+ii*>-2(*oar,  +       + 1^)  ; 

aber  nach  5): 

+yo*+  ^*  =  ni*(ceeaö*  +  ceaft,«+ceayo^  =ro*, 
und  anaaerdem: 

*o*i  +ifeyi  +  Vi  —  ViCcosö^cos«!  4-cesA,cosft-f  coay^coaj^); 
also : 

=     -I-  Fl*— SfoTi  (coa  «d»  coat%  -f  <^  A»^«  A  +^lbcea|i^ 
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Besviebset  »ber  IFoi  den  von  unaereii  beiden  Geraden  einge- 
«cbloMenen»  180^  nicbt  llbereteigenden  Winkel;  so  ist  oaeb  den 
Liehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

^01*  =  V  +  »"i*— 2ror,  cos  IToi . 

folglicby  «renn  man  dieee  Gleichung  mit  der  ?orbergebenden  ver- 
gleicht, ofenbar: 

9)  .  •  CO« Hol  =  coso^coo«!  -f  cosAiCon^i  -i-  cosyQCo^Y^, 

Stehen  die  beiden  Gefaden  auf  einander  senkrecht,  so  ist 
Wm^W,  cosfroi=»0,  also: 

10)  .   .  co^o^cosai  4- cosA>co8|3|-f  coisy0Cos7|  sO. 

Durch  eio^n  l»eliebigen  Punkt  {uvw)  im  Räume  l^en  wir  Jetzt 
eine  auf  unserer  bisher  immer  betrachteten«  durch  die  Gleichun- 
gen 4)  charakterisirlen  Geraden  senkrecbt  stehende  Gerade  und 
beaelchnen  die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  dieser  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theiten  der  Azen  der  y,  x  eiage- 
scblossenea,  WO®  nicbt  fibersteigeoden  Winkel  durch  m«  S; 
so  haben  nach  4)  di^  Gleichuiigeo  dieser  Geraden  die  Form: 

/  (;v^ii)cosas(y — e)QOS0, 
Jl)   .  .  .     <     ^e)cosG  =  (x  — «9)coso, 

[  (2 — to)cosd  =  ( JT — «)  COS  Ö ; 

und  nach  5)  und  IQ)  ist: 

12)  ....     cos  Ö*  -f  cos  0»*  -f  CO»     =  1 
und 

13)  .   .     cosacosd -i~  cus^cosi» -f  co8ycosü  =  0. 

Weil  wegen  der  Gleichung  VI)  einer  der  drei  Cosinus  cos  9, 
cose»,  cos  IS  bestimmt  nicbt  verschwindet»  so  wollen  wir  anneh* 
men»  dass  etwa  eos0  dieser  nicht  verseh windende  Cosinus  ssi ;  mit 
Hinsufagung  der  folgenden  ersten  identischen  Gleichung  Ist  nach  11); 

(;r — ai)cos«cos6  =  — ti)  cosacostf, 
{x — »)  cos  /)cos  0»  =:     —  e)  cos  ß  cos  6, 

(j:  — «>co*iycot!iö  =  (;  —  to)cosycosdi 

also  durch  Addition: 

{x  —  u)  (cos  a  cos  b  -f  cos  jS  cos  a>  -i-  cos  y  cos  ö) 
=  i  (;r  —  «)  cos  «  4-  (y— e)  cos  |9  -f  (1    te)  cosy }  cos  (9« 
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folglich  nach       :  1 
t        '  V)  CO«tf  i-  (jr  ^  V)  COS^     {%  --10)cOI»]r|  CO90S=O» 

also,  weil  cos 6  nicht  verschwindet: 
14)  .  .  (jr»tt)€CM«-f       1^)60« |S  4*  (z— i0)co«y  =  0, 

wo  {xyz)  sein  beliebiger  Punkt  de«  Perpendikels  ist. 

Besekhneo  wir  den  Dorehsebnlltsfiiinfct  des  Perpendikels  mit 
der  gegebeneD  Geradeo  dorch  ijct)}),  so  bftt  nan  hiernacb  die 
tileidiong: 

(^*-tii)coea<|-(«— s)cos^  -|-  (|---<9)coa)fS50 

oder : 

(r — a)cosa       — ö)cot^ß  -|-    —  c}cosy 
=  (if — o)  CO»  « + (» — cos  ^ + (w — c)  cos  y ; 

also: 

Kr  -*o)costt-f- (9— 6)coB^-|-(} — «)co87|cos« 
=1  (« — o)co*«  -I-  (r      cos  19  -l-  («0 — c)  cos/ 1  cos  a, 

=r|(ii--  o)cosa  -f-  (v^6)cos/3    (lo — c)cos/lcos^» 

t^— e)cos«  +  (i)  — 6)co8/3  f  (f  ^c)cos7lcosy 
=  ;(#< — a)co6  0'f  (p — li)cQsß    (w — c)cosy;cos}'; 

'folglich,  weil  nach  4): 

(;r  —  ff)  CO»  /J  =s  (D  —  6)  cos  a , 
(9^6)eosys(|  <-c)cos/I» 
0 — e)cosffS5  0r — e)cosy 

(r*— a)(cosa*  f  cos/?>-f  cos/*) 
=r  t  (« — e)  cos  a  4  (o  —  6)cos/}  -f  (tt — tf)  cosy)  ros  e, 

(9 — 6)  (cos  «•  +  cos  |S*  +  cos  y*) 
s|(ai— a}cosa-|- (v — b)coHß  +  (u> — c)co8y|cos|l« 

(}^€)  (coso* -1-  €oe ^  -l-  cos ]^ 
B|(ti— a)coso  -f  (e  — 6)  co8/J  +  (ic— c)co8yjco»y ; 

deber  twfih  5): 

» 

t 
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ir— a  =  ;(ii-a)co8o  +  (p-6)co8^  +  (tr-c)co8yjco8a, 
D  -  6  =  {  (m— fl)  cos  c  +  (r-6) cos  ß  ^  (m?-c)  cos  y !  cos ^, 
j  — c  =  |(m— o)  coso-Kr-6)cos|3  +  (tc-c)cosy)co8y; 

woraus  sieb : 

15*) 

f  —  II  =  -  (m  —  fl)  +  I  (m  -  fl)  cos  a  +  (r— cos  ß  +  (tr— c)  cos  y  \  cos  «. 
t,  —  r  =  —  (p  -  6)  +  { (w— a)  cos  a  +  (p— 6)  cos  |S  +  (lo—  c)  cos  y )  cos  |J, 
j  —  to  =  -  (ic — c)  +  K»'  —  «)  «  +  («^^)  P  +  («^c)  cos  y )  cosy ; 
oder,  wie  man  leicht  übersieht: 

15**) 

X  — ti  =  l(tp  — c)cosa  —  (m  —  a)  cosy  I  cosy 

—  |(m  — n)cos|3  — (p— 6)  cos  a)  cos  ^, 

={(«  —a)co8/J  —  (r  —Ä>)cos  oleosa 

—  {(p  — 6)cosy — (ip —  c)  cos /3|  cosy, 

j        =:|(p  —  6)co8y  —  (w  — Oc««l5'cos<5 

—  |(t<j  —  c)  cos« — (m  —  fl)cosy|co8a 

ergebt;  ond  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Punktes  (mpw) 
von  der  gegebenen  Geraden,  so  ist  nach  7): 

/>«  =  (r  -  Ii)«  f  (t)  —  p)«  -f-  (?  -  ir)» , 

also,  wie  ans  vorstehenden  Formeln  sich  lercht  ergiebt: 

10) 

p—  V  (^I^)H(p^Ä)MT«f-^^^ 

Weil  Cosa' -f  cos ^  +  cos y^=  1  ist,  so  kann  man  die  Grosse 
•  unter  dem  Wurzelzeichen  so  schreiben: 

I  {^  —  0)2  -I-  (p  —  6)*  +  (tc—  c)« !  (cos  a»  +  cos  j5«  +  cos  f) 
fl)  cos  a  +  (p  —  6)  cos  j3  +  (tP — c)  cos  y  l* , 
also  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 

I  (u  —  fl)  cosjS  —  (p  —  6)  Cosa  }* 
+  {(p— Ä)cosy — (ip  — c)cos|3|* 
+ 1  (ip  — c)  cos  o  —  (»  —  a)  cos  y  |* ; 


daher: 

V|(»  — a)coHß — (r  — Ä)coso|* 
+ 1  (r  —  6)  cos  y  ■— (tc— c)  cos  |5 1* 

Lägst  man  cl;e  Winkel  6,  ca,  Q  dem  I  heile  des  Perpendikels 
entsprechen,  weicher  ron  den»  ueseiieiH-n  Ptjnkte  (uctc)  nach  dem 
Punkte  (n?f),  nünilich  nach  der  i^egebenen  Geraden  bin  gerichiel 
ist,  60  ist  allgemein: 

f—u^PtwBp  «—«SS /»cos«,  |— tvssPcosS; 

also: 

p-»  eoa«ss— p-,  eosc»  =  ^--p-> 
folglich  naeh  dem  Obigen: 

18) 

(a  — Ii)  —      —  ti)cosa-f-  (6  — r)co8/5  +  (c— w)co8ylcoso 

€009  Ä  p  — 9 

(6 —  t)  —  t(a — ii)coejDt  +  (Ä  — n)coiiÄ  +  (c^to)cciay)ciMi^ 

cos  CD  =  '  -p   ■  ■   *  

^     (c  —  to)  —  {(o  —  ti}co»c-f  (6  — t?)cos/? -f-  (c — tp)cosylco8y^ 

vro  nan  ßr  P  netnen  Auadruch  aua  dem  Torhergehenden  etnxa- 
filhren  hat. 


§.  3. 

Wem  die  im  Vorhergehenden  hetrachtete  Gerade  ^aBa  io  der 
Ebene  der  xy  liegt»  so  iat  yssQO**,  coaysOt  ferner  c  =  0  und 
migemehi  z»0;  alee  emd  in  diesem  PalliB  die  beiden  letaten  der 
Gleicheogen  §.  2.  4)  identiache  fvitichengen ,  «ad  nnaere  Gerade 
wird  alao  durch  die  eine  Gleiehnng 

1)  {jx — a)eoe/l  SS  (|f^6)cfMitt 

eharakterlairt,  we  nach  f.  2.  tt) 

2)  CDai^-heea/3»=:l 

iat. 

Nach  {.  %  16**)  tot  In  dieaem  Paüe:  • 
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j  — M=|(a  — i<)co8/5  — (6  — r)co8o|co8^, 
i>  —  ü  ={(i<  —  fl)cü8/5  — (c — 6)  cos  al  cos« 

X  —  tt=  {(o  —  m)cos^  — (6  —  p)co8a|cos/5, 
D — r  =  — }  (a — u)  cosß — (6  —  v)  cos  a }  c08  o ; 

also  nach  2): 

4)  .   .    .    .  P=|(«  — M)cosj5— (6  — r)co8o|«, 
folglich  : 

5)  .    .    .    .  P=il(«  — ti)co8^  — (6  — r)co8a{, 

wenn  man  das  ohere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
GrHsse 

(a — «)  cos /3  —  (6  —  r)  cos  a 
positiv  oder  negativ  ist. 

Für  unsere  folgenden  Untersuchungen  ist  es  aber  von  der 
grHsstcn  Hedeutuiig,  dass  wir  uns  von  dem  doppelten  Vorzeichen 
in  dem  Ausdrucke  von  P  befreien,  ivas  natürlich  nur  dadurch  er- 
möglicht werden  kann,  dass  wir  das  Perpendikel  P  nicht  mehr 
wie  bisher  bloss  als  absolut  oder  poi«itiv  auffassen,  sondern  das- 
selbe selbst  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Voraussetzungen 
als  positiv   oder  als  negativ  betrachten.    Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  in  der  Ebene  der  ary,  aufweiche  von  dem  Punkte 
(mf)  aus  das  Perpendikel  geffillt  worden  ist,  hin  eine  Kraft  wir- 
kend denken,  und  wollen  jederzeit  das  Perpendikel  P  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  diese  Kraft  die  Ebene 
der  xy  um  den  Punkt  (mp),  als  einen  festen  Drehpunkt  gedacht, 
nach  der  Richtung,   nach  welcher  man  sich  beweisen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axc  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  zu  drehen 
strebt. 

r.    -  . 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinatcn  sind 
t  —  Ut  V — V  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  (xt))  des  Perpendi- 
kels  in    einem    durch    den   Punkt   (»r)    als   Anfang  n^^^e 
primitiven    Systeme   der   xy    parallel    gelegten    Coor " 
steme.    In  Fig.  1.  und  Fig.  2.  sind  die  stärker  als  d 
gezeichnete    horizontale    und    vertikale    Linie    die  er 
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oder : 
3*)..  j 


zweite  Axe  des  -innk  den  Punkt  (aiv)  aU  Aa&mg  gtligtn ,  (lern 
primitifeii  Systeme  parallelen  CoordinatenajgteMS  4mcIi  4m 
f^feiie  werden  die  pnaUiven  Theiie  der  beiden  Axen  bezeicYiTiet; 
die  Vbrigen  nicht  ponlctirten  Linien  eiod  die  Rielitungen  der  Kxmtk, 
die  wir  nns  vorher  gedacht  haben,  in  den  Tersehiedenen  nSsK- 
cheo  Killen»  und  die  Seiten,  nach  denen  dieee  Erail  wirkt,  »er- 
den wicdermn  durch  PMIe  »n  dienen  LInleo  beieichoet.  fa  dea 
In  Fig.  1.  dargestellten  Falle  hit  nach  den  oben  gemachten  Fcf^l- 
eetioogen  P  poeitiv;  ferner  let,  wie  aof  der  Stelle  mm  der  Fignr 
erhellet,  besiebnngnweiees 


V— e 

cos« 

cosjl 

positiv 

positiv 

netrativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negati? 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

poslllv 

positiv; 

eise  ist  nach  3*)  offenbar  aUgemeio 

(a  —  K)eonß —  (6 — r)co8o 

r 

peeiUvt  nnd  folglich  nach  ft)t 

Pzz  (o  ^fi)  CO»  ß  —  (6 — e)cos  o. 

In  (Um  in  Flg.  2.  ifjirgeRtellten  Falle  ist  nach  den  ohen  ^eiuacb- 
teil  I  tv<ts<*tziiiii,'^>T)  ru'rjntiv  :  fmuT  i«t,  wie  auf  der  äteUe  ans 
der  Figur  erbeilet,  be£iehuiig6Hei«e : 


Jf  —  tt 

c'osa 

«oa/9 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

negativ 

n^ativ 

oegativ ; 

glso  Ist  oseb  3^  effenbar  nllgemehi 

n)  eos /J — (4 — e)  cos  « 
negativ,  und  ioigiich  uacij  5)  wiederum: 

Nach  der  n-egen  des  Zeichens  von  P  oben  gegebenen  Bestim- 
mong  ist  also  in  völliger  Allgemeinheit: 

d)  .  .  .  .    P=  (a  ~ii)cos/J  —  (6  — v)cos«. 
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vator'  wolchtr  ITonii  di*»er  Aosdraek  de»  P«rp«iidikel«  für  alle 
mnt0re  ivettefto  DnterwielMMigen  vom  der  groeeten  WicbttgMt  iet. 

£.  4. 

In  der  Eheiie,  aef  irelclie  elcb  alle  oneere  folgeiideti  Belraeli- 
tofigen  belieben ,  nebmeii  vrir  einen  beliebigen  Punkt  O  an,  den 
«nr  der  Kflrze  «regen  den  Pol  nennen  H-ollen.  Ditrch  dienen  Panlit 
atn  Anfang  \ienken  vrtr  nne  sirei  beliebige  auf  einander  eenkrecbt 
etehende  Gerade  celcgt,  «eltbe  wir  die  :p*Axe  nnd  die  |f-Axe 
nennen  werden;  Jeder  dtener  beiden  CSeraden  «rird  wie  gewObn« 
lieb  ein  fioaltlter  ond  ein  negativer  Tbell  beigelegt.  Fhm  nehmen 
«Hr»  immer  in  der  Ebene»  aof  welche  eieb  alle  oneere  Betraeb» 
Inngen  betleben,  wae  fernerhin  nicht  mehr  beeondera  bemerfct 
werden  aoll,  drei  feste  gerade  Ltaien  an^  die  wir  die  Azen  nen* 
nen  werden;  die  erate,  sweite  nnd  dritte  dieeer  Axen  mSgen 
reepective  durch  die  In  Beaug  auf  die  ir-Aze  und  y-Aze  dorch 
die  Coordinaten  ai »  6i  ;  «t*  6^  bestimmten 'Punkte  geben; 

Jeder  dieser  drei  Azen  legen  wir,  wie'  Jeder  geraden  Linie  flbei^ 
hanpt,  zwei  Ricbtungen  bei,  die  wir  Tiir  jede  der  drei  Azen  deren 
ponitiTe  nnd  negative  Richtung  nennen  werden»  und  beseicbnen 
die  von  den  drei  poeitiven  Richtungen  mit  den  peaitlren  Thelleo 
der  j;*Aze  vnd  der  jr-Aze  eingeeebloaee'nen»  ISSS^  nicht  ttfierete^ 
genden  Winkel  durch      A>«  '^i*  A «       /'t*  P«i  dm»* 

ken  wir  uns  auf  die  drei  Azen  Perpendikel  gefällt,  welche  wir« 
0ilt  Rdcksicbt  auf  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Bestimmungen,  geborig  als  positiv  und  negativ  betrachten,  und 
respective  durch  So«  ^i*  ^e  bexeichnen,  wo  wir  dann  nach  {.3.  6) 
die  folgenden  gaoa  allgemein  gfll  Ilgen  Formeln  haben : 

I)  \SisaiCos/?| — 6iCosa|, 

'        SS  OxCOS/?,— ^COftff,. 

Fällen  «  ir  aber  von  einem  tianz  heliebif^en  Punkte  oiipefer  Fheno, 
debsen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  .r-Axe  und  ^/-Axe  durch 
jr,  y  bezeichnet  uerden  mögen,  M  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Pcrpi nilikel  mit  Rücksicht  auf  <lie  nach 
doii  vorhergehenden  Paragraplien  ihnen  znkommentU»n  Zeichen 
durch  Pu,pifP%\  80  Ist  nach  $.3.6)  in  völliger  Allgemeinheit: 

Sfi^  =  (eo— ir)eosA»—  (6©— y)coae^, 
=  (fl,  — jr)cos/3,— (6,  -3^)coscr|« 
|i^s(aa^jr)6oa^—  (^-*|f)cee«^ 
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indem  wir  jetzt  die  erste  und  zweite  Axe  etwas  nüher  inV 
Auge  fassen,  «oilen  wir  uii8  von  den»  Pnf  zwei  Gerade  und 
Z/|  atis^'ezoijeri  denlcen,  deren  Htchtun^f  ii  mit  den  positiven  f^Trh- 
tuTiu^'Fi  ficr  ersten  und  zweiten  Axe  übereinstimmen;  die  viirj  den 
Geraden  und  h<^  mit  dem  positiven  Theile  der  .r-Axe  ein- 
geKehlo.ssenen ,  von  dem  positiven  Tlieile  der  x-Axe  an  durch 
den  rechten  Winkel  (rjy)  bindurch  von  0  bis  ireznhften  Win- 

kel bezeichnen  wir  durch  (jpo  "«»d  fp,  ;  der  von  den  Geraden 
und  7^,  einfjeschlossene,  180"  nirht  liberfiteifjende  Witikcl ,  indem 
wir  diesen  VVinkei  al<  positiv  oder  negntiv  betrachten,  jerKulideni 
man  sieb,  um  von  der  Linie  an  durch  diesen  Winkel  hiutlurch 
zu  der  Linie  L|  zn  ^rlancren,  in  gleichem  oder  ungleichem  Ninne 
nait  der  Riebtunc  bewegen  n)U68,  welche  man  einschlagen  muss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  x*Axe  an  dnrrh  den  rechten 
VVinkei  {xy)  hinrlnreh  zu  dem  positiven  Theile  fler  ?/ -  Axe  zu  ge- 
langen, soll  mit  ln'ueksiiht  hierauf  durch  7%i  bezeichnet  und  Bao 
durch  die  Winkel  cp^  und  9^  ausgedrückt  werden. 

Die  VAU  der  jr-Aze  qnd  jf-Aze  ein|te«cbloaMnen  vier  reehten 
Winliel  «ollen.  In  gewSlinlicher  Folge  genommen,  der  ernte,  zweite, 
dritte,  vierte  rechte  Winkel  genannt  vrerden. 

Wenn  L^,  im  engten  rechten  W^inkel  liegt,  so  überzeugt  mau 
sieh  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  3.  auf  der  Stelle, 
daee  nur 

•toi  —  9i  ^9o» 

oder 

—  looi  =300»—  (Vi  — Vo)» 

oder 

—  lOoi  =  Vo — 9i  i 

also  nur 

«»Ol  =  Vi  ~"  9o  ^^^^  «'01  =  (94  "~9o}  —  360® 

■ein  kann. 

Wenn  h^<^  im  zweiten  rechten  Winkel  liegt,  so  lilierzenift  man 
sich  durci)  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  4.  aul  der  iStelle, 
daes  wiederum  nur 

••ei  —  Vi  ^9ot 

oder 

—  iqq,  a36Q^—  (<pi  —  9©) , 

oder 

— «^»Ve— Vi  » 
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also  nur 

fTQi  =  ip,  —  90  oder  »oi  =  C*)"! — 9'o)~360** 

»ein  kann. 

Wenn  L«  im  dritten  rechten  Winkel  liegt,  so  öberzeuf^t  man 
8icb  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  5.  auf  der  Stelle, 
dass  nur 

«'oi  =     — Vn* 

oder 

ico,  =  360<^ — (<jPo  —  9i ) » 

oder 
also  nur 

»Ol  =  <Pi  —  Vo  0 Je»"  *^oi  =  (Vi  —  Vo) + 3^ 

nein  kann. 

Wenn  Lq  im  vierten  rechten  Winkel  liegt,  so  fiberzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  6.  auf  der  Stelle, 
dass  wiederum  nur 

oder 

iro,=360«-(qPo-g>i), 

oder 

—  Woi  =<Po— Vi; 

also  nur 

»Ol  =  9i  —  «Po  oder  Woi  =  (Vi  —  9o)  +  360** 

sein  kann. 

Folglich  kann  nur 

»Ol  =Vi-^9o  oder  Woi  =  (g>i  —  9o)  T  3W> 
sein,  and  es  ist  folglich  ganz  allgemein: 

cos  tCQi  =  cos  ((pi  —  (po) ,   sin  Wqi  =  sin  (9,  —  g?©)  J 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 

costOoi  =  co8g)oCosg>i  +  sin  g^o  sin  91 , 
sintOoi  =  c^^9'o  sin^i — 81090^0691. 
Aus  Fig.  7.  erhellet  aber,  dass  immer 


4M       erunewt:  O0»  Snim  der  Orettinl§m»€imdkmlm 


oder 

oder 
oder 


aUo  oflfeobar  ganx  allgemein 

ooo9^s=co»flq>*  oiD^sscooAi; 
■od  eboD  00  gans  allgomeio: 

CO«      =  cos  OTi  ,     810  tpi  =  COS  /^i 

iot  Also  ist  Dach  dorn  Obigen  in  fälliger  AUgeneiiilioit : 

(  costCgj  —  cosagcosai  -f*  cos /?o  cot> , 
*  suii%i  sscoeo^cosA— cooA>CMO|, 

Haben  f^i«  und  tr^o  Bezug  auf  die  zureite  uod  dritte  Axe 
und  in  Bezug  auf  die  dritte  und  erste  Axe  ganz  Sfanliclie  ßedeu- 
tung  (vie  tTgi  in  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Axe;  so  ist  oacb  3): 

I  COO «0|t  =  €00  «I COO  «t  *f  COO  ßi  COO  ^ j 

'  *  *  C  ointoia  =rcoo«^  cos/S}— cos/?|COsas; 

uod 

I  cootp^=coeo^coooö  4*  coo^cosA>» 

^    '     '     '   '  OioC02O  =<^<**<%C0fl/9^  —  COS^^COSffo- 

Hieraoo  findet  man  leicht: 

cos  u>i%  cos  tOfQ  =    cos    cos  «1  cos  o,*  -f  cos  Oq  cos    cos  et^  cos  ^ 
•f  cos    cos  ^1  cos      -f  cos  ^0  cos    cos  O^COS  /2g» 

«in tOigsin  w^q = — cos  Oq  cos    cos  /32^  -|-  cos  Oq  cos  /3|  cos  cos 
«—  eoo  |Jo  cos  pi  cos  o^*  -|-  cos/3^  coc  «i  coo  o^coo 

und 

sin      cos  togp  =    COS    cos    cos    cos    —  cos  «0  cos  §1  cos 

— hcOB  ßg  CM  «gCOS     4  COO  AiCOO«!  comfi^, 

costo|gsiai0te= — cosc^cosoi  cosojicos^g— coso^cosA  cwß^ 
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also,  tveil 


ist: 


cos  a.^  ^  CO»  /?2*  ^ 


coi«  1^12^08      —  sintr|2  8inir2Q=     cosagcosa,  +  cos^o^os/Ji, 
8intri2Cos  »20  +  costri28in«?2o=  —  (coscoCos/Sj  —  cos/?©  cos  «j); 
folglich  nach  3): 

cos  tToi  —  cos  (tci2  +  «Jäg)  »   sin  Woi  =  —  »in  (tC|2  +  tcj»)- 
Daher  ist  überhaupt: 

ICO«  iToi  =  cos  (fc,  2  +  Wjo) . 
C0StÜj2  =  cos  (U72o -f  tCoi), 
COSITjo  =  cos  (»Ol  +  ttJi2) 

und  : 

Isi  n  fCoi  = — sin  (tui  2  +  Wjo) » 
si  n  u?|  2  =  —  sin  (1C20  +  )  > 
sihti72D~  —  sin(M?oi  +M'ia)- 

Weil 

co8(troi  +  tc,2  -f  «?2o)  =  co8  tro|C08(w,2+tr2o)  -sintPol  sin(tr,j4-tC2ü)» 
Min  (iDoi  +  «^12  +  «"20)  =     «'üi  CO«  (W12+W20)  +  cos  ioqi  8in(wi24-«<^o) 
itft;  so  ist  nach  6)  und  7): 

COS  {Wqx  +«'12  +  «^2ü)  =  cos  Wqx  +  Sin  ITüi*, 

tfin(t«oi  +  Wia  +  «'2ü)=®''"«^oi  rosMjQi  —  costToisintCoi ; 

also : 

.  cos  (tToi  +  ifia  +  tt'20)  =  l » 
®^   *   *   *    '     ^  sinCwüi  +  "'la  +  «^0)  =  0; 

welche  Formeln  »rie  die  früheren  ganz  allgemein  göltig  sind. 

Die  drei  Perpendikel  /Jq,  px,  p-i  sind  nicht  unabhängig  von 
einander,  sondern  es  findet  z\\it<chcn  denselben  eine  Gleichung 
Statt,  welche  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann.  Die 
drei  Gleichungen  2)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form : 

Po  ~  ("0 cos  ß^i  —  60  cos  »o) =y  cos  Oq  —  x  cos  ^o» 
Px  —  (»1  cos  ß\  —  A|  cos  0| )  =  y  cos  cf|  —  X  cos  /S|  , 
P2  —  (02  cos  j32 "~  ^1  cos     =y  cos  «2  —  ^  cos  ß^ ; 
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nach  1)  alio  auf  die  Form: 

Ijfo — öo  =^cosoo — xcoaß^, 
— S,  sjfcoatti — xcomßip 
p%'—  5t  =  y  cos  Ot — SttM  ; 

maltiplicirt  mao  diane  Gleicbangeo  nach  der  Reibe  mit 

sin  U>|s  =  cos  tf|  cos     —  cos  ßg  cos     ,  * 

8$D«^  =  eeeosceejS^'^ciNi^eoea^, 

sb      =  cos    eoe  A  —  cee  ^ 
and  addirt  eie  daon  le  einaader,  so  erhftit  mao  die  Gleiebimg: 

10) 

(Pto--öo)»i»«»is+(ft~öi)sin«to-|.(|^-c5,)suin^  —0 
oder: 

II) 

p^tSn  t9|«  -^pt  sin  «so  -fiiiain  Woi  ^  ISoSin  wg^  6|  sintote-f  »a*^» 

Sind  ,  pi' ,  p^'  iWe  einem  beliehii^eu  anderen  Punkte  ent- 
sprechenden Perpendikel,       ist  eben  so: 

1%'  eiaiB|t4|H'sMif%»4|ia'*i»«ta  »^•ii>«^is-t'<Sa  «Mt^te-t-^tfiBM^ ; 

aUo  durch  Subtraction: 

12) 

Wenn  man  aus  je  zweieo  der  Gleichuo({eii  II)  aaerat  ^,  dann 
X  eliminirt«  so  erh&U  jnan : 

idrsfnwot  =(Po  —  Wo)  cos  aj  —  (p,  —  Ui )  cos  Oo, 
;r  sio  tOi«  =  (pi  —  ü|)  cos  o^  —     —  üa)  cos  «t| , 
,  4rsiDti^=(l^— cSJcea«^— (l^^|»o)coaa^ 

und: 

^  jf sin icoi  =  (f»«—  öo) cos A  —      —  ^i)QOBß^,  . 
1*)  •  •  I  Jf«n«it«(ft— ®i)eoafii— (ji^-SJeeaft, 

^  y sin toto  =  (p^  —  öt)  cos  /?o  ~  (/^u <'*o)  t^o» 

Durcl)  je  zwei  der  GrBsaen  p^»  J9| ,  wird  also  die  Lige 
dee  Pnoktee  («y)  vollkonnaeD  beatimnit»  aber  oi^bar  «er  dano, 
weaa 
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siufooi^   6inif>|s,  siDtC|o 

ftMif  Tcrscbw Inden,  wenn  alao  die  drei  aogenmaiMieii  Äsen  sieb 
gggqaiei%  •ehneMu ,  wim  irir  dMoadi  in  Folg«nd6a  «tels 


Wir  wollen  jetzt  die  geometrisch«  Bedentaiig  der  in  Folge  der 
Gleielmiig  11)  cooeUuiteo  l^rtaie 

•afeacheD.  Za  dem  Ende  lieseicliiien  wir  die  DurcheehnHIi* 
panlcle  der  Uten  und  2ton,  md  Sfen,  3lio  md  ittes  äM 
iMpaetif  dncb  ^oi*  •^is»  4eo9  "»^  ^  FliebeiilBhalt  de« 
Ton  den  drei  Axeo  begrtoiteD  Dreiecks  A^Ä^A^  doreb  ^«  Jeder 
der  drei  Axen  wird  naeii  dem  Obigen  eine  positive  nnd  eine  ne- 
fßAw^  Bidbtitiig  beigelegt.  Die  drei  Mte«  ^4e* 
A^J^  dee  Drelecbe  <^oi^is^to  trollen  wir  als  poeitlr  oder  ]»• 
gellv  betreebten,  jeneciidoin  nie  von  den  I^ln1rtee  A^,  iltt»  •^e 
mmm  eicb  neeb  den  positiven  oder  »egetiven  Bfabtnngen  der  i»en, 
kl  4eBen  dieee  Seiten  llefseo,  bin  erstrecken,  esd  mit  Ricksiebt 
Um«f  respeetive  dereb  ii ,      *q  beseidirtien.  WcH  die  QrSese 

l^slnt^t  +  Ih  «fe«^  + 

conetarit  isL  so  wird  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  ver- 
>tattet  seio^  dieeieibe  aul  eiiieii  bei»tininiten  Punkt  zu  beziehen, 
v%u2u  v%ir  den  Punkt  Aq^  wählen  wollen,  für  welchen  po  =  0, 
Pi  =0,  und  alüo  der  Werth  der  obigen  (irnsse  ^^sinfr^i  ist, 
welehen  \Nir  daher  von  jetzt  an  nur  in  s  Auge  fassen  werden. 
Aus  der  s^ewifss  sogleich  durch  sich  selbst  verstSndlicben  Fig.  8., 
fvo  i%  negativ  uiid  positiv  ist,  erbellet  auf  der  ^Stelle,  dass  io, 
aUeB  F&Uen 

2ii  =  —  2^3= — iotisinwQi; 

Ist  Ana  der  eben  so  dorch  »ich  selbst  verstMndltehen  Fig.  0., 
wo  %  negativ  nsd  negativ  ist»  erbeilet  aof  der  Stelle,  dass  in 
FiUen 


Thail  XXXVJU. 
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M.  'Ilaiier  tail  gans  allgemafo; 

uod  daher,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

15)  •  .  Jss-^ 

•etseii,  mcli: 

und  natürlich  auch: 

17)  .  .  .  So^^n^ff  S^iA^ntOto-f  6«sini0M=s«^- 

Wenn  die  drei  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  bi 
für  diesen  gemeinschaftlicheo  DnrchscJiiiittopttokt  |j^=0,  pi=Ol 
^sO^  also: 

«od  folgüch,  da  akarbanpt  die  CiPfiaae 

ain  tO|s       sin -f-  jt^  sin  Voi 
«•nataot  ist»  gaw  allgeMiin: 

18)  .  •  .  Pb'iBioiA-l-piaiDiOte-i-liäaiatBif =0. 

Die  drei  Perpendikel  /^i,  betrachtet  man  als  eine  An 
neuer  Coordinaten  des  Punktes  (.?//),  und  hat  dieselben,  ueil  «ie 
.sich  auf  ein  System  dreier  sich  schneidender  Axen  heaü^en, 
Dreilinieo -  Coordinaten  genannt. 


Haapteidilicli  mOsaaD  wir  jatst  zeigen,  daaa  die  Gleicliaog 
einer  jeden  geraden  Linie  auf  die  Form 

1)  I^-^Mpx-k^Np^^^ 

gebracht  werden  IcaDD,  wo  X,  üf,  iV  constante  Gruaaen  be- 
zeichnen. 
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Iii  Bezug  auf  das  Coarifaafenaytem  der  .r^  Iml  iMklMÜM 
die  OJeichiiog  «iaer  jeden  gendee  Lioie  die  Forai : 

■ 

2)  A^'^Bst-i'C=^Q, 

Well  niiD  nach  j.  4. 9) 

1"^  f  ö# + jf  eoei%— 45«oe  jät» 
Pi  =  5i  4- jfcoaoi  —xtMßi, 

iet«  eo  wird  die  Gleftebe^  1)k1Mio  OMn  die«e  GröeeeD  to  die* 
•elbe  eieflibrC: 

-(lre#8/Jo  +  ^e0aft  +ifoe«p.t)u  }  =0, 


liod  Tergletelit  nwa  mi  dien  Qlekhaiift  mit  der  Gletchang  2),  so 
erbtit  »an  sitr  Beetimniufig  der  Grusaeo  L,  M,  N  die  drei  fol- 
^eadeo  Gleichungen: 

.  .  ■ 

L  cos  a^-^M  COM  ag-^-Heaka^ssAp' 

L  C08  Po  +  ^  cos  ß^  -f  N  cos    =  H, 

Mulüplicirt  mau  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 
SsCoeA— Gl  coe/S«»  «Siceeas-Sscoeoi,  eeea^eee/9^— eoe/^eoM^ 

und  addirt  aie  dauo  zu  eiuaoder»  ao  erhält  mau«  weil 

coe  (c5s  C09  h — ß%) 
-|- CO»  ^  (Qi  coa  (% — cot$  cc^ ) 
«f  (i^(cee%eee^-eoeA6eee^  * 

(5^  (cos  0|  cds^g^  coaft  C0S4%) 
-I-  9|  (eoe«^eoeA»^coe/9^eoe«ii») 

St  (cos    cos  ßi  —  COS    cos  ) 
SS    l»«attt«i^t  -f  «>i  aia      <f  f^Mia 

SS  il(ösC0s/3i  —  ü^e^sß^  -f  l^(c^  coa«% —  »ccoao^)  -|-  Cmütog^» 

Muitii>licirt  man  die  drei  obigen. Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
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Q0cos/3g— cÄ^eoa^j  ^co^oq— aocosog«  cos    co«      cos^  co« 
and  aMiit  sie  dano  lo  einander»  ao  ariiilt  maa,  weil 

-f  cea (3,  eea«^» — eaaa^ 

-|-  tt|  (cos     cos     — COS^^COS  fl^ 

SB  l9(coe«|Oaaf^^€aaAcMa^ 

+  ^1  (co«    cos    — cos  ß.i  cos  Of„) 
4- tt»  (coaoo  ciw/3|  — coa^OMOi) 
s   8^ain«||i-f  SialB«i9-f  iSaaia«^ 

lat: 

üf  (»iiaio«t|t  4*  <S|  ainM^  -f  öaaiaii^) 
SS  ^(Sioeo«/S^'»l5tCoa/3o)  4- ^(<39CO0c^--cSoCO8<%)-f  Cain 
MaMpKeirt  man  die  drai  obfgea  Ciaichaigan  aadi  dar  liaiiM  ^ 

S|C08/9o — ÖqCOS^I,    SqCOS«! — c5|COSao*  C08€I^C0S^|--C0<>pf)CO8C| 

nad  addirt  aie  dann  in  elnaadar,  aa  erhüt  nm»  weil 

4-eaa/ia(<^M%  — 9|0aai^) 

» 

+  Öa(cOSOoC08^1 — C08^C08a|) 

-|-  (^1  (cos  Os  COS  ßQ  —  cos  /?t  <<o) 
+     (cos    C08  /7|  —  coa  ^  cos  «i) 
SS  cSi(|A«it*f  OiaiafBte*fOtaia80^ 

iat: 

iV(üo8inir|2  +  (^i^tiitt«^  4~  c39sint<?|||) 
asil(cSicaaA»^SaeaaA)+£(f3»aaaak*-diaaai^  +  Caia«^. 

Also  ist: 

^  _il(5aC08^i  —  ö)i  cos|3,)  -f  g(5|Cosa:g — 5aCOStt|)  -f-  Csiuw^^ 

c5o8infri2-f  ^1  ^int^<2n  +  ^8iDfß(yi  * 
(ÖpCOfl^a  —  (T),^  cr»s  Po)  -f  Jg((3gcosao  — üpcostt^)  -f  Csioie^ 
o)0siiuri2  +  üisiDU^4-Üa8mfO^  * 
-»    ^^«icoafe«-  5oCoafe)4-^(5oCoaC|  —  S|Caaa^  -f  Caioa^>, 
^  IÄBalD«|«-|-9i«ittisiD-l-ISi«ia«VN  * 
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Mete  Wtmiekk  Mm,  wens  mir  mhtkt 
M»  «mii  dm  dte.  M  Asm  «Idi  aklrt  i»  Phnte  «dM- 


diM  (Jw  4.}»  Uk  L,  N  Immer  endliche  vOllig  beetfanmle  Werlfc«^ 
wenwB  abe  seglcAeh  erMlet«  daee  wir  Im  Foigeoden  reitnmH 
MtM  genitthist  «Ind,  dese  die  drei  Axen  eich  nlcbt  In  einem 
Pnnkle  eehneiden»  wie  ven  jetn  eo  geecheben  eeH 

Man  Jumn  die  AnndiMm  fdr  N  eneh  mif  Zeigende  Art 

4) 

„  ^  A — cog  /t^)  —  g  (ög cos  ci  —  to,  cos  -f  Cein  W|t 
^  «die^iiWie-i'ötainMi^'|-%eini0te 

^    J(8oC08|?^— 5tCos/?o)  — ^Jg(QoC08  0!^-~^aC08a[^)  -|-  C»\nw^ 

"""^  S«einfli|«  4251  ein  w^-HSielniiiM  * 

oder  auch  auf  folgende  Art: 

•) 

_     5t(Bcee<%  —  ^cosfe)  —  ütiBcoHaj  — ^Icoeft)  4  Cetotoig 
~~  iSoninwis'f  öiein«to-f  S^einw^i  ' 

@o(Beeee,     Jceeft)  —    (Jgeoeab  —  Attmßo)  »f  Celnwbi 

Sind  mit  hl  die  leahtwinhligan  Coordinalen  einee  heHebigen» 
In  der  gcgehennn  Genden  liegenden  Pnnktai«  nnd  benelehnen 

*x>  ßx  ^  1^  tt^l^^  llhentelgenden  Wbhel»  wette  die  eine  der 
beldoD  Rlcfatongen  dieaer  Geraden,  die  wir  wie  gewShnllch  Ihre 

positive  RichtuDS  nennen  wollen ,  mit  den  poaltlreo  TMIen  der 

x-Axe  und  der  i/ -  Akq  einschWeBst,  so  tat  nach  {.  3. 1)  die  Glei- 
dinng  der  Geraden; 

oder 

j^CMPa^^—orca»^;^  -f-  (o^coa^^— 6;^coaa^  =  0» 
und  jxiau  kann  alao  im  Obigen 


ff 
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seUeo.   M^o  ist« 

cos  oj — <4  cos  /5 j  =  cos  a^coaß^  —  cos    cos  aj^, 

BMeiehnen  wir  das  yon  d«m  Pol  auf  die  gegebene  Genbde 
geftlil»,  aaeb  den'frdber  gegebenen  BesÜnnongen  gehMg  nie 
poeitlr  oder  «le  negativ  betracbtete  Perpendikel  dorcb  c5;^;  ne  ist 
nach  {.  3.  6)s  j 

und  beieicbnen'  wir  die  von  der  positiven  Ricbteng  der  gegebe-  . 
n^eil  0eiaden  alt  den  pi^tiven  Rtebtnngen  der  drei  Ax«n  ti^ge-  ! 
eebloeeenen»  190^  aicbt  aberaleigenden  Wbibel,  indem  wir  diene 
Winkel  ala  positiv  oder  negativ  betraebten»  Jenaclideni  nun  akb, 
«Hl  Ten  den  positiven  RIcbtnngen  der  ilxen  en  durah  diene  Wfa^ 
kel  blndvrcb  au  der  positiven  Rlcbtong  der  gegebenen  Geraden  ta 
gelangen,  io  glelebem  oder  uogleiebem  Sinne  mit  der  Richtoog 
bewegen  mnee,  nach  welcher  man  aicb  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (j-y) 
hindurch  zu  dutn  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen, 
durch  u>f^,  w^j^f  Wc^i  so  ist  nach  {•4.3),  4),  5): 

sini%2  =  ees  o^eos  ßj^    eos  A>  eos  «;i  • 

sin       =  cos  %  cos  ßj^^  —  cos  p'j  cus  a^, 

sinnig  ^ces«j|eos  1^2        Altsos  «ji; 

also  nach  dem  Obigen: 

Soesi^  —  ileoa/S^  3sain«i^9 

Jteosn^  — Aeosßi:=stilnw^j^t 

BcoBo^  —  Jcoa^ft=:8iotiii^. 

Hlemaiob  hat  mnn  also  nach  fi)  filr  die  GrOssen  X,  Jf,  JBT  die 
folgenden  SMifcwtirdigen  Auadrieket 

/  ,     ö|  sin  U'i/,  —  (o^ iiin  wix  +  ö;. ^ir» 

öoSin  fO|«  -f  (^i  sin  lOjo  +  ^ssin  i^^i ' 
Sjisintpga — SpSin  to«;i  «Asintoao 
c3«»sinfe|f|'  ^1  ainwio  -|-  «Sssin«^ ' 

lOi^sinwi?.  —  6>i  sin  wo?.  +  roAsintToi  ^ 
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in  allgemeiner  analytischer  Entwickelung.  411 
oder  nach  §.  4.  17) : 

I  L  =  j  . 

i  J 

c5o8*>'><<'iA-— üi  8*10  ux)A  +  cSa  sin tToi 
N=  ■      j  ; 

WO  J  seine  aus  §.  4.  bekannte  Bedeutung  hat. 
Zv^ischen  den  Winkeln 

•     tcoA>   tDix,    wtx  und  wqi,    to^^y  to^ 

finden  gewisse  Relationen  Statt,  zu  denen  man  leicht  auf  folgende 
Art  gelangt.    Nach  §.4.  3),  4),  5)  ist  Dämlich: 

cos  troA  =  cos  Co  cos  ctx  -f  cos  /Sq  <^os  ßx » 
cos  tPiA  =  cos  «1  cos  CA  +  cos  ßi  cos  ßx , 
cos  M?2;.  =  cos    cos     -|  cos  ß^  cos  /Sa 

und,  Kie  wir  schon  vorher  bemerkten: 

sin  iroA  =  eos  «o  cos  /?A  —  cos  /?o  cos  ax , 
sintriA  =  C08O|  coaßx  —coaßi  cosaA, 
8intr2A=  coso^cos/Sa  —  cos /J^  cos  «a; 

also: 

cos  tooA  cos  iri A  =    cos  of^  cos  «i  cos  ca*  +  cos    cos  a,  cos  oA  cos  ßx 

4- cos/?ocosj3i  cos /3a*  +  cosa(,cos/3|  cosotacos/Sa» 

sin  u?oA  sin  wix  =    cos  Oq  cos  «i  cos  /3a*  —  cos  /3q  cos  a,  cosaA  cos  ßx 

+  OOS  ^0  cos  ßi  cos  «A*  —  cos  «0  cos  ßi  cos  OA  cos  ßx ; 

folglich  offenbar: 

cos  (fcoA  —  icix)  =  cos  Oq  cos  «i  +  cos  ßo  cos  /3|  , 

also : 

cos  (iroA  —  mx)  =  cos  tcoi ; 

ferner  ist : 

sin  woX  cos  triA  =     cos  Oq  cos    cos  oa  cos  ^a  —  cos  /3o  cos  «i  cos  ax* 

—  cos  ßfi  cos  /3|  cos  OA  cos  ßx  +  cos  «0  cos  ßi  cos  /3a*, 

cos  tcoA  sin  wiA  =    cos  Oy  cos  «i  cos  oa  cos  ßx  +  cos  /3(,  cos  Oj  cos  /3a* 
.  — cos /3o cos /3,  cos  OA  cos /3a  — cos  «0  cos /3i  cos  OA*; 


412       Gruuert:  Mm  SgßUm  der  DreiUtäen - Coorälmtm 

foigUcb  offenbar: 

tlnfMiü-~«il)aBCMi%oMA  «-«Mi/^eosfl^, 

also : 

Oalier  tot  fiberlMii|il: 

8)    \  cos(tnA— 4esA)a:Mf0i,,  «iii(«u--wiil)a:sla«it» 

wo  DMk  j.  4.  6),  7)  ein  jede»  dlcw  Jnl  Systeme  sweler  IMefi»* 
neu  eise  Folge  eoe  4eD  betden  aederee  Syetemee  let 

Wenn  man  die  Gröseen  M,  N  tAm  gegaheti  nnnimnit,  so 
kann  man  daraoe  die  librMeo  9a  nad  «bm#  mi*  mi  fiadee,  wie 
wir  jelil  leigea  wotfen. 

Nach  7)  haben  wir  die  tolgeoden  Ivieicbaogeo : 

LJ  --cSAeiiifC].^  ==  Ol  slnw— S|Bia«0U, 

JMJ  —  QAain  toao = c^ain  tooA — üosin  tcaA» 

—  GAeioiBioi  ^Si^aintnA — StaiewiiAt 

welche,  nach  der  Reihe  mit  »q,  üi,  »2  mukipücirt  und  dann  sa 
einander  addirtj  aogleiob  an  der  Gleichung 

£So  +  üfftSi  -f-  ÜTSi— cSa  — d 

üBhieB«  wenuw  alcb 

0)  ....  .     c5a  =X'Saf  illc»^ iVö| 

erglebl» 

Ferner  iat  nach  dem  Obigeo: 

ii  SS  licoae^  i|- ITcos «I  4  IVeoa  a^, 

B  =  Lcosß^  -t  JHcosfii  -f  iV  GOS  h 

und 

abo: 

coeaj^     Xcoa 0^4-  Alcoa <%  -^Ncobo^, 
wwwm  Mob  iMfo  Mdit: 
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in  altgemeiner  analgtischer  Entwickelung.  413 

cos  tooA  =  L  -f     cos  tcoi  +  ^ «'•20  » 
10)  .  .  .     I    C08iriA  =  i^C08U)oi  +  ^  +  ^«osic,,, 
co8t<rxA=  Lcosa?to  +  ^«^ot^Wii  + 


und : 

IsintroA  =  ^sinti7oi  —iV  sin  10,0, 
sin  triA  =  N  sin  tci«  —  L  sin  Wqi  , 
sin  tr2A  =  ^  «in  ^va  —  ^^^^  5 

also  auch: 

MsintTfli  —  iVsiniC2o_ 

taug  wox  =:27qfrj|  cos  ti>»o' 

1  iVsin  ti?i2  —  L  sin  Wqi 

1-2)      '    \  *«"ß«^>^=  r^tt,oi  +  iVcosw,,' 

L  sin  tt>ao  —  ^sinjtcj^  

=  Lcosiüw  +  ^Wco»«'!«  +  ^ 


f ; 


ergiebt. 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  einer  Geraden  suchen,  welche 
durch  zwei  gegebene  Punkte  geht. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  {poPi'Pt) 
lind  ipo'px'pi)*  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  durch 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  L.  M,  N  die  beiden  Glei- 
chungen : 

Lpo'  +  ^Pi'  +  Npt'  =  0, 
Lpo"^  J^Pi"-tNp2'  =  0; 

aus  denen  sich,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  die 
folgenden  Ausdrücke  ergeben : 

L  =  G{piW-p2Pi'')> 
M=G{p^Po'*-po'p%)^ 
N^Gipo'pi^-Pi'Po")'^ 

also  ist 

(pi'p%-P^'Pi"^Po  +  iPt'Po"-PoP%")Pi  +  (PoPi"  -  Pi'Po)P%  =  0 
die  gesuchte  Gleichung.  ^  *  * '-^ 


Wenn  wir  aoter  der  Voraussetzung,  dass  jetzt  L,  M,  N  drei 
Mtebige»  nicht  zugleich  verschwindende  constante  Grössen  be 
zeichoen,  die  Gronse  si<  }i  stcti«;  verändern  lassen,  und  lür  jeden 
Werth  von        die  (»ruty^eii  />,  und  beiUtiiuiueo,  dass  ilea 

beide»  Gleichungen  des  ersten  Grade«: 

geiifigt  wird;  90  erhalten  wir  oSmber  eine  stetige  Folge  voa 
Pdokten,  die  ie  einer  gewiesen  Cnrve  liegen  werden,  welche  wir 
nnn  nther  dieontlren  wellen. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  dieser  Curve  zwei  beliebige 
Punkte  iPo'Pi'Pt)  uihI  ip^'*P%'pm}  deren  Cooidinntee  ako 
den  Gleichungen 

l^'einflok«  +  ih'eintoto  +  p,'  sin  itüi  =  J\ 

p^^ttwi%  +  ih'^einto^  4-  If^'ein le^  J 

gcniis;eii,  tind  leee  durch  <lii'se  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie, 
welche  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

iPiP'i"  -  P^'Pi  '')Po  +  a'Po" -Pö'Pinpi  +  (poPi''~PiPo'')p%^^ 
wo  natttrilcb  imnier' 

iet,  cbarakterielrt  wM* 

Ist  nun  {Pai^\f\)  anderer  ganz  beliebiger  Punkt  in  unse- 
rer zu  diseutirenderi  obigen  Curve,  ist: 

PoSinwia  +  P|ein«2a  +  ^^sinwoi  ==«^; 
nnd  wir  beben  aleo  die  drei  folgenden  Ivleiebungen : 
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$m  uMftttudmr  mmiiHUd^  SntmtiltMäm§^  415 

MaH^BdifM  «tr  diew  M  CMthaigw  OMh  4er  RtÜM  samt  aiit 

Pi"P»-ft'Pi.  l^p»'-P,ih',  Pt'pt'-Pt'Pt'i 
immm  mit 

P%'P»-pt,'P%.  ^«JN'-i*.»'.  äW-ä'a'S 

endlich  mit 

und  addiren  sie  io  jedem  FaJle  zu  einander*  so  erbatteo  wir  die 
Mgopden  Gleiebasgeo: 

*  (pi>«''-KPi'')n+(Pi>o*-;^o>/)/'i  +  (PaPl'-pi'Po") 

=  0. 

also»  weil  ^  okbt  «tt^leicli  vemdiwindeD  t 

^/'t'/^'  /»i'')/^o  +  ip*'Po"-PoP^")i'iMPoth''-Pi  'Po"U\  =  a 
w*  Meb  dem  Obigen  aagleich 

iet. 

Vergleicbt  nui  M  dleee  GleidiviifM  J^t  im  oUp^eo  Glel- 
dMageii  flir  die  dnreb  die  Punlrte  (p^'pi'p%')  nnd  ipo'px'pj') 
g«l^to  geraile  Linie»  eo  ist  kbr«  das«  der  Punkt  (I^PiPf)  ^ 
dieeer  finden  Linie  liegt,  nnd  da* der  Pnniet  {P^PiP^  jeden 
Pnnkt  der  sn  diacafirenden  Giirve  reprlnenitirtrne  tat  diene  CnrVe» 
trelclie  ans  den  Gleiebnngen 

» 

f  Lpo  +  Mpi  +  iVp^=0, 

*  '  '    «  /^o8»o«ia +     "in      +        Woi  = 

eonatruirt  wird,  jederzeit  aelbat  eine  Gerade. 

Für  diene  Gerade  wollen  wir  nnn  die  GrOaaen,  welche  in 
f,C(.  fffr  die  dort  lietraebtete  Gerade  durch  L,  My  N  bezeichnet 
wurden,  jetzt  durch  £,  Itt,  K  bezeicboeo,  indem  wir  ührl^ens 
alle  dort  s^ebrauchtcn  Bezeichnungen  auch  hier  fiir  dio  dinch  dif> 
Gleichiin<;en  1)  charakterisrrte  Gerade  belhehaltfin.  Uaticr  haben 
wir  nucii  §.  a.  iür  dieae  Gi;raüe  auch  die  Gleichupgei^  • 
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416       Brunen:  0m  ifUm  ätr  iTi  tmUn  mwifihifii 

Au  deo  beiden  CMdboDgeo: 

folgt : 

(LM— i!f£)p,  =  (iVir  —  IM)p^, 

Weit  die  drei  Azen  aicb  nicht  in  ei n ein  Ponkte  schneiden  diir> 
fan,  80  können  Po»Pi>  sngleicb  vefedi winden ,  ond  da 

immer  eine  der  drei  Axen  netbwendig  ven  emerer  Uemdea  ge- 
eebnitten  trerden  mass,  so  wollen  wir  annebnun^  daes  dies  die 
eiste  Aze  eei.  Dann  können  wir  |Bios==0  setzen  und  erhallen  di^ 
her  eoe  den  drei  ebigen  Gleicbnogeo  die  beideb  felfteeden: 

nbe>  ««0»  de  pfCsO  geeelit  irerden  leC,  pi  end  ji^  nMl  le* 
gleicb  ▼encfawinden  ktoiieii: 

und  folglich  nach  dem  Obigen  lür  jedes  pQ : 

also,  ivcH  j\)  nicht  allgemein  veraoh windet«  da  die  erete  Axe  vse 
der  Geraden  gescboitteo  wird: 

ee  deee  wir  eieo  die  drei  folgenden  Gleichungen  beben: 

Da  eine  der  drei  Gr&eeen  M,  N  jedenfeile  eiebt  vemcbitln- 
det»  ee  weilen  wir  etwa  ennebmen,  deee  diee  die  Gfleee  L  eei,  eed 

setzen;  dann  ist  wegen  der  obigen  Gleichungen: 

also,  weil  L  nicht  verscbwindet: 
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im   mmmiBiiMktt  AdlPfeAfftMt.  417 

^BVV^pwOTMIWSW     W^nW^^WWWV     ^VB^WWVB^WW^^v  ^^|^  p 

III— GITsO,  HsO; 

SO  fi«s8  wir  aiao  die  drei  faigeoden  GieicbuDgen  haben: 

fss^x,  m-GM,  n^GJf. 

Nacb  {.5. 10),  11)  ist  dqd: 

eo8ifiji=JCcM«ßoi  -h)n-|-]leo««i«» 

slft  ml  s  )l  wo  «IS Mof^ , 

ml«o  nMb  dM  Vorbergebettte: 

eee«iil »  €r(L  +  Jfeoewoi  -f  Ne99W2o)  - 

aii4: 

sinwm  SS  Cr  (/Veiota^i  — i^emtg^» 

ein iosji G  {L sin  tp^  — ^sin  tO|t)> 

Weil  Buu  offenbar 

(LirMcoBw^    iVcoaic^^  -f  (^sioto^— /Vsinip^* 
«X^  +  if«+iV«+ai/Jfco8iroi  +2iiriVco8(wao+iOoi)+2M.co8w?jo 

C08  fcoA*  +  sin  oJoA*  ä  1 

iat;  so  ist  offenbar: 

?> 

und  loi^lich  nach  dem  Obigen: 
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418        (IruHert:  ffa$  Stitm  ätr  9reHMm-CMrdtiiaten 

*) 

m 

cos  «oiÄ  =  J:    


und :  ' 

5) 

■in  1001  s  ±  V^HMI  '^^^+2iiWco8w^i4^iMAc 

  />  sin  te^Q  — M  sin  «^g  

«...  ^  «•»6«'u=jt^^^  ,|r^^^^. 

 L«in  «jjo  —  iüf  sin  «*,  2 

Nach    6.  9)  Isf : 

also  nach  dem  Vorli  ergebenden  s 

»ASS  GiLÜQ  4*  ^c^i  -f  i^^» 

und  tolglicfa  nach  3): 

D 


Das  Erscheinen  der  doppelfen  Vorzeichen  in  aücn  diesen 
Formeln  iiegt  ganz  in  der  ISatur  der  6achc,  weil  je<ie  iier  l»eiden 
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19  aUgemetner  anaipiiscAir  Enimickeiung.  4J9 

Richtungen  unserer  Geraden  als  die  positWe  Riebtang  derselben 

aiigesebeii  werden  kann. 

Wir  bMuerken  aneh  nocb,  daM  naeh  j.  5.,  wenn  ax  and  ßi 
die  ron  einer  der  befden  Richtongen  uneerer  Geraden  mit  den 
penitWen  Tbeileft  4er  e-Ase  muä  g'Am  degeiMeeeenen,  180^ 
nkhl  tterateigenden  Winkel  beaeiebnen, 

t9Bax^A  =:£cos«^  -hjOlcoa«!  -f  Itcoa«^, 

■ 

ilee  nach  dem  Obigen: 

CosaA=  6r(Xcosoo  ~|-  J^COBUi  iVcosoi), 

le^iicb  nacb  3): 

8) 

L  cos  «0  +  Mco^  fir,  -f  A  cos  «2 


CeS«3L=4: 


V  i.HillHiVH2Lif  €ee«ci»i4^iliVooe«it4-äLari»«eeiflto 

 ^    »  X  cos     -f  Mens  /S|  +  iV  co8/?g  ' 

V  Iß^MH^H^M  co«^^Wco«  ^g+MXiS^ 


Von  jetzt  an  sollen  im  Folgende»,  i»fe  biet,  eMe  Symbiiie 
wie  L,  Mj  N\  L' ,  ,  N'\  n.  e*  w.  imroer  drei  ganz  beliebige» 
aiebt  logleieb  Terachwindende  constante  Gr^eeen  beseicbnen. 


(.  8. 

Vm  die  Bedfaigung  der  Parallelität  der  beiden  dnreb  die 
Gleieliangen 

cbanikteriairfeo  Geraden  an  finden  •  beseiebne  nan  deren  Oleicliiiii- 
gen  Im  Syaten  der      respective  dareb 

tlaun  ist  bekanntlich  die  Bedingans^  der  Parallelität: 

■ad  telglicfa«  weil  nacb  §,  5. 
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il*  s  Ir' CO«    -f  ^  eM  «I -l-iV  OM  <%• 

welobe  OMslHiiig  nan  Msht  avf  di«  folgettde  Farn  M^: 

(xV JL'  —         (coö  cr^  cos    —  coä  ^  cos  ä^)  J 
Abo  Ut  DMb  dwi  ato  |.  4  bcfauinten  FotimIii 

die  gesuchte  BedliiguDgsgMobMg. 

f  9. 

Et  Mi  (poPipt!)  «io  gegebener  PnM^  dnteli  wehhee  ein 
wtt  der  dereii  die  GUMeog 

charakterisirten  Gerades  parallele  Gerade  gelebt  werden  mW, 
Beaeidioeii  wir  die  Gleleiiaiig  dieeer  geenehten  Gereden  dereh 

eo  beben  wir  rar  Beefinnniuig  von  L'p  ilP«  /f  oieniier  die  bei- 
den Gleiehnngeo  • 

(£jr-jr£o«ta«M+(itfA'— jnr)«b«,,+(i\ri,'-i,iVOaiii«te«=* 


(^Äiu«c^  — iV  sin  Wxq)V 

ninmis  -  X  sin  ttioi)  ü 
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Also  ist,  weiin  G*  einen  gewiMen  Factor  bezeichnet  i 
L*  =  G'\  piiL  8in  10^»  ilf  einir,s)  — 1%'  {Nmwi%    ^  ^i"       )  * 

=  Cr'(|9^'  (iV  sin  tcjt  —  Z-  sin  lUoi) — '  (^»in  «01 — A  sin  t«^) ) ; 
oder: 

L'  =:G'{L  {pj  fiiMis-|-|»] '  «nto^  -l-;?,'  sin  itoi  ) 

jr=:  (?'  I  ^(/>o'  *in  «Jia +Pi '  »in  icjo  +  />o'  sif  1  «roi ) 

-  (Lpo'  +       '  +  iVp,')  sin  IT«»  l. 

=  C I  iV(po'     «'1 « + /»i '     »20  +  f^a'  -^in  ) 

—  (L;»o'  +  ^^P\ '  +  ^>2')  «in  «^oi  \  J 

oder: 

ond  die  gesochte  Gleichung  i«t  folglich : 

+  tiir/-(I^H»'  +  ilf|»i'+AW)einfe4c»»/'i  [=0, 

oder,  «reil  anch 

PQ»\nu>i^  4- /i|  siniCfo  +  Pisintooi 

iet : 

Lpo-^Mpii^JSpt- {LpJ  ^Mp,'^NpJ)  =  Q, 

oder: 

5.  10. 

Um  den  Darchgchniftopunkt  der  beiden  durch  die  Glelchttngefet 

Lpo-IMpi^^Pt-0,  Vpo-^iU'pi+JV'j^z^O 

charaicterisirten  Geraden  zu  finden,  wollen  wir  diesen  DorchschnitU- 
punkt  durch  ip(tptp%)  heselchnen;  dann  haben  wir  zur 
mnng  der  Coordinaten  Po»  Pt^  Pt  folgenden  Gh 

Theil  XXXVm. 


wo  bekMotiidb 

/ SS  S^sin«!« ö|  sin«0te  -f-  0« ^"«^bi 

iM.  Aus  den  Ix  iden  erj<teii  (jleicbuogeii  Tuigt,  wenn  C  eiueu  ge- 
wisseo  Factor  bez«iciiuet: 

alflo»  weDo  man  die««  Am^tMe  In  die  dritte  Gleiehaog  eipttrl: 

und  iuiglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

_     

♦ 

Wenn  d«r  gemeioAcbAfdicbe  Nenner  vewcbiriiidel  und  mcIi 
also  die  beiden  gegebenen  Geraden  einander  parallel  ain4 

•0  Ütfiren  die  vorbergebeaden  Anedrficbe  auf  daa  Symbol  de« 

üoendlieben» 


II. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  Etitfernun^  £  der  beiden  ue* 
gebenen  Funkte  {j^P\P\)  und  ip^t" Pi" P%)  von  einander  be- 
stimmen. 

Bezeicbnen  wir  in  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinate« 
dieser  beiden Pnalite  dorcb  ar^     and  x" ^  ff ,  bekamnilkfc: 

jö^'  =  («o  —  ^0  CO«  ßo  —  (6o — y')  CO«»  «0  , 
|i|'=(a|— Ocoa^K^i^  -3r'}eoe%, 
(cj  -  X*)  C08/5,— (A,— cea% 

nnd 
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in  allgemeiner  aaalfftisc&er  Entwickeiung.  42^ 

Po"  =  (fl^— *^o08/Srt— (Äo— y'')co8ao, 
I,, «  =  (aj  -     CO«    — (61 — y^)  eo»  Ol , 

?»i"  =  (a^''-^')co8i5i  -  (y^-y)  cü«ö4, 

iid  folglicb: 

iPiy'-Po")* 

Mahiplicirt  man  dleae  GleichiiDgeD  naeh  der  Reihe  mit: 
ceeotCMct^Ccosoi  co6/?2— '<^08/?|  cosos)  seee«|eoea^8iiitoisi 

€oe«%eeeff|(coaii^cesA— vofl/S^eoeai)  s  eo8«^coect|elptp^ 
■nd  addirt  eie  daan  aa  efaiaadar»  ao  effaftlt  oiaa: 

-i-  (pt — |%^)*eoBfl^€oaaiain4C^ 

I     coa^'coaoicoaa^eintri,  j 

'  -|*coa/S|i*€08<%eoaaiaioifl^  ) 

Ihilliptidrt  man  danegea  die  drei  Mgw  Oleleliaageii  nadb  der 
iUlfceiDlt: 

oia /9t  fleaMM*%  ^  Ai*~^<Mi  A  eeao^seea  A  ooa/SfeaiaiPiB» 

cos     cos    (coij  ttj  C08  ^0  ~~  cos    COS  Oo) = €08    COS  /?o  sin  »so, 
eosfceoa/^  (cea«^^  A  — 'coa^0coa«|)s=:€oa^ocoa  A'ioti'oi 

SB* 
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UDd  addirt  «ie  dann  sn  «iDasder,  so  erhllt  man: 

+  f«)*  cos  j3oCO8^|Mnw0, 

I  ma^'ooaAcosjSIgBinfPif 

Mir  ieiebt  erhellet  aber,  data 

cos  ß^eoB  «1  coa    (coa  «i  coa    *  eoa    e^«  «i) 
•f  eea /Si*coa  c%eea    (cos    C08 /9o  —  CM  ^  eea  «^) 
•f  cos cos  oq  coa  «1  (cos  0^  cos /}| coa    coa  Ol) 
=s   eaaa^^ceeftcoa/lBCeoaaiCoalSt*— MAcaao^) 

+  cos  Cj  2  €OS      COS      (cos      COS  jS©  —  cos  ^  cos  11^ 

4- caaaB*coaA»eaaA(coe%eeaA  — ceaAiCoa«,)» 


also  auch,  nenn  luaii  diese  beiden  gleichen  Grössen  durch  & 
bezeichnet : 

1$=    cosfi^*cos^|COs/3f  sini0|^ 
•I- eoa  e^^caa  Atcea /aioaiofii^ 
eoai%*  eoa /So  coa  ßi  ain  wqi 

=    cos      cos  «1  cos  «2  sin  tr,  ^ 

-f  COS^i'cOSAgCOSfi^sjuWgg 

-I-  coa^'coaa^eoaaj  aiat^n 

ist,  und  dass  mau  daher  uacii  dem  Obigen  setzen  icano: 

+  iP\ '  '^Pi  ")*C08  Oj  cos    sin  ir^o 
+  {pt  '^p%')^co6 «0 cos a| sia to^ , 

■l' (Pi '  — J»i     «0«    cos  iSo  si  n  oj^ 
+       — /it'')*co8/JoCos^  sinto^ ; 

alao  offoDbar  dvrdi  AddHIon: 

+  (ft'— coa  «ta 

oder 
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Nm  Ist  aber 

I 

•f  cos  «{^(css        SOS OOS    sin  to«) 
•I*  eo«     (cos  ti^t — cos  o^cos  ff|)  sin 
sseossii^^sio  «B^^rost^is  4-  cos  «4^*8*111  to^  cos  toto-f  coso^^sin  icoi  cos  u^^ 
^coss^cossi  cosas|(cosa^siDa0|s4cos«r|  sbn^-f  cos^sfam^i)« 

18s  css|S^*(costP|t-*€osfl|SosMsla«|« 

+  cos  /Jj*  (cos  —  cos  cos  ßo)  sin  «7^ 
-f  cos/lt*(oos«te  ^cos/9iooss  A)sIb«i^i 

=3  cos  §^  sia  iPisCos  tO|  t + cos  ft'sio  10^  costute^f-cos  j9^*sto  t%|  cosn^i 
«cos ßo cos  /?2  (cos ^0 sin  tC| ^  f  cos /?|  sin  1«^  f  cos  /J^ sint^oi ) ; 

ilsOt  wsil 

cos  «o  sin  Wi%  -f  cos  cti  sin  -f  cos 02  sin  =: 0» 
cos^sio  W|t  -f  cos    slo  teim  -f  cos /Sg  sin  m^i  s  0 

ist: 

2i$ = cos  fl^*sin  2i0|«    cos  «|*sin       -I-  cos  o^*  sio  2i0^ , 

2;$==  cos^u^sin9iP,2  i  cosA VD2lßso  4-  cos  j3a*sin2ifM ; 
■sd  folglich  dorch  Addition: 

46  —  sin2troi  -f  sip2w|g  4*  sin'ito^. 
ibo  Ist  ssob  ds«  Obigen« 

sin  ^»411    sin  S»!«   si  0  2tf%Q 

Für  jede  drei  Winicel  jt,  ^,  2  ist  beftanollich : 

sin;r  f  siny  ^sins 

=  siii(a:  +  y  +  J)  +  *8int(jr  |-^)siiii(y  f  i)sinl(z  \  a:), 

•las: 

sinStf^  -f-slDSis,«  f  sloSie^ 

-mm%{w^{Wi%\w^)  |-4»io(tCoi  f tct») sio (fSiftivio) sin (tc«> l^ti^oi); 
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426       Bruner t: .  Itaf  S$$Um  der  BreUMim»C»9räiimtm 
«ber 

Qod  folglldi  naob  }.  4.  8): 
also: 

■tu  2ft0^  4-  sin  ^i^it  H-  s»2ioao 

=  48111  (tOgii  -f- tffj^sin (ti;,2  +  «Cso) ^i^^  *Cm)> 

■ 

and  daher  naeb     4. 7) : 

Folglich  tot  naeh  dem  Ohigan: 

2  ain  to^  «in  aiBtnm 

oder: 

(    ainiQpisintcte        siDu;^2^^"^i        smcc^aiBisif  ( 

Denke«  wir  ooa  um  den  Pol,  der  natfirlSch  jeder  beMige 
Puofct  a^  kana»  mit  dem  Halbmeaaer  r  einen  Rreis  beichrie 
ben,  so  tot  die  6leiehoB{(  diese«  Rreiaea: 

g  ,  (Po  — go)*coaiO|,    (pi  -«,)geoati^    (p^  -  5t)*coai%  _  ^ 
ein  10^1  ain  10^        siot0|tainiPte  eiotp^ciniai« 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  die  Pnnkte  (p9PiP%) 
und  (PqP\"p^)  niit  einander  verbindenden  Geraden  aelen  p^y  pit  Pt 
Um  dieae  Coordinaten  za  finden,  wollen  %vir  rüc  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  (Po'Pi'PaO  iPo" Pi" Pz")  dareha',^ 
und  a^,  ff*  lieaeicbnen.  Dann  iat  nacb'j*  4,  13),  14): 


^ainfB^s=(|^'- 

-«»«i)coaax«^(pi'' 

-ö|)coa«^t 

«'ein  «7|s  =  (pi' 

—  (i)|)C08CK2< 

-(Pt'« 

— 'SB)ceae^, 

4;'aintete=(pg' 

—  C3t)C080Q- 

-(Pö' 

—  c5Q}coai%; 

8ii»u?oi  =(/^' 

-(Pi' 

—  öl)  cos  ^0' 

y'aini9|ts=(pi^ 

— i)i)coe/3^ 

-(Pa' 

-5a)eeaA, 

yatetrt«^=(pa' 

— £5^  cos 

-(Pb'- 

-Öo)c08/S» 

Digitized  by  Google 


.  lü  mM^imiiner  wuUutischer  EtUwickelung.  427 

ond: 

x"»mwt%  =(|9|''  —  c9|)eo8a^~(|iig"— cSt)co9ii|, 

^"«into^,  =(;>o"— S„)co8/3|  — (pi"  — ö,)cos/5o, 
jT  »In  «it = (Pi"—  ö|)co«  /S»  -  (i»^"— iäü  CO»  A , 

illo  dnrcb  Acldilion: 

4(3r'+i(")«'intro,  ={4(po'+;>o       Öojcosft  -U(Pi'+Pi")-Sil©ii»A„ 

Weil  nun  lieUarmtlich  ^  (./• ' -|- x") »  «(y'  +  y")  ^'^  rechtwinkligen 
Coar<iiiiaten  de«  Punkte«  (paPifJ^)  ^'"d,  so  ist  nach      4.  9): 

1^  ^  Co         -FaTO  coeoi,  ^      +  2r«0  ciw  Ai, 

Pi  -  «I  =       +  i/")  c«»  «1  —       +  ar")  cos  , 

lolgUcb  nach  dem  Voriiergehendeu: 

+  l  Ö4  —  i(    '  +  />! ") }  (cos  «g  C08    —  cos  /Sa  cos  Oq), 

+  l     —  4(;;a'  +  Pa")  I  (cos    cos     —  cos  ft,  cos  «i), 

(^-OiMxvfltoi  =    i  ö|  *  üpi'  -k-  pi'*)  1  (eo8  <^  CO«  A — eos/^^CM  0^) 

+ 1  So— Kpo'  +  PtH  \  fco»«,  coo/J,  -  cos  ft  cos  oj) : 

ilto: 

(ä- ö<|)  »in  tc„ = I  öl— 4(Pi'+Pt")J  «»»«'Ol  + 1  öj  — 'Ol  s»n«»io, 
(/^i— öj )  sin  toio=)  5o— i(Po'+Po")  J  sill»it+ 1  »t— i(;i,'+/>,")t»HHi\a, 
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und  hietao«  offeabar: 
oder 

(  +(|io''«iiiiPit+ft''«iiti^W»«*«^>^ 

J(pQ*8\üWi^  ipismW^^p^'6IMWo^)  i 

fo^icb  offenbar: 

Durch  olae  gM»  oinCiche  geomatriaciie  fietracbtoDf  fibcmengt 
man  «Ich  aogleicli  fon  der  Richtigkalt  dfeaer  AaadrOcfca;  aa  haai 
abar  hier  daranf  ao»  diaaelban  ganz  allgemein  analylladi  ra  he- 
vrelaent  wie  alle  Formeln,  auf  die  aaa  diene  Unteranchamtea 
Ähren  werden. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Betttimmung  der  ?on  deo  beiden 
durch  die  Gleicbuugen 

charaklertairten  Geraden  eiDge6cblofi«eaen  Wioliel  liber. 

Beaeicbnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Riehtungeti  einer  jeden  dieser  beiden  €era* 
den  mit  den  positiven  Thailen  der  j;-Axe  und  jf-Axe  einaeblies* 
aet,  respective  durch  «p,  ^  und  9',  so  ist  nech  {.  7.  d)  na» 
tflrilch  ohne  Beslebung  der  oberen  und  nnterea  Zeichen  in  den 
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Formeln  fflr  eos^,  cosifr  qmI  cos  9',  cos^S  woki  Ab«r  mit  Be- 

zielumu  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den  Formelji  Ittr 

co<«(p,  cos  Ii/  und  eben  iit  d^n  Formeln  iür  cosg»',  cosi/;'  auf 
einander: 

««»g>=i:r>   


V  LHJ/HiV*+2I/ilfco«irot+2iüAi;o6ir,a+iiVLco«tt^ 
and : 


coä^' 

1/  cois  ft,  +  üf '  cos  ft  +  iV'  cos  |5a 


'cos  ITjii  4-2ill 'A'COS  M?i|{+2  A'L'COStCjo 

CO«  9  cos  9'  4'  cos  ^  COä  V^' 

i  {Leas «„-f AI cog «i -|-iVcosiK2) ( eoscro'l'^'<^<>«<'i-l'iVcM«tt) k 

^  i-t-(/^co8ß.rt  ;>/cos;i,^-iVcog|3a)(Aycosi3,4-,y%  o8,^,+iVVos^.^)i  ^ 
^  (LH  .»/^  rxVH2/7iWco««\»i+2/ffiVcwi«j^4^ALco«ie^ 

X(L'Hif'N'iV'H9X'ir'co«fBioi4-2ir'iV'cosieivfS!/r'£'co«^ 


Bezeicbneo  wir  nun  die  von  den  beiden  gegebenen  Geraden 
eh^evchlosffenen ,  ISO'^  nicht  fibersteigeodea  Wiikel  1«  Allgfmal* 
«c»  durch  Wf  so  ist  beitaontlich : 

coa  IF=  ^  (eos^coag»'  -f-  eoa^coa^» 

ai#o  nach  dem  Vorhergeb^odeD : 

W 


I  (C  eos  «ii-f cos «1  -f J¥co8  4%) (L'cos «o-f itf'costti 4/^ 'cosfl%)| 
(i/css  ßt(\-Metm   4-iyeosftKI^'eoaA>-l'^ti*coa<»i4  ly^cosfe)^ 

^  XCX'Hif^+iV'^+iL'Jtf  COSlToi  i2if'iV'C08ICi»+2iVi.'CO«IC^) 

Leicht  crgiebt  sich  aber^  dass 
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4SM)        Gruneri:   Das  System  der  üreiimien- tourdumien 


(L cos Oq  +  ;V  cos  a,  ^  iVcos*  ii^)  ( />'  cos     +  iW  cos  ß,  -f  iV'  ctis  ct^) 

H-  (iVL'  -I-  tI>i'){cQ9a^coBaQ  f  co» ^co«/3^ 

-I-  (Lüf'  +  illLOcosiroi  +(iif/V'  +  /VJiOca••Dl,+(iVL'^-L^^OcaslCtt 
ist;  ai«o  tot: 

cot»  H 

woraus  sich  auch  zugleich  ergieht,  dass 

» 

•f  (LM'  -l-ML')co8Wn  +  (itfiV'  4^  iVür)  cos  tO|,  f  (i^L'  f  LA^>  cos  la» 

=  0 

die  ßeditigung8i^leichuDg  der  l^erpettdicuiariiat  der  heideu  darcli 
die  Gtokbuiigso : 

charakterbirtoR  GeradM  tot.  Man  kann  4ieM  Gisicfcnng  aacb  aaf 
folgend«  Art  ansdrilcken: 

+  (LCO8«?20  +  ^I/C0810|j  +  A)iV'  ) 

$.  14. 

Wir  «neben  jetst  die  Gleich uiii;  der  Geraden,  welche  dnreh 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  auf  einer  ge^^ebenen  l«eraden 
senkrecht  steht,  nnd  beatimmen  xngleicb  die  Entfernung  des  gege> 
benen  Punkts  ven  der  gegebenen  Uernden. 


I 
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Der  gegebene  Punkt  sei  (po'Pi'Pt)*  die  Gleichung  der  gege 
lienen  Geraden  sei 

und  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sei 

L'po^Jfl'Pii^JS'pt  =  0: 

so  haben  v%ir,  weil  der  gegebene  Punkt  in  der  gesuchten  Gera- 
den liegen  soll,  und  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickel- 
ten ßedingungtigleichung  der  Perpendicularität  zweier  Geraden, 
zur  Bestimmung  von  L' ,  M' y  IS'  die  folgenden  Gleichungen: 

p^'L'  -vp^^m'  ^  pt'JS'  =  o, 

(L+ J7cOS«7oi  +  iVcOSttJjo)^'  ^ 

-|- (Lcoe  1^01  + >*/  +  iV cos «5,2)  iW  >=:0; 
+  (Lco8tr4o+-^<'osto,,  +  iV)iV'  j 

aus  denen  sieb,  wenn  G'  einen  get^issen  Factor  bezeichnet,  sogleich  : 

l>  —      j      Pi'iLcostc^  +  /V/costf,,  +  N)  1 
'  — P^'{Lco»Wqx  +  if/  +  iVc08U>i^  1 

i  — po'(^co8ti>^ -f  Mcüswia  +  iV)  ' 

1S'  =  G'\      /'o'C^costCoi  +         iVcoswi»)  j 
r  — Pi{Lt  +  AfcostCoi  +  iVcostrjo)  ' 

ergiebt,  wo  es  aber  offenbar  genügt, 

L'  =pi'(LcostCfß  +  iW  cosii:,^-f  iV)— ;92'(Lcostroi  +^-fiV  cos  «?,,), 
M'—p<i{L  +  3/costCyi  +iVco8tr2o)  — />o'(^<^"s«'2ü  +  ^costTjj-f /V), 
N'  =po' (LcoBWoi  -f  A'costTia)— +  Mcostom -f  iVcostc^o) 
7.U  setzen. 

Hieraus  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 
=  pt'{L*  +  ^«  +  ;V«  +  2/.ilf  cosfüü,  +  2^7iVco»j 

-  (Lpo'  +      '  +  ^;?«0  (I* cos  tr,o  +  Ä< 

AfJS'  -  ISM' 


-{Lp^'-k-  Mp^'  ■{■JSp^'){L 
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Ni/  -  LN' 

also,  Heil  bekaoutitch 

(Lilf'- Jfl.0Mntib,4(Jf/^'-^ilf')sinii>i,^(/iri;«^ 

=        +      +  iV*  +  2Lilf  CO»  »Ol  +        C08  IT,»  +  2yLcmiC9i 

+  (L  cos      +  iW + C08  IT,    sili  to^o  I 
•f  {L  CO«      -f  Jf  coa  iP|« 

r        l[8iDW,,  +  «D(||^+l.,„)]  j 

'(£r/V-F/V/irfA>iiO|  +Ä[»iiifi»»+«iii(iBbi+tOit)]  |> 
aod  folglich  Dach  $.4.  7): 

Bezeichnen  »vir  nun  den  I  nsspunkt  <!f»s  von  dem  gegebeiifn 
Punkte  ipoPxP'i)  aui  die  i'e^eljene  (»era«ii»  «elallten  Perpendi- 
kel« durch  ipoPiPn^»  so  Ut  hicroach  uod  nach  §,  10.  offenbar: 

^^'^  "  L«+il#HA*  +  2I'^cosiroi+2ifiVco6«;,,+2iVLco8ir» 

P%—P^'—  j^Ji  i^js^  ^        cos  ti^  42iÜiY  CO«  iet^2A  L  eo««)^* 

BeteldlBen  w^ir  das  ▼cndein  Puakta  {p^' PiP^)  aof  die  gege- 
bene Gerade  gefällte  Perpendikel  durch  P,  ao  iat  nach  {.  II.: 

_  I  (Po-Pe  ,  (yi— PiO*^o«Pio ,  (J«a— M'co8ti»o,  J 

f   sin  10(11  ein        '   sintoitsinv^t        sintp^sinwia  l 

Föhrt  man  in  diesen  Ausdruck  au«  den  vorhergehenden  Formela 
die  Weribe  von 
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In  Miffmimr  mmiiffitek§r  EmMikihmp,  4SS 

«>iii,  Ro  ist  in  (lern  (ireitlieilieeii  Factor  des  dadurch  sieb  erge 
benden  Ausdruck«  der  Factor  too 

cos  fr,«  COSWot^COStP^o    ,  COSI0K|*COStl>oi 


Hin  Wqi  siij  W2fi      i>in  toi^  sin  w^i        sin      sin  ti7|\ 

^  slmPta  cos  tp|a  +  cos  iPpi  cos     sin  («^  -l-  ) 
sin  iCbt  m  iS|  ^  sin  tp^ 

^  siofC|2(co8 f >'i o  —  cos yrpi  cos tOgp) 
~         sin  41^1  CID  sin 

StPtl?|gtC08(tr2o4tt?oj)-COgmi|COSfC3ol_  ^ 

sintCQi  sinwissinto^  ' 

■nd  der  Factor  too  UM  ist: 

costfl^i  cosfPn     oosiTot  cos  tPto  costPo|CQg<PiaCOStPaft 
sinw^sints^     sin  fsm  sin  «0^1  '  slntctestofcit 

slo  Wi%  cos  tpit^-sin  ti^cos  tt^-f  sin  mpi  eos  ts^  cos  fsn» 
— cosfc^  slot%|SlntP|toloiB|o 

ein tg|j|CO»  Wn-j'si"  t^go  co^  /rgp  —  »in  (tr^^^ w^vobWi^cosw^ 

Bin  w^g  s'ni  i«i^«)u  WgQ 

sin<S|tSip  toao  s'">  («>ia-Ncao)  

sintcgi  sintTissinto^  cosiBji. 

Anf  diese  Art  findet  man  lelebt,  dass  der  in  Rede  stehende  Factor 

—  (i^-f  JII<+;V3-|^  2iLAf  costsm  ^  "ZMJS  cosfOi»-^  2AXcos  to«), 
oud  dass  folglich 


JATJPTIS^LM  cos     + 2ül/Vcoe«ii+2M.co««i^ 


{.  14. 

Die  Bedingungsgl^cbmig,  dass  drei'  Pnnhfo 

(M)'ft'ftO.  iPiTPi^P*") 

m  einer  geraden  Linie  liegen,  (inüet  man  aui  bekannte  Weise, 
vtenn  man  aus  den  drei  üiteicbungen 
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die  drei  QraoMii  1«,  Jf,  N  eliiuiiiirt;  ouui  erfcilt  dadvch  teidil 
«He  Glaiebong: 

die  man  noch  auf  verschiedene  andere,  iilch  leicht  von  selbst  m- 

gebende  Arten  austlriickeu  kann. 

Die  BcdingoogsKleicliaiig,  dm  die  drai  dueb  die  GldckaagM 

charakteri.sirte?)  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  erhSff 
man  durch  Klimination  von  p^,  Pi,  p%  au«  diesen  drei  Gleicliiiii- 
geo,  wodofcb  man  die  Gleichung: 

erhält,  die  «ieh  auch  noch  auf  vei«cbM«B6  aadere  AHm  w» 
drfickan  lauen  würde. 

j.  16. 

Wir  wollen  jetzt  zu  einigen  At>\\  etHhin^en  der  im  Vorheriiehen- 
(ieik  eittu ickelten  Formeln  übergehen,  und  wählen  dazu  ziier>.t  die 
Betrachtung  des  gemein«»chaftlicben  DurchtfchDUtspunkts  der  drei 
Höhen  dea  ebenen  Dreieck«. 

Zu  dem  Ende  beielehnea  wir  die  diel  8pllMii  oder  Eefcea 
dee  Df^ecks  doreb 

ip^*Pt'P%%   iPoWP^%  (pJ'pTpr^ 

und  setzen  der  Kürze  wegen: 
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m  tUHmukm  muatmclur  bMUUlimg.  48& 
P»^Pi'Pt"'-P%'pi'  P»'=Pi'f»»'-pJ'Pt'.  P«'«Pi*i'-Ä*i'. 

'*•'=?»» v-i^v."-  fV'=t>»'po-po"'/>t'.  pr^p,-po"-poW. 
/V'^'A'-nWi  '»••»f^'A'-ft'ft's  p,''=i>^'p,'-pi'p<r 

tH"  =     c<»««o  +  t^i*  CO«     + i^«" ; 
dann  nind  nach  $.  6.  und  §.  14.  die  Gleichungen  der  von  d«n  Eckan 

IPoPlPt)^    (/'o>l"/V')»  (Po"Pl"Pt") 

dta  Dr^eefca  auf  die  gegenOberateliendan  Seiten  geftllten  Parpen- 
dild  reapective: 

1) 

Zwlaeben  den  GrOasen 

Px\  P%  i  Po'>      ''t";  PiT^  Pi'"*  PiT 

nd 

laden  gewisse  leiclit  lu  beweisende  Relationen  Statt,  welche  wir 
m  Folgenden  snaammeaatelien  wollen. 
Der  Uffie  wagen  aelien  w\ti 

^Pt\P'z'pj''-pjW'npi'ip^'"^^^^ 
=pAp.''Pi''-Piy.'')-h^»Wpi'-pi''p^')^^^ 
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dam  i«t,  wie  man  leicht  Andel : 

P%Pf^'  ^Pt'Po"  ■^P^'^Pa"'  =  0 ; 
Po'Pi'^Po"Pt*'^P(,''Pt'=0. 

Pt'Pi'^Pi"Pt"^P,'"pr  = 

P%'Pi'^P%"Pi"^P^"Pt"'  =0; 

pi^'P^'  \  p^  ^P',"^^P^'"p^'"=^(s. 

PiP%i^Pi"P%  ■^Pi'P^"'  =0, 

Pi!P^A  P-,'  P,  "'^p^"'P^'"  =  IT: 

woraus  eich  ferner  leicht  ergiebt: 

P^'Qa^Pn"Q^"-i  p^'^'Q."  =  HCOBW^^X 

P.'Qx'-^Px"Qx''^Px'"Qt'"=ll. 

pi^Q^'^P^^Qx^^pJ^Qf^  J7co8f»„; 

P.'Q^'-^Po**Qn''^Pu"'Q^"'^nc6BW^,. 

p,'Ot'+p,''P.''+Pt*«,*ÄJTcee«i„, 

Hieraua.  ersieht  siel»  uninidelbar ,  Hass  die  Suiniue  Hpr  drei 
Cileicliuns:en  1)  verschwindet,  ho  dass  also,  wenn  durch  t!ewi!.i«e 
Werthe  von  ,  p^,  p.,  zwei  dieser  (ileichimiren  erfiillf  uer«leii, 
durch  dieselhen  Worfln^  von  Po>Piffh  innin  r  niTch  die  dritte 
Gleichung  eilüllt  wird.  jUei»üiBiDt  man  daher  miüeiat  der  GleicheMl 

|ioSintCi, sin ti?,o  4^     sin yi7o,  =  J 

und  iweier  der  Gleichungen  1)  die  GrOesen  Po,  Pif  p»,  ao  wiri 
durch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  GrSseen  Iminer  anch  die 
dritte  der  Gleichnngen  J)  erfüllt ,  worann  eich  ergiebt,  das8  die 
dnrcfa  die  Gleichnngen  1)  charakterisirten  Geraden,  al«o  die  von 
den  Spitien  oder  Ecken  des  Dreiecks  auf  die  lirscnfiberstehen« 
den  Seiten  demselben  geföllten  Perpendikel,  sieb  immer  in  «ae» 
nnd  demselben  Punkte  schneiden. 
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Ok  mhi  iA§  CtfinttMitA  Po  *  p\9  p%  ^^Mi  gsnniMBhftAftBhMi 

DmdMdNilttspynkfs  te.  drti  fai  Rede  stebendeii  Perpendikel» 
•Iwlieh  der  drei  Huben  den  Dreiecks,  selbst  za  bestinuneo,  mfis- 
»Ml  wir  ▼on  der  folgenden  allgemeinen  Uetracblong  über  drei 
Gleichungen  des  ersten  Grades  van  der  Form: 

+      -f-  Cjt  =  Ü 

«Mgdbe*.  BckaiiDtlkii  bt  tn  eimi  «olclien  rille  iMver»  weea 
G  el»eB  fewieeefl  Paeler  beerfdMiet? 

wobei  die  Iteideii  ersten  Gleichungen  des  obigen  Systems  dreier 
Gleichung««  beoBtit  werde«  eied.  Fladen  wni  aber  die  Giei« 
cIniageB 

StiMt,  ee  lett 

aleo«  wie  man  sogleich  Qbersiebt: 

Md  MgNeh  iMeli  dm  CNilgeD: 

y  =  G{c^  —  öoCi)  =  6  (cj  — #j|C^  =  G  (CjÄ^  —  fl,Co> , 
%  s  C(e^,  -  C(e,li,-»,«,)=  C{eA--Mo); 

ee  Cr  iweer  daneelbea  Feetor  beseicbnet 

Dans  bei  den  Gleichungen  1)  die  hier  cronmrhte  VorausFetzung 
erfüllt  ist,  braucht  nach  dem  Obigen  kaun»^  noch  besonders  he- 

Tiien  icxxyiu.  29 
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9 

Mrkt  sa  iv«rikn»  mi  wir  ktoMn  ali%  MifdleM  OI«lelnM{Mi  fit 

wrli«rg«lieiide>ii  aNgeiMineii  Forni«ki  an  wenden. 

ZuvSrderst  hat  man  sich  aber  oucb  die  folgeodeo  leicht  x« 
bewekenden  Relationen  sa  merken: 

Po  Po  +Pi'Pi'  ^P%Pt  -n, 

Po"  Po  +;>/'/^/+;?/P2'=0, 

/^o"  Po"  -^Pi^Pl"^  P2'  Px"  = 

pJ'PfT^Pi'^Pi"  ^p/'PiT  «0; 
Nach  den  Gieicbungen  I)  und  dem  Vorbergebendeu  iet: 

-  (;'o"Qi"  -Pi'öo")  (/»i"«,"  -Po'Qt'h. 

mul  Msttch,  wie  mb  Mcht  abaniakti 

=  \^Po^Qo'+Pl'Ql'■^P,'Qt)p,'-(Po"Po'+prPi•+Pt''^\  "it't 

x^"Qi''-p,'Q,') 

+lWfll»'+A'«k'+A'«iV-(^»''V-lih'Pi'4Ä'#»tWi 

xdHrfh'-Po'Q,') 

aJao  olfeobar: 

=  C(/v  v+ A'^i" + + 

Ferner  iat: 
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tu  aiigemeiuer  analuUscher  Enlwfckeitmg*  439 

P,  =  6- -<?«-)  (Pi'Qt'-Pt'Qt') 

-  (pi'Q*'"  -  /'2 "  <Ji "')  MQi  -Pi  Qo')  \' 

-  (p%''Qo'-po"'Q^")  (ft'Ö.'-ft'«li')>; 

MgHeb,  wie  iwekt  erbeil«!» 

-  {Pt'PtT  +Pi'P,'  ^Pt''P»)Q%'i(J>»Qi'-Pi'Q»') 

+  i(l\"QJ"  +  Pi"Q,"'+Pt'Q*'^p<,"' 

-  (1^»"^"  ■¥p,'"Pt")Qo'"Kpi  Q*  -pt'Qi') 

+HP9'Q'+Pi'Qi''+P*'Q*')Pi' 

-(Po"'Po"  Pi"'Pi"  +P%'Pt'')Qi''Hp*'Q»-^p«'Qt). 

abo  olmlMr: 

P»"po  +  P,'Pi+  PtP* 

Endlich  ist: 

>   '  -{p„'Qi'-Pi'Q„')(PiQo"-p^'Q%')\' 

-  (ft'Oi'->»i'Ö.')(j»*'«b'-ft'Oi')l. 

^=ci(f»i'«»' -p,'Qt')  (Pt'Qo'-poVt) 

-(p%'Qo-p»'Q»}(Pt"<i*"-PtrQt")\i 

Mglich  ol««lMr; 

G-HP,rPo*Pt'"Pi+P*'p^ 

«    {{Po'"Qo+P,'"Qi'  +  Pi'"<ii)Pt' 

-(po'P»"'^p,'Pl"'+PtP*')Q%'UPaQi-Pi"Qo") 

+  l(/V'Q„'  +  /'."'^i'  +  Pt"'Qt)Po 

-  (P^V+Pi'Px" +pt'iV)  Qo'Hpi"Qt'-p%"Qn 

-  (poP' +Pi'P'  +  Qi'\(pi"Qo'-Po"Qt"). 
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440       erumtri:  Bm  8wHm  4»  ärwtmtm - Omrälmtm 
alao: 

Daher  bäbeo  wir  jetit  die  drei  lotgeudeu  merkwördigeo  Glei- 
clHiogeA: 

^  GiPt.-Qo'^i^  Pi  'Qi'"^P^V%  ){P9''Qo'^Pi''Qi  +  P.'  Öi), 

=  €?  (Po'^a'  i^Pi"Qi^r  P^'Q^)  (Po"Qo'  -^Pi^Qi' + Pm'"Qt)' 
Man  s«tse  der  Kflrte  wegeo: 

3) 

«o  ist: 

4)  I  Po  'Po  +  Pi  "Pi  ^  P%"P%  -GA^A^, 

uad  folglich,  wenn  noch 
uttd 

+Pa"'(Pi'P,'-P,'P|-) 

=  P,'(P,"Po"  +  Pi'%P%Po  -  /  o^'P«') 

+  Pi«'(P»'Pa^-n^e") 

=p«'(Po''Pi '~Pi '^o") + Pt'{Po'"Pi—Pi^Pin 
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in  all0eiMtmr  maipä^cktr  SiUmMMmß*  441 

gesetzt  wird: 

7) 

 *  — y  » 

P,ä€»— —   — jf 



Mtlteist  leiditer  Reckoaag  findet  mau  abitr : 

2  Ml    "^'0  ^»  — /a 

als*  nttdi  7): 

«)   \PI=  ^(Btpy-  +  Ä,!»,"  +  Ä,p,"0. 

m4  weil  MN>  hefcMwWeh 


itt,      Ifl  naeb  8): 
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also 

Gn  _  1 

TT  -  i?i  +  i^,  4^  ' 

und  folglich  nacli  8):  ^ 


oder  nach  dem  Oliigeii ; 


Ffir  die  GrIiMeii 
6Dd«t  num  nacb  dem  Obigen  euch  leicht  dlefolgeoden'Anedriehe* 


Digitized  by  Google 


«jy^iMMAMP  mi^tpmcker  Entwiekfkmg-  448 
wonu»  also  «leb  erMlet,  cUm  tauDcr: 

Die  drei  unser  Dreieck  bildenden  Geraden  wollen  wir  jetzt 
selbst  alj^  Axen  aitnebnien  und  die  den  Ecken  oder  Spitzen 

gegeuüberstefit  riiit'ii  ^>ei^el^  df^s  Dreiecks  lespective  durch  Oq,  Oj, 
bezeichnen ;  (lie  f  rste.  zweife,  dritte  Axe  «oilen  beziehun^^u em«> 
den  Seifen  «o,  Ui ,  c/^  f*Tifsprf^chen.  Bestimmen  wir  nun  über 
positiven  Richtunijen  der  lirei  Axen  so,  wie  au^  I  ii;.  10.  von  selbst 
ersicbtlich  ist,  und  nehmen ,  wie  es  offenbar  verstattet  ist,  die 
Winkel  ,  Wi^,  v>^  sämrotlich  positiv;  so  ist,  wie  man  sieb 
ans  Fig.  10.  auf  der  Stelle  fibenengt: 

siJosiutcvii 

also  Dacb  deni  Obigen: 

i\>"=0,   i\'  :==0,   jPa"  =  «,»8intPi»8inirjwi 


ferner : 


Oo'  =  «1  •  «i  n  tToi  cos  tPfln  sin  toi^^ 
Ol'  =«,*8iniü^,  sittw^g, 

ssa^*«lDtP|«coe«^; 

^o'"=Oo*sint<72o  8int(^, 
**^^m^tkk  m^^kkw^  eoe  10^ , 


lolgiich : 
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444       €run€rit  Am  gpwtm  49r  Br&Ninkm^i 

4i= ^  «  iin»kt  «te«^  ««in«^« 

and  bienuu:  ^ 

-|-9i*0inflKite8iii9»,, 

4-  ag^«»io2fP|||6iii2 


^11  Po'  +  ^t»  ^«  Po"  +  -^11  ^l%Po*"  ~  -^M  ^9iPo** 

Abo  let  nach  IQ): 

 apsinfgot   


f  CT,  sin  W7i2 

^"0^^8^210^0111210^1  4-  <7i*sio2t{;o|Siii2i<7|a'fai^«in2«Ois8in2ic^ 

Durch  eine  efiifaehft  BetcaeUong  fvM  tM  M  dem  gMdh 
MitigM  nid  f€cliti»lnUlniii  OrMr  dto  Richli^«!!  dlMr  r«r. 
iii«Id  «ogleieh  beatidgt  IMm. 

Nach  dem  Obigen  i«t  aber  auch: 
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und  folglieh: 

aUo : 

umi 
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GruHcri:  Um  SifUm  tkr  DreUiuim'CimiUitaU» 

Bezeichnen  wir  nun  die  den  Seiten  <io>  '^i  *  ^«  eote^treclieuM 
Hohen  des  üreiecks  durch  Iiq,  hi,  k^,  so  ist; 

Äo  =  Po"'  =  Ol  ®"*  ^«'oi  =  fl«  sin  ic«>, 

also  offenbar  nach  dem  yorhergebenden: 

14) 

AqA^  C08t0|sC0StC^-f  ÄiA^COStCMCOSU^M  +  As^costp^iC«««^ 

   A<>A|    e<Mi     cos  tt>ia  

''^  ^  AqAi  cos  l^xa^ÜS  «;2o  i  ^^l^^'l  f-^^S         COSXTiii  -|-  A^AoCOS  £Coi  CQSH|s 

 //oAi^co»<B|teot«t0  

''^'~~AoAieosi0)|«eosf0te-|-A^Ai  €08 10^00810^    A^costt^  eos«|f 


Un  noch  ein  andern  Beispiel  is  gdben,  woUeo  wir  des 

SchwOTpankt  de«  Dreieckv  ä^JfJf  betracblen,  iodem  wir  dk 
CoofdlnaCen  d^r  Bden  Ä^^  if ,  il*  respedive  dnrieh 

,Po'»Pi'»P%i  Po'»Pi'»P%i  $H!".Pi'fpm 
beieichoefl. 

Nadi  g.  19.  dhid  dl«  Co^rdliutmi  der  Blttlelpwfcto  det  mm 


A'A%  A^A^^  A'A' 

Mpeellyet 

\ii:Pii'\-poh  Upt^-tPil^  iip%-¥p%'^i 

lipo" -\- Po"'),  tC/^'+ft'^; 

« 

nod  die  Gieicbnngen  der  durch 

A   uiid  den  Mittelpunkt  von  A"A'' , 

gehoedoD  Genden  raid  folglieb  nach  $.d.: 
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«•  tUtmäatr  WM»WMiw  JMMM««mW'  447 

(P.'(ä'+Pi"')-P.'(Pi''  +  P.")IPo  1 

+  \p%'(.Po'  +Po') -Po'Cp»" I  =0. 

+  i;V'(/'o"  +  ;'o')-K' (/>«'" [  =0. 

'+lp*"'(Po'  +  /0 
•HPa'iPi'+Pt") 

oder: 

Himmi  ergielit  sieh  oanittollMr,  dm  die  Snoiiiie  dieser  diel 
0leichangen  verschwindet,,  eo  daes  aUo,  wenn  für  gewieee  Werthe 
ven  Po*  Pi9  P%  zwei  dieeer  Glelehnngen  erNUII  werden,  flir  dle- 
«elben  Wertbe  von  p^,  pi,  immer  aneh  die  dritte  Gieicbuo|i; 
erfüllt  bt   Bestimmt  man  daher  »Utelet  der  Gleichmig 

p^elD«Pis  4  pi  eioi^  H-  ftsin«^  »  J 

und  xweier  der  (ileiciiunj»en  1)  die  Grossen  p^^^  /?,  ,  so  wird 
»iurch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  ürösse»}  inimer  auch  <iie  dritte 
der  Gleichungen  i)  erffillt,  wf^rans  sich  »  rmtht,  dass  die  durcb 
die  Gleichungen  1)  charakti^risirten  Geraden ,  also  die  von  den 
Spitzen  odor  Ecken  des  f)rei«'rks  nach  den  Mittflfitinkten  der 
Geg:enseiteTi  gezng;eiu  n  Geraden,  sieb  immer  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  scbneideu. 


-ptrip^'^po*)\p% ) 

» 

1) 

-Ä'</»i'+j»»'+pi">»Ä  I 

-  Po'(P»'  +  P2"  +  /'2"0  I  /'I    [  =  0. 

-  Po^lPt  +^«s' +|it*) )  Pi  >  =  0, 

-Pi'iPo'\-i^o"-i-Po")\p%  J 

-pj^ipi^Pi^-^-pn^Poi 
-Po'"iPB'-i-p^''-^ptr)\Pi  >  =0. . 

-Pl"'iPo^Po'^Po'")\P^  ) 
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.Man  flbcrxefgl  sich  sehr  leicht,  daM  die  drei  GleMsagcaK 
indem  G  eiotm  g«frlt«fn  Factor  iMseicbMt«  crfOUlwerdep»  weaaMi 

setzt,  wo  e»  also  n^x  noch  darauf  ankommf,  den  Factor  G  la 
bestimmen,  wozu  man  sebr  leicht  gelangt,  wenn  man  die  for- 
stehlenden  Wertbe  vqn  Pq,  pg,  p^'m  die  Gleichung 

eiii^brt;  deuo  dadurch  erhSIt  man  aul  der  ^tellej 
eder-e 

+  (;>o'^alo«is  +  ;7,'»alatD^  +|>Ä'^fiinicpx)  ' 
h\9oMGs^J,  wmd  folglicht 

^)  6  =  1; 

daher  nach  2): 

8.  17. 

Wir  woHen  imn  noch  den  FUeheitlnhai't  P  dea  Dreieehs 

A'A^A*"  betrachten,  indem  wir  wiederum  die  Coordinaten  der 
Ecken  A',  A'\  JT  respectiFe  durch 

m 

beaeichuen. 

torieha—  wbr  die  reehtwiaUigfn  €eof<4iMleii  der  iukm 
A\  A",  AP^  dureh  a^,^;  «^«y*;  eo  iai  »Mih  ohMr  ael» 

bekannten  Fnrmel: 


1 
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in  allgetneh^  tmalpincher  Entwickelung,      *  449 

iodm  mm  da»  ol«r6  «dir  untere  Belchepi  viimit,  jenachdem 
mtm  sieb,  am  den  Ümfang  dee  Dreiecke  nee^  der  Ordnnag  der 
Ecfc«D  in  dnrchlanfen  t  in  gleichem  oder  ungleicbem  Sinne  mit 
der  Beiregnng  von  dem  poeifiTen  Tbeite  ifcav  Axe  der  ar  imtkk  • 
den  Ceordinatenwhiliel  (ifg)  bindnrdi  nacli  dbm  poeitiTen  Theile 
der  Aze  der  y  bin  bewegen  mnes.  Non  iet  neeb  {.  4  13)»  14): 

jf  eIotOüi=:(/>o'  —  5o)co«A— (/»i'  — öi)coej?o; 
ar"  sin  ctc^  =  {pj*  — «S^^«iZ|  —  (/?, ^  S|)eee  Oo> 

eleo: 

I 

und  CbIgUcb: 

=    (p«>'-"o>(;^''-/'o''')«<»»«'iCo»Ä-(/^)'-öoXw*— Pi'')e<>«|Soco«t, 
-(|h-5i)(l%*-|^'')c««VoeA+(l»i'-«^)(|»i*--^ 

— <ft  "-«i )  (Po'"  -|^,')coe«^ceeA  )(Pi  Ocoeoocosft 

I 

woreiu  eieb  eoglekli: 

^  —  IPiiPo'-Po'")  -»-fi''(Po''-;>o')  +  a'^(Pü'-/0» «oe«„t:o8ft 
--\p9>'iPi''-Pi"')  + 1'^^"  (ft'^-Ä ')  +  f^^**  I  coe  Acoe  oi, 

eieo: 

■ 

■ 
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X  (cos  0|o  cos     —  OOS     cos  tti ) , 

folgikh  Dssb  §.4  3)t 
eigiebt. 

Auf  diese  Weise  erhslteo  wir  nun  aus  den  Formelii  $.41% 
14)  llberliaupt: 

Mvitiplieirt  man  sbsr  diese  Gleldunigeii  nesh  der  Reflie  mit  p^, 
Pi  ood  addirt  sie  daen  so  eieaiider»  so  erhilt  man,  wsB 

jB^'sioifliff  |»i'«fn«to-|-|^'siDi0te  =/ 

ist,  nach  sehr  leichter  Rechnung  die  folgende  Formel: 

■i-Po"(Pi"'Pt-Pi'Pt"') 

welebe  sieh  noch  auf  ▼efsehtedoDo  Arten  würde  imgeetaltse  hr 
sau*  Indsn  man  sngleieh  Ar  /  Jeden  «einer  fcefcamlsB  AenMb 
setaen  Inuin.  Es  ist  a,  B* : 

*  2  (<Jq  sin       +      «in      +  i»i^sii\  Wq^) 

Diese  BeCraclitnng  aef  jedes  beliebi|{e  Tleleelr  an  enraitarab 
bat  nicht  die  niadeete  Schwierigst,  wenn  man  nur,  in  ttniebar 
Weise  wie  vorher  liel  dem  Dreieck«  von  dem  bekannten  allgawai 
nen  Ansdmclra  Air  den  FlKcheniohalt  eines  jeden  Vieiecfcs  daid 
rechtwinklige  Coerdinaten  anagoht 
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Mole  über  die  lotegratioD  der  partiellen  Differenual 

gieichang 

,    .    V-  ,        ^  dz         ,  dt  ,  _  ... 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer y 
Pn»fecMr  aa  der  UaodeU-Akadtniie  in  Wi«ti. 


Villi  MttMi»  om  dieie  GleieJnmg  sn  intogrireB« 
und  erhaltoll  liiedardb: 

.  (3) 

.  tPZ  dZ  dZ 

Olaee  CHeiehoDg  veraialacht  aidi  flir  «oleha  Wartbe  toa  l,  wticha 
MBB  der  Gleicbsog  % 

A^+(«i+i«,-lM+asa  (4) 

Jli«rvorgebeo>  arid  oimmt  dann  die  Gestak  an: 

Dae  latograi  diaMr  Giwcliasg  Ut: 


Digitized  by  Google 


<») 

woselbst  (p{x)  eine  willkührliche  Function  von  j- ,  ti>(y)  eine  wiH- 
kfibrlicbe  Fuijction  von  y  bedeutet,  uiiil  l-^-ftii  und  Ä-^m^  ganze 
|)08itive  Zahlen  sind,    bs  ist  somit : 

(7) 

<Im  i^^Hstfindige  lote^l  der  Gleidiung  (1).    (Siehe  blerübcr  wm 

33.  Bande  des  Arcbivs  S.  476.) 

Euler  totegrirt  die  Gleichong  (1)  im  •peciellen  FaII«  »1»% 
datch  Reihen,  ht  di«  (Sielcbviig  (I)  von  d«r  ^Mtalt: 

(?) 


so  bceeheo  die  Reiben  ab  im  Falle  k  gaos  und  poaittv  Is^  (eitb* 
Eoler*«  ?ollet  AnleiCnag  anr  Integralrecbattog»  daalMh 
von  Salomon.  3L  Bd.  $.324).  Nadi  der  ?oa  nna  gegcbenei 
Formel  (7)  bat  man  aber,  da 

Ut,  folgende  Gleichung  Rlr  It 

worau»  die  Werthe: 

is-M-il  ttdd  m-l-il-fl 

hervorgehen.  Wir  inden  daher  mittvhrf;  onMer  Formel  folgtade 
int^ie  der  Giaicl^nng  (8): 
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Das  Integral  (9)  gilt  für  ganze  und  negative  Warthe  von  k,  das 
Integral  (10)  hiogegoi  ttr  gane  imd  peeitive  WertiM  von  k,  und 
MMk  Ar  k  =  0. 

Aadi  die  Gleiebiiog 

ialagiht  Bni»f  nittolN  Relbea»  die  Ar  gerae  Werlbe  tod  m  ab* 
hwaliii   Wk  findSN  «ltt«l«i  der  f  onMli  9)  oed  (KÜS  i*fr 
«allM  As^m  eetMD,  folgeade  latognd«  der  Gleklnng  (11)  t 


(13) 

Daci  erste  diener  Integrale  ist  giltig  für  ganze  und  positire 
Werthe  von  m;  das  zweite  hingegen  für  ganze  und  negative 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiationen  wirklich  ausgeföhrt, 
so  kömmt  man  aatnrlich  zu  deo  Reihen «  «veJebe  Euler  aU  Inte- 
grale anfiitellte. 


fia  ist  m  feglMit,  das  ToHettodlga  iategral  der  Gleicbang 

aach  la  daa  FiÜen  aafaniateileB»  «ro  bleea  eiaa  .dar  Mdea  ZMm 
m^s  ^  ga&s  iat     Sei  atea      gaas  aad  peaitiT,  ai| 
let  daa  Intfgral  dernsielcfatang  (14) : 


(15) 


Die  Richtigkeit  diesem  Integrales  läa&t  aicb  leicht  daclhun.  ÜeoD 
aoa  (15)  folgt: 


aad  cliffereo«irt  nuui  dieae  Uleichiuig  nacli  $,  eo  erhSlt  man: 

I  beU  XXXYUI«  80 
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464  später:  mt  Uer  M iwmt,  der  fmriMIm mg^trmutmlti, 

t 

iiieniii«  folgt! 

und  weoD  mao  die  Gleichung  (16)  berück«icbtigets 

Wird  die«e  Glelehong  /R^niil  i^ch     dtlireozlrt,      erUdt  mn. 

was  zu  iMweiMii  war.  —  £•  folgt  daher  hm  der  Tbat  llr  die 
Gleldumg 


(14) 


falls  fi%  elae  ganae  poaitive  ZaU  iat  folgendea  Integral: 

^)  ist  hier  eine  wHlkühfliche  Foaetiea  7en  und  wird  die  hitr 
angeaeigte  Intcgratioa  vea 

nach  ^  durchgeliilirt ,  so  erscheint  als  Intctj^rationseonstante  eiw 
illkuhrliche  Functioti  von  sc,  demnach  lässt  sich  das  lot^&L 
(15)  auch  so  schreiben: 

HD  *     ■  . 

Eben  so  lüsst  sich  auch  zeigen,  dass,  tall8  m|  ganz  und  posiChr, 
£;anz  beliebig  ist«  das  integral  der  Gleichaag  (14)  Äe  Gr 
atalt  hat: 

m 
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(-i^+i')*        +  w  1  C-r + 1')  ^  +  »^t    + +    =  ö.  ^ 

fttlirt       10  (14) 

%^kx^y)^^-^Z.  (19) 

so  erhäll  man: 

c«+*)^+a-»^g+(i-»»)^=a  (30) 

Dieser  Ciletchuni;   genügt  aber  nach  dem  so  eben  Bewie^eoeDy 
ganze  und  uegative  Wertli«  ¥on       oder  aacb  ßlr  iN|  =0: 

«PmI  für  gauM  und  aagatifa  Wert^e  von  m»»  oder  auch  ftr  «i|sO: 

felglkb  ersclieiiil  daa  Integral  dei  lyteicbiuig 

I»  folgendeii  irier  vereebiedeneB  Fonaen: 
Erateoat 

fvaa  gUHg  iai  ffir  gaaae  aad  poaltive  Warthe  voa 

Zweitens: 

waa  gUtig  iaI  Dir  geaga  wid  n«8*ti<v«  Wartka  vo«  eder  aaek 
ffer  a4sa 

Drittena: 


ra»  giltig  iat  fitfar  ganae  aad  poaltive  Werthe  voa  114. 
Viertens: 
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was  gUtig  ist  für  ganse  mid  negativ»  Wertli«  voo  »1^ 
fifr  OH  =a 


XJUKVlll. 

Note  flker  di«  Integnlioii  der  IKflhfeaM-CHmkHis 

in  welcher  .n  eine  ganze  positive  Zahl,  mid  ^x)  eioe 
gegebene  Pimctioii  ▼m  iet» 


Ich  habe  im  32ten  Bande  dieses  Archivs  Seite  334 
eine  neue  Methode  für  die  Auflüsung  solcher  Üifferenzeii  -  Glei- 
chungen gegeben«  deren  CoefOcienten  rationale  algebraische  Fimc- 
tioneo  von  s  sind.  Gleichungen  der  Form  (1)  gestatten  aber 
eine  viel  einfachere  Auflüsungswelse»  und  zwar  seihst  in  solicitea 
PftUen^  wo  ^(x)  keine  aigebraiscbe  Function  von  x  ist. 

Wb  woUeo  di«M  in  nebrermi  spccidlen  FIHen  aeigm. 

Sqi  vorerst: 

ao  ist  bekamitUcb : 

« 

denn  hieraus  folgt: 
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r 

« 

folglich  findet  H  irklieb  zwischen  /{j;)  und  f{x\\)  die  Gleicbuog  (2) 
statt.   Hat  mao  die  tileichaog: 

A«-fS)=^«)/Ur),  (4) 

«o  Ut  auf  ganz  äbuiiche  WeUa : 

Aar)  =  9(1)«>(3)9(S)  •  •  •  •      -  ^ .  A»-  (5) 
Dann  UanHia  folgt: 

•Ml  sifiMkü  /(>)  wd  A^r-f  S)  M«l  kUÜ«!  ^  GMihtttf  (4) 
atstl. 

Ganz  eben  ao  ict  aber  auch 

fo^ttdi  gen«gt  der  CHeicbmg  (4) 

f(x)  =    9(1)9(3)9<»)-  . vC«-«-Al) 

das  erste  dieser  beiden  partikulären  Integrale  gilt  l&r  uagarade» 
dae  sweite  partikolftre  lotegral  fiir  gerade  Werthe  tob  »0 

üfkim  HO  hat  luao  auch  lue  die  Gleicbuu^  dritter  Ordnuog: 

A«4a)— 9(«)A^) 

•  die  AttflOaung: 

A#)S    9P(l)qp(4)(;pfr)...,g>(ar— 3)./(l) 

Daa  lala  ^rtlkailre  Iftiegtal  giU,  falte  s  die  Farm  3m-|>], 
^  3te 

hat,  nolar  m  eiae  ganse  poaitlT^  2aU  Taffateoden. 
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Note  über  DifferentialgleichcmgeD  der  Form: 

=  af^{Az%*  \  Ä).  (I) 
Von ' 

Herrn  Siinon  Spitzerf 
FrofMMr  aa  der  HaadeU- Akademie  in  Wien. 


Wir  erlauben  uns  hier  zwei  Sätze  Aber  lineare  Diflereoflftl* 
gleicbttDg^o  der  Form  (1)  auftustelleD  und  xu  beweiMO. 

Oer  cr8te  Satz  lautet:   Wenn  da«  Integral  der  Gleichung  (1 
bekannt  ist,  es  sei 

so  lässt  sich  da«  iolegral  der  Uieicliung 

yW««^  (3) 
aufetelleo;  es  ist  nimlieh  in  folgender  Fem  eotbalten: 

woselbst  V  eine  Function  von  u,  und  ,  cunhtante  Zahlen 
bedeuten.  Cm  V  und  »»odann  t/|,  zu  bestimmen,  setsen  nir 
den  in  (4)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die  Gleichung  (3),  ivir 
erhalten  sodann: 


/ 


**  —  jp-^ttj:)]  Vdu  =  0.  (5> 


Digitized  by  Google 


J  ■ 


l>alier  liat  man: 

(6) 

Mittelst  der  Metboile  dm  tWilwelMo  iDtegriren*  liest  eich'  ' 


itt  foigewlen  Anedraek  ongeetalten: 

« 

Durch  dieae  geht  die  Gleicbnng  (6)  iber  in: 


J|««H-«+t  radiär)}  (7) 


Setst  OMiD  den  Tbell*  der  milor  imk  lelegmiieiftieti  BteWi  ^Mili 
Mall,  eo  erbilt  mma  die  Gleieboogs 

^^Ü:^^tD^^ß^^+n^l^y^     ...    •  (8) 
au«  uelcber  folgender  Werth  für  K  folgt: 


J 


r«ii^i'"^"^e-*»W^/    -  (9) 
■ed  setiit  man  dieee  ie  die  Oklebneg 


80  erhält  man: 


B 


aus  welcher  Gleichung  u  zu  suchen  ist.    Ergeben  sich  aue  (10) 
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fiir  u  svrei  coostante  Zahl««  Ug  oad  m%  als  Wuraelo»  so  erbilt 
nao,  salbe  ats  lotegratiaiuigreiisen  geeetst,  Hir  u  folgiMidMi  Wcrfk 

und  diMB  bt  riebtig,  wmib  das  lalegral  wedor 
QoendHeb 


Der  zweite  Satz  lautet:   Weno  da«  lotegrai  der  Gleicheflg 

z(»)  =  A^(il#g' ^  Bz)  (19 

bekaoot  int»  ei  sei 

i=^(^);  (13) 
so  iisst  sieb  4m  lotegrai  der  Gleleboi^ 

y(n)  =  a;"  (^1«^'  +  iBi^)  (U) 
aafstellen,  es  Ist  olnllcb: 

■ 

^(uo:)  Fdtt,  (15) 


woselbst  V  wied^  elae  Faeetleii  tob  *,  na<l  i^,  % 
SaMsB  bedevten«  -~  Dm  seerst  F,  «ad  sodass  «i,  an 
nsB,  setien  wir  dea  In  (16)  snfgestellten  Wertb  foo  y  la  dk 
OMcbuag  (14)p  blsdmb  erbsMia  wirt 

(16) 

•i 

Nun  Ist  aber: 

^(«a(ar)  =  ««[2l«t'(«)  + 
folgllcb  bat  nao: 

(17) 
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^  ,  der  fütm:      =  ar«»(;4i»'-|-Ä0.  4|JX 

Mittelst  der  MAftbode  des  tbailw«beii  lot«grlreu6  läset  aicb  aber 
der  Aut>druck 

omgestalteD;  m  tet  nSnlich  dersoUi«  gtoieb 

und  »6(11  man  di«M  in  die  Cyalcbmg  (17),  «o  erbAlf  mao: 

«1 

Setst  auo  bqd 

r(B^^BO-£[  VlAuf^  -        =  0.  (19) 
äo  ergibt  sich  bieraue  folgender  Wartb  Ük  Vi 

wo  der  Kürze  halber 


g«setBt  wurde;  md  setit  mam  die— a  Werth  vea  F  ia  die  Glel- 


ee  erfailt  maas 

u^iAvP^  —  =  0,  (21) 

«ae  wekber  Glelcbung  u  aa  enchen  i^t  Ergeben  aieb  aoa  (21) 
lir  u  Bwei  eoaataate  Zablea  «1 ,  %  abi  Waraeln;  ao  erbilt  nMiB» 
aelbe  aU  iDtegratioosgrenaea  aateea^»  fDr  ^  foigaatoi  Wütt: 

J'''^mf^HAifi^''Ag)ß-^im)du, 


80' 
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Dod  dioss  ist  iMtig,  «mo  das  Integral  weder  mbeetlMit  umI 
ueeodlicb  iet 


Am  de»  MdM  «a  ebeo  eufgMtolltMi  Silieii  Mit  oms»  wie 
iweckniiMig  ea  tot,  Integrale  von  DIfferMitinIglelcbaogen  der  fem 
(I)  nt  kennen.  Wir  erleoben  «ne  deher  hier  eine  beetnante  W 
CerentialgleichaDg  der  Fem  (I)  beeende»  veisoMren.  Be  ImI 
niBillch  die  lineare  Differentialgleicbnng 

das  btegral 

veraosgeseti^  daaa  Ci,C^  wittkabrilelie  Gonstaate  und  y^fp{x\ 
eewehl»  ak  ^^Mß)  parücnlire  Integrale  der'  Dlfferantiallglel* 
clrnng 

abd. 


Note  Sbor  die  Integration  der  fineeren  Differeliri' 

gleichung 

«a»^  +  (Ol + +  («0  +  bQx)y  =  a  (l) 

Ton 

Herrn  Sim^n  SpUser^ 
PfeefeMet  an  4er  Saadeb-Akadeari«  la  WUn« 


Alle  DifferentUdglelebungeti  der  Form  (I)  kOnnen,  wie  nauner 
auch  die  constanten  Zahlen  a^»  oi,  Oq»  6},  Öq  beschaffen  siod. 
wenn  nor  bi  von  Null  ▼erachieden  iat,  auf  Tolgeode  Form  ge- 
bracht iverden : 
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* 

mil  tei*  DÜoreiitialgMcbaiig  wolIeD  wir  nun  tntogiliM  in  dm 
hMm  FIUm,  wo  A  •! oe  gUM  posUlTe  od«  oine  ganie  negstif  e 
ZoU  iot 

iBtegratfoB  der  GloieliiiDg  (2)  im  FiUe  il  oliio  ganio 

positive  Zahi  ist 

Wir  setzeii  in  (2): 

y  =  (3)  - 

mter  %  oioo  nene  Variable  TerataadeD,  nnd  ertMltea  IMarcb: 

*  nz''-i-(mi-a!-^nt$)2f-k-Ax  =  0.  (4) 

Diese  Gleicboog  differenzireii  wir  nun  — Jmal  nach  hiednreb 
erhalten  wir: 

(5) 

alter  Ci »  C^B  €«...•     wiOMIhriiebe  Cooafaiite Terotanden.  Aas 
der  OlelcheDg  (5)  folgt: 

(ö) 

weeeUbet  Li,  JL^,  Xii.«.*Xii  coastente  Zablea  ebid,  die  ▼oa  dea 
^rttlUbrliebea  Coeataatea  C%,  Cg..»*Cj  abblagea»  aad  aoodt 
aaibat  wUlkübriicb  abid.  Aaa  (0)  gebt  berror  folgeader  Werth 
llr  S2 

»  =  XiSa=i[*"     *•    /'       »•  (7) 

feigVeb  lal  daa  vollatladige  latigTal  der  Gieicbmig  (3)  flir  dea 
Fall  gaaier  aad  poeltirer  Wertbe  Toa  At 

«ad  dioaa  Maat  aieb  aaeh  ae  daretellea: 
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woselbst  i^t  imd      wHIkSMelM  GtntCaato  bed^ates. 

Intet^ratioD  der  Gleiebnnf^  0S)  ira  Falle  A  Noll  Ut  #d9r 

eioe  gauze  negative  Zahl. 

Wir  setzen  id  (2): 

wieder  unter  z  eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalten,  lU 
y^ss*  (^-^^,).  (11) 

ist,  statt  der  Gleiehaog  (2)  folgende  Gieichm^: 

(/ta  +  M  +  X):!  +      —  1)2  =  ü.  (12) 

Wird  diese  Gieichong  (if— l)iMd  diieroiii^,  so  «riudteo  wir: 

(13) 

«iitef  C^»  C;,  C,....CLjfi  wilUrilhcliche  Constonle  versttste. 
Aas  dieser  Gleichnng  folgt: 

(14) 

woselbiiit  L, ,  La,  L3  L_^-fi  constante  Zahlen  sind,  die  von 

den  willkührlichen  Constanten  C^,  C3....  C— .^fi  abhSncen.  und 
8o]t)it  selbst  ^^illktihrlich  sind.  Aus  (14)  gebt  uuo  hervor  iolgeo. 
der  Werth  für  z: 

«Äl^g^le^     s«  1.     ^j.  (1^ 


■■0 
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•oniif  Ui  das  rolltttodige  Integral  d«r  Gleiebimg  (3)  flir  d«Q  Fall 
ganaer  ond  oegatiFer  Wertbe  von  A  oder  abcb  flfr  ilsO: 


and  diews  täsfit  «ich  auch  so  darstsUen: 

^      .  ]  (17) 

+  *ie   -•-  «./,-«-  41.]. 

unter  ik|  und       willkührlicbe  Constaote  veräUiidea. 


B  e  r  1 0  h  1 1  g  a  n  g  e  IL 

Archiv  Tbl.  XXXVIIL  S.  77.  soll  die  letete  dw  Gldebangen 
(9)  statt 

lautea: 

Seils  134  soll  statt 

slshen : 
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V 


Ueber  einim  Sati^  Ton  welcheni  der  die  Zahl  x  be- 

treffeade  Satz  von  Wallis  ein  besonderer  Fall  irt. 

■ 

Von  .  . 

dem  Heraus geber. 


Wenn  wir  der  Kütm  wegen 
1)  Xmss  r\\na^ 

setzeil,  so  ist  nach  einer  bekaonten  Formel  der  Integralrechom^: 

«  * 

1  11—1 

Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei,  Qud 
setzen  demziifol^re  n  —  2ii,  so  erhalten  wir  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  die  folgenden 'Gletehengeo: 

-Xv  =«— eto«%^*  eos«  +  JCm-^> 

.  (2ft-5)(2fi-3)(2^-l) 
a.  a.  w. 


0 
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5 . 7  u . ...  C2(i-1)  V       S.7.»....(2(t-1).._  .  3.S.7....(2ft-l) 

3.«.7,_.(2|.-1) 3.».7^..ft>— I)  .         .  l.aJMV— >)  > 

-ITOZV''^^^-  2.4.g.!ü»  a.4.<I^ 

o 

alflo,  wMiii  man  diese  Gleidumgen  sa  einander  addirt: 

_     ii.3.5....(2fi-l)  sing  a5.7...,(2fA-l)  Hin^» 
3)  ^  1  2,4.0,... 2^1  •"I~^4.6.8..2f*  3 


6.8....  2fi  6 

U.  8.  W. 

2f»   '  2|A— 1 


1.3.6.7....(2ft— 1) 
+  2.4.6,8....2f* 

Pehmen  wir  ferner  an,  data  n  eine  ungerade  Zahl  sei^  und 
«etaen  denaiifolge  fi=2f&-|-l,  ae  erhalten  wir  nacli  der  Oleicirang 
S)  die  felgeaden  Glelebinigen : 

1  2tt 
2ii  2tt  (2tt  2)21* 

.      (2|ti~4)(2|^-2)2ft  y 


6. 8.. ..2^    6.8....  2ft     .  4.6.8....2ft  „ 

(2^1+1)  ^-"^6.7.-.(2H1)*"''^^^  +6. 7......  (4^+1)-*»' 

4.6....  2fi  4. 6....  2^     .  2. 4. 6....  2» 

mmm  alcb,  wenn  man  liedenist»  daaa 
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o 

ist,  dareb  AdditioD  die  folgende  Gleiebmig  ergiebt: 

4) 

7.9.11...  (2ft+r)  — 6~ 


u.  «.  w. 


2« 


^3.5.7.9....(2,t+l)-"^'**^-  ■ 

Setseo  wir,  wreDo  k  eine  beliebige  positive  gaose  Zabl  beseicb* 
nct»  1*^  nacb  dem  Fundamentalsatze  der  Theorie  der 

bestimmteo  Integrale  fär  eio  in'e  Uoendlicbe  wacbseodee  k: 
Xt  =  Lia.t'(8io^-|-8iii2i"  +  sin3£»-f  ....  +  sinJH"),  ^ 
j:«-ic=Lim .  t(eiD  t»-*  +  eio  2i^* + md3i^i  + .... + sini^-i) 
uod  Dehmen  wir  oun  an«  dass  ;r  zwUcben  0  und  ^js  liege ;  so  siud 

siel,  sin2l,  sinSt, ....  sinAx  . 
sämmtlicb  positiv«  uod  es  ist  offenbar  im  AUgenieiuen: 

sini"  <«lii^-S  sinSi«  <  sin2i^-i,....,siDj(i>i  <  sioib^-t; 
also  nach  dem  Vorhergebeudeo  offenbar: 

Xn^Xm^x,  and  daber  Xs/i^ 212/14.1,  -Ä2/t-f2  <  Aa^-j-i. 
Also  ist  oacb  3)  nnd  4)  offenbar: 

1.3.5^^»jV-J)  2.4.6....2ft  «... 

o;  •  •  •~2:4.6....2f*  3.5.7....  (2^TT) 

1,3^5 — (2<*— 1)  sin£     3.5.7....CV— 1)  sinjr»  ' 
2.4.6....2^'  •   1    ^    4.6.8o..2fi    *    3  +  •* 

2fi-l  sina:^«"»         2.4.6....2y  sin«* 
•    +  2j»— 1  ""3-«.7..,.<2^+l)  ~2" 

4.6.8....  2f»     sina:*  2iti  sinx^/' 

5.7.9.„.(2f*+i)*  4  '"•"^2ir-n  "2;r 
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and: 

1,3,5.>..C3^+I)  2.4.6....2ft 

1.3.5^..(2ft-f'l)  sinjf     3,5.7>».  (-V -H)  iibijr» 

2.4.6....Cif4  +  2) '  "T"     4.6.8.... 4-  2} '  3 

-f     ■f-2Mi^+2)    •  +2^  +  2*  2^+1 


2.4>6.>.>2ft    »10^      4.6,8  .>..  2^  sing* 

2;i  -  sinar*/* 


2^*  +  r  2fA 

Weil 

2ft— 1      1     _  I        2fi   1_ 

2/*    '2fi  — l"~2f*'    2^+l*2f*""2^i  +  i 

1.1 


>  «Ml 

Ist.  so  Isis 

2f»--l      1  2ft  2 

2;*    '2f*^l^  2fi  +  r2fi' 

Nun  ist: 

(2^— 3)(^a  -J)   2^-1  2ft-l  1 

(3f»-i*2)2i»         1  2ji       2f»     t  , 

(7;i:^i)(2jr4n)  *  2;:^ 

uacii  dem  Vorbergebeodeo  ist: 

'  2^-1      I  2^  1 

und  ausserdem  offenbar: 

$:z2>  3^-1 

slso  aagesscfasinilcfa: 

(2^>-3)(2ft^l)    _1_        (2f*-2)2M_  i_ 
(2f»— 2)2|i    '2^— 3 (2|i-lj(2^*+l)  "2|*-2' 


Cosa?. 


•>  Weil  Bimlich  s«>s>— 1,  s«>(s— l)(S-f  1)  iit,  so  ist 


S—  I  s 
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Fenitr  Itt: 

(2(* - a) C2ft~  I)(2^  + 1)  •  2^  -4  -  2^  ~ a •  Jä(i-l}C2f»  + 1) >-2 

QMh  dem  VorbergelMiMiM  Ut: 

(2^— 3)(2ft~l)      1  (2ft— 2)2(ii  1 

(^-2)  2;*     •  2<*-3  ^i:^-})  (2|4  + 1)  *  2fi— 2 ' 


mid  MMurdem  ofbnbw; 


2fi~3  2^-2, 
2|i— 4  ^  2^»— 3' 


>-4)(2|i— 2)2^  1 
1)(2m+I)>-4 


also  aagenscbeinlicb : 

<»— 6)(2^-3)(2<i-l)      1  (V-4)(2(. 

Wie  mau  auf  ditse  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  uod  n 
Ist  aiso  auch; 

,    '  1.3.S^^(2^-^I)  1^     2.4.6»,.2y  I 

3.4.6....  Sfi    •1^3.5. 7....  flji  + 1)  •  i' 

Die  PolttnM«  TM  ain4V  «ind  «InniiliQli  poaHhr,  «ad  «i  Sil 

«10  sy^9iüx*p  sin    >  sin  or^ . .... « sin  ji^"^  >  «Hi  a:^; 

und  da  nun  unter  der  gemachten  VorauRKetzung,  dass  x  zwl^hen 
0  und      liegt,  auch  coso:  positiv  ist,  so  ist  nach  5)  offeabv- 

1.:^.  5  ■■■■(2^.-1)         2.4.6....»  «...^^ 

oder: 

1.3.5....  (gfi^l)  ^    2.4.6.,..2^    a  .  1  • 


Weil 

>  >  1      1  1  2^       1  1 


2fft  +  2  V  +  l'"2ft  +  2'   2^i  +  l  2ii"~»  +  l 

and 

1  1 
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ist,  «0  ist: 

Nqb  Ist: 

(2^-2)2^         1   2f*        »    '  I 

aacb  itom  Vorbergeheodeo  ist: 

2/i+l  _1      .    2^  2 
,      2,*-h2*2^  +  l      2|*+  rsjfi' 

■nd  miMMtileni  offenbar: 

"TÜT"  ^2/*-i* 

aUo  angeiwclieiDlicb ; 

g^- 1)  (2^  +2)    _1_        (2|ii-2)2fi      ^  I 

Ferner  ist: 

ff^-3)(2ft-l)<2^4-l)      1       2^-1  C2fi~l)fl|i4^1)  1 

(2^— 4)(2fi--2)2|^         1        gfi— 2      (2^— 2)2/i_   

(9f»-3)  (2|»— 1) (2f*  + 1)  * 2f»— 4""  2(i— 3  (2|*— 1) (2<»  + 1) *2ji— 2* 

Meb  dem  Vorbergehewien  itt: 

2|ft(2|»  ^2)    '2|i— 1  ^  (2|i— l)(2^-f  1)  2f»— 2' 
utiil  auftserdeio  offenbar: 


aUo  augenscbeiolicb : 

(2^ -2)  2,.  (2^ +  2)    •  1^    (8»»— 3)  (V-  I)(Si(»  + 1) ' 

MI  Mf  diM  Aft  irtNuffebett  bm,  tot  Uar,  imd  « 
l0t  dio  aocht 
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472  Gruueri^  Veäer  eiuen  Salii,  wh  weichem  der  die  Zahl  9 

3.5.7  .>..  C2ft-t-l)  a.4.6>...^  j 

4,6.8....  (2|ii  +  2)**  ^  3.6.7.^0f*+ 

Well  o«B  «110  Potenxen  von  sin^  positiv  sind  uod 

ist,  weil  feroor  auch  go&x  |»o@itiv  ist;  so  ist  nach  6)  offenbar: 

«) 

1.8.S....(2ft-t-1)  2.4.0. ...^ji*  - 
2 . 4 . 6 .~  (2 j» + 2)       3.5.7-..  (2^  ^   .  2  Rin  far» 

^  1.3.5«..  (2fft  +  l)  . 
<  4.4.6.... (27hFT) 

oder: 

10) 

J.3.5....(2MJ)^       .  ^       ^.4.6.... 2^         .  ,^ 

Nach  8)  und  10)  ist  also: 

11) 

1.3.5...(2^^1),      ,         .     2.4.6....2i*  „  ,      '  1.3.5..  . (2tt-l) 
Wir  wolleii  der  Kürse  wegen 


12)  . 


_  1.3. 5.. ..(2^—1) 

-  4.4.d....iir^' 

.     _l.3.5....('2jii  4- 1) 
^  2 . 4 . 6::..  (2fi+2) 


•eisen»  so  Ist: 

2.4.6.... 2ju-  2.4.G....2/t  1  1 


3.5.7....(2f4  +  l)r"l,3.5....(2|*— l)*2f*  +  l  "~  {V^-^l^Ap. 

_  2. 4.0.... (^^4-2)      1  1 

aneb 

^'^^2,*-|-2^'»' 

aod  man  imon  also  die  Relationen  11)  aaf  verschiedene  ^iten 
schieihen«  «ntar  deoen  wir  flir  jetsft  jedoch  aar  die  fbl^mdeB  he» 
merken  wollen: 
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A^i  (d?  ^  aio   cos  ar)  <  <  A»»  > 

13)  ; 

Af^i {x — 8IM ^ cos x}< ^ ^ < 
w«iraiw  man  leicht: 

14)  (^•|<3)24;^>(2:r-sia^)<(2sin4ap)><;(V'|'l)V-^ 

erhält. 

Aus  \%)  Mgidbt  Bich : 
also: 

Ob  und  welche  fruchtbares  Folgerungen  aus  diespn  allgemei- 
nen SiUeo  sich  sieben  laesen»  will  ich  jetot  ansAlbrlicbef  nicht 
nntersuchen,  sondern  nur  so  viel  bemerken,  dass  unter  densel- 
ben der  berühmte  Satz  von  Wallie  als  ein  besonderer  Fall  ent» 
halten  ist.  Setat  man  nimlicb,  nns  imch  dem  Obigen  noch  ver* 
«lattet  ist«  :rs|«,  ao  ist  2aln|s>=3l  nnd  ein«co8dp=0;  aieo 
aaeb  15); 

•   •  •    (2fi  +  1 )      <        (2^  +  2)  * 
folglkb  nach  12): 

17) 

2^  +  1'  {j.3.5....(2fi— 1)1    ^■•'^2/*  +  2*  >1.3.5....(2^  +  1)1  ' 
Well  nnn  nach  dem  Obigen 

J[  2fi^-f2  J[ 

itt,  so  iat: 

1  1_  ■    2ft4-2  1 

(i^i  +  2)  il^i«    (2^A+ 1)  J^«  ~  (2/*  + 1)*  V    (2,*  + 1) 

 1  l  
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474      ürunert:  (Jeäer  einen  die  Zahl  n  betreffenden  ÄHi. 


iinii  da  uuo  oach  16) 


CO  ist: 

1  1         .  _m 

woraiM  nan  siebt ,  dass  die  Ui&eteust  zwischeo  den  beides  Gräjuss 

I  .  1 

von  1»  der  Noll  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  genähert  werden 
kaoo»  wenn  man  n  ins  UnendMelie  trscbsen  läset,  wolelies  dss 
notbiTendige  Erfordemiss  ist,  wenn  cws  solche  GribnsB-Bsste- 
niiiQg  überhaupt  wirkttchsn  prakliselisii  Wsrifc  baboa  aolL 

Die  Diflfcrenz  znUcüen  tleu  beiden  in  14)  angegebenen  Gräo- 
len  TOD  ist: 

and  folgllcb«  weil  naeh  14) 
ist : 

woraus  man  siebt,  dass  sieb  nidit  im  Ailgemeisen  behaupten 
lässt,  dass  diese  Differenz  der  beiden  Gränzen  von  or  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  ^  in's  Unend- 
liche wachsen  laset,  indem  eine  solche  Behauptiini;  nur  dann 
richtig  und  zulässig  ist,  wenii  das  Glied  sin^^: cos.i:  versch^Mndet, 
also,  wie  wir  gesehen  haben,  für  x  =  i7r.  Hiedurch  verlieren  üie 
obigen  allgemeinen  iietiachtungen,  wie  ich  gern  einräume,  wesent- 
lich an  ihrem  Werthe  ;  jedoch  haben  sie  mir  aus  verschiedenen 
Rucksichten  interessant  ijcnuij  jjesJchiL'iicn .  um  sie,  weitere  ün- 
tersaehnn?en  mir  vorbehaltend  und  vielleicht  zu  dtsselben  Andere 
anregend,  hier  mitzutbeilen. 
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JÜLII. 

Ucber  «um  Aaig^^  aus  der  Lehre  ve«  GröMten  und 

AMMtett« 

dem  Herausgeber. 

•    , 

Bei  der  AaflSsung  der  Aufgaben  vom  GrOsaten  und  Kleinsten, 
welche  die  Bestimmung  mehrerer  unbekannten  Grüssen  verlangen, 
unterliegt  zwar  die  Ansetzun^^  der  Gleichungen»  mittelst  ^velcher 
die  unbekannten  Grüst>eii  zu  bestiiiunen  sind,  besonderen  Schwie- 
rigkeiten meistens  nicht,  da  hieza  nur  die  Entwickelmig  gewisser 
erster  partieller  Differentialquotienten  nütbig  ist,  die  dann  sämmt> 
lieh  der  ?Siil!  gleich  zu  setzen  sind.  Die  Anwendung  der  allge- 
meinen kriterien ,  welche  in  der  Differentialrechnung  zur  Unter- 
«cheidunir  des  Maximums  und  Minimums  entwirk<'lt  werden,  bei 
Tiur  7.\\o\  unbekannten  Grössen  zwar  noch  ziemlich  leicht,  führt 
aber  bei  einer  grosseren  Anzahl  unbekannter  Grössen  oft  in  Weit« 
läu (i jjki» iten ,  weshalb  diese  Unterscheidung  sehr  haufi«?  ffanz  bei 
Seite  ijcsetzt  wird,  vras  natürlich  aus  dem  Gesiclit.sjiunkte  <]er 
strengen  Theorie  nicht  gebilligt  werden  kann.  Oefters  kann  man 
alch  aber  zweckmässig  specielier,  zum  Theil  ganz  elementarer 
Betrachtungen  bedienen  ^  um  zu  der  in  Rede  stehenden  Unter- 
•cbeiduiig  zu  gefangen^  was  bei  der  folgenden  bekannten  Aufgabe 
SU  zeigen  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist.  Auf  die  grosse  prak- 
tiacbe  Wichtigkeit  dieser  Aufgabe  brauche  ich  wohl  niobt  noch 
besonders  hinzuweisen,  bemerke  jedoch,  dass  eben  diese  prak- 
'  tiacbe  Wiebtigbeit  der  Aufgabe  nir  eine  vtiflig  strenge  Behand- 
Umg  dmelbee,  avcb  in  der  angetottatee  Beelebmig«  eis  fven* 
«cbeMwertb  ereeheieen  lieee. 

* 

Aufgabe.  ^ 

Die  Wertbe  einer  Reibe  vod  GrSeeeo»  welebe  tbee- 
retiaeb  eine  gewisee  bestimnite/  aleo  ale  gegebee  an 
betraebteade  Samaie  «  beben,  seien  darcb  Meeeungen» 
Beebaeb taugen  eder  Vereaebe  bestimmt  werdee,  «ad 
«an  bebe  dadarcb  für  diese  GrSssen  die  Wertbe 

"i>  f^3f   "4^  — ' 

erhalten.  Weil  diese  Wertbe»  als  auf  dem  angegebenen 
Wege  gefenden,  netbwendig  mit  Feblere  bebaftet  sein 
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mÜ99tiki  90  werdeo  «iein  AllgemolD«»  niebt  dieSimae 
if  soodero  die  ?ob  s  ▼eTsehledene  SoBoia 

fmhm»,  aod  naa  soll  nmi  fflr  die  doreh  Messongea,  Be- 
obachtongeii  oder  Vereaelie  beciiaimteii  Werthe 

solche  Correctionen  berechnoD,  das«,  weee  wir  ihtt 
Correetionen  besiehaogeweiee  darcb 

bezeicbueuj  uud  also 

e»+J»t»    ^'f+^tt  <*4+«4»«.-» 

die  currigirteo  VVertbe  siiiJ,  geuau 

ttntV  ausserdem  die  Summe  der  Quadrate  der  Correctio 
neo,  nftmlieb  die  Grftaae 

■ 

welche  wir  im  Folgendeo  durch  u  bezeicfaoeny  als» 

setzen  woUeo«  ein  Miuiinuoi  ist» 

Auflösung. 

Aus  der  Gleisbong 

(ai -f^t)  4- (aa+^ -I- <!- ....  4- (eii^«i)s# 
folgt;  weoD  «vir  der  Kfise  we^^en 

Selsen : 

also : 

iolglidi,  wenn  mao  a  nach 

m 

psrtiett  differestUrt: 
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011 

tht. 

Di«  dm  Muäjnam  und  MioinaiB  gmeinschaftlicheD  Bedingaog»- 
Uleieiraiigen  mlud  nacb  den  Lehren  dqr  DÜerentialrecbnnng: 

Bu     ^  du  ^  A 

afcM»,  nach  Vorgtehendem»  wenn  man  dln  niwailftehen  CHAbIm* 
gen  dovch  3  dividiit: 

2jr,  +T2-f  arg +0:4 + afii-i  —  -J=rO, 

n.  e*  w.  ^ 
worane  eicfa  dnieh  M»trnclien 

u.  e.  w.  V.  e.  w. 

oder 

und  folglich  wegen  der  ereten  dtfr  obigen  Gleiehnngen: 

J    ,  A  /i  d  A 

nxx^ä^  dP|  a-;  aieo:         ^«  ^1  =^ »••••>  ^«-1  =  -;^ 

ergiebl.  Weil  aber  nach  dem  Obigen 

ar«  =  ^  —  (ar^  +     +  a^g  + ....  +  jf»-,i) 

iet,  eo  iet: 

x%'=-n  —  -  ■  ■  n  =s  —  1 
II  « 
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(ai  i      4- <i> 4- fff-h.  ..->•««) 


^-"^  ^  

Wären  a» B.  Oi,  ki^,  die  durch  Messung  bestimoitca  Wfah 
kel  eines  «htM  Dreiecks,  »ir  fivieb»  hdi— itikli  tfcsMt- 
tlsclie  SssiM  #=180*  ist;  so  wirs 

«nd  die  Correctronen  der  dneh  Mesmg  bssMsimten  Wnbl 
wSreo  also  nisk  ds»  Ohlgoiii 

«l^j^s  j  . 

-       r  * 

folgUcb  die  corri^irten  Winkel  selbst; 

Dass  nun  die  Iiier  gegebene  Aufltisung  fiir  die  Grfisse 

wie  es  aefn  soll,  wirklieh  ein  Mininram  liefert,  fcaoo  anf  falgssde 
Art  geseigt  werden 


*)  Die  Anwendung  dw  Differenlielveciinang  in  dem  Flrfle  ff 
In  Till.  XXIL  S.  49».  Nr.  III. 
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Zuv  iirderst  bemerke  ich,  dass  es  verstattet  19t,  im  Folgenden 
attauDcbmeo,  daas  die  GruMe 

nicht  verschwindet;  denn  verschwände.^,  so  würden  die  Correc- 
tionen 

J  J  J  d 

«1=-»  ^*~n'  ^8=^» 

also  aock  dli»  Simuiis  ihvtr  Qmdnta 

f^schwinden,  folglich  letztere  natürlich  ein  Mtnimnm  sein,  was 
also  io  dlsaan  Falb  elaaa  waiteiaB  Bawaissa  aicht  badOrfoa  würda. 

Basaiebaen  wtr  aan  gawlaaa»  Taii 

^a>  ^4f****«^ 

beliebig  verschiedene  Corrcctionen  der  durch  iVIe»sungen,  Beob- 
.  achtungen  uüer  Veräuche  bestimmten  VVertbe  ' 

^»  Aa««****^ 

■naarar  Ortean,  weleha  latitaran  dia  tbaoretisoha  Somma  i  haban» 

beziehnnfsireise  durch 

«1',  sj»  OB^'t 

die  entsprechenden  corrigirten  VVerthe  dieser  Grossen  aiso  durch 

's+^l'*  "••»  , 

i»o  werden  wir,  wenn      ,  a^,  1 3 ,   beliebige  Factoraa 

baaaichnan»  offenbar  im  Aligameinan 

«a  »  *s  ^^jj»  — 

satsen  k^tnaan«  aad  liabaa  also,  wall 

(fli + «1 ')  4  («a  +    )  +  («»        +    +       ^0  =  * 
sain  smaa»  dia  Glaialiimgs 

«I  +  «a+«s+ («I  +  «t+ -f .... +«,)^  Ä  j, 
folglich : 

also : 
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toiL;lic)i,  weil  itaeh  ilein  Obigen  ^  alfi  niclit  ¥«r£cbiviudfiod  aoge 
iioiumeu  irerden  kann : 

l_«i±!%±Ä±:::i±f!;=0  oder  *'''*^"f^'^+ 

•  n 

t 

Nun  ist  nadi  dem  Obigen : 

uud 

abo : 

Offenbar  Ist  aber: 

(a,  +«2  +  %  +  ....  +a,)« 
+  («1  —  (a,  —  «3 ) '  +  («1  —  04)*  +  •    •  +  («i  —  an)* 

«.  a» 

=  »  («^  «b* +....+«•*} . 

folglich: 

«i*-fr  <«^*-f  ♦  >  + 
II 

/  +      -a3)«-»-(«i-«4)2+....  +  (a,— 

1  +(«l-«t)*  +  («i-«4)*+....  +  («a-«.a* 


und  sind  nun  die  firrtssen  a^,  a^»  «s»  04,....,«^  nicht  aiSMificb 
unter  einander  gleich,  ao  iat  hiemach  oMenbar: 
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also  nach  dem  Obigen : 


N-  1- 


daher  nach  dem  Obigen : 

Man   wird    also    zu   dem   Schlüsse    berechtigt  sein,  dast» 

+ j:»*  +  a:3*+  +  .t„*   wirklich  ein  Minimum  ist,   wenn  man 

nar  annehmen  <larf,  dass  die  Grössen  «, ,  ct^y  «3,  o^,  an 
nicht  sämmtlich  einander  gleich  sind.  Wollte  man  nun  aber  an- 
nehmen, dass  «1  =«^  =  «3  =  «4  =  . . . .  =cfi,  wäre,  so  würde  wegen 

der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung  — ^^'^^^^  ^'"^""  =  1 

91 

offenbar  «,  =a2=a3  =  «4=  —  =  or„  =  1,  also  nach  dem  Obigen: 

und  folglich  jri'^a-, ,  x^*  =  x^^  .Ty*  =  x^, — ,  Xn  =  Xn  »ein;  es 
würde  also  z»vischen  den  Correctionen  ,  0:2,  x^,....f  Xn  und 
Xi  ,  x^  y  x^  i  Xn  gar  keine  Verschiedenheit  Statt  finden,  in- 
dem es  ja  doch  eben  in  di  r  Natur  unserer  ganzen  vorstehenden 
Betrachtung  lag,  anzunehmen,  dass 

von   den   Correctionen   x^y  x^,  x^^  x^,  Xn  verschiedene 

Correctionen  sind.  Die  Summe  jr|*  +  a'2*  +  a:3*+ . . . .  f  a  «*  ist  also 
wirklich  ein  Minimuni,  wie  behauptet  wurde. 


XlillT. 

M  i  s  c  e  M  e  n. 


Allgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom  umschriebenen 

Viereck. 

VondemHeraungeher.  •"•»»ii 

Wenn  abcd  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  ein  Viereck  ist  und  der 
Punkt  o  eine  solche  Lage  hat.  dass.  wenn  man  oa,  ob, 
oc,oc£  zieht,  \oab-[- \ocdz:=  \obc \naff  ist:  so  liegt  der 
Punktoimmerinder  durch  die  Mi  '       derbe  i- 

den  Diagonalen  ac,  bd  des  Viereck^  n 


m  iMnuiMfiii 

^oaö-{^f>^oed=  ^obe-^Soad  folgt:  1^006— 4^o6i:=iload — \ocd. 

lal  mh  m  der  Mittelpunkt  drr  T>iagoiiale  ac  and  man  deaktctcfc 
voB  «9  IN  «iif  06  die  PerpeMÜkel  oa',  ec^»  imm^  gafittt,  I0I 
eiMibtf: 

•»•'«««i'-cc'), 

ttftd  felgilchs 

^  006 — A  ^  SS    06 .  (««' —  ccf)  ss«4«  Ml' » 

alto; 

Denkt  man  sich  ferner  von  a ,  e/m  avf  orf  41t  PuipidMwl 
aar,  atf\ mm"  geOUU,  so  Ut  a%m&Mt\ 

und  folglich: 

^oad^  ^at4^h^d.laä"^0^^ad.mm'*^ 

also:  ^cMic2  —  A^^c^  = i^aher  ist: 

Die  beiden  i^leicheii  Dreiecke  0601  und  odm  hahao  aker  die 
genieiiM^aftiiche  Grundlinie  am,  und  müssen  also  in  Bezü^  aaf 
diaMlbe  gleiche  Höhen  haben,  oder  ihre  Spitzen  h  und  <i Blässen 
von  om  gleich  weit  entfernt  seiD^  woimiM  eich  dsrck  eine  ein- 
fache Betrachtung  rechtwinkliger  congruenter  Dreiecke  «af  der 
Stelle  ergiebt,  däss  die  Linie  am,  gehörig  verlingert,  die  Dia- 
gonal«  bd  ia  ikFem  MittelpoDkte  11  treien  niiMi,  womit  der  Satt 
bewiaeeii  Ist« 

Ist  nun  abcd  ein  um  efnen  Kreis,  desee«  HRtelpunkt  o  ist, 
beschriebenes  Viereck,  so  ist  der  Punkt  o  von  den  vier  Seiten 

aOt  bc,  cd,  da  gleich  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  ist 

ab-^eda^he-^ad,  alao  oiepkar:  ^aab-^^aed^^abc-^^liamL 

9 

Also  ergiebt  sich  ans  dem  forher  heniesenen  Satze  unmittel- 
bar die  merkwürdige  Eigenschaft  dos  nm  deu  Kreis  heschrieTjeiieri 
Vierecks,  dass  der  Mittel  p  u  n  k  l  <i(js  Krei-scs  immer  auf 
der  durch  die  Mittelpunkte  seiner  beiden  UiagoiLalea 
gebenden  Geraden  liegt 

(DtM  Vlm&MAmL  tadb  «atlakal  aaa:  0*a  nalkoiaa  ea 
G^aa^lrU»  par  Paal  Sarrat  ParU  VM.  f.  HL  Her  leiaK 
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eine  Eigenschaft  dM  «B  «Im»  Kreis  bt8cbriebeii«D  Vimcks  ans- 
sprecbende  Satz  wird  Ton  Serrat  al«  „ThiiorAme  da  New- 
ton" beieicbnet.) 


Eini^  SfttBe  der  Elementar  •Geometrie. 

Ton  dem  Herausgeber. 

lo  demselben  interessaaten  Bucbe  Ribrt  Herr  Paul  Serret 
p.  ]4.aafaU:  HMvttee  ai^tlioAe.  Par  les  lignea,  lea 
atrea  ob  lea  volumes  mixiliairea»  vnd  erifiutert  diese  Me- 
thode, wie  er  bei  allen  Methoden  nieistena  in  aehr  Inatroctirer 
Weiae  tbut,  durch  die  folgenden  Eleroentarsätze,  von  denen  we* 
algatena  die  beiden  ersten  natürlich  allgemein  bekannt  sind,  bier 
es  jedeeb  nur  aaf  die  toii  Herrn  S.  zur  Erläutemng  der  Methode 
gegebenen  Beweise  anlcommt,  die  vielleicbt  nicht  so  allgemein 
bekannt  aind  rnid  deshalb  hier  mitgetbeilt  werden  aollen,  mn  zu- 
glelcb  die  Leaer  anf  daa  genannte  Bncb  aufmerkaam  an  machen. 

Theorem  1.  Von  den  sechs  Segmenten,  welche 
eine  geradliniue  Transversale  anf  den  Seiten  ^eine« 
Dreiecks  abschneidet,   ist  daa  Prodoet  dreier  nicht 

z  nsaiumen&tossendei  dem  Producte  der  drei  anderen 
gleich. 

ßeweia.  Bezeichnen  wir  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  die  Fiächenräunie 
der  Dreiecke  6ilc,  eßa,  aCb  respective  durch  i^A,  ^ß,  i\C;  so 
bat  man  nach  einem  bekannten  Eleroeotaraatze  der  ebenen  Geo- 
metrie *)t 

*)  Gewöhnlich  wird  der  bier  cur  Anwendung  Icomiiicnde  Elementar* 
•atz  nur  für  Farallelograinuif  und  Dreiecke  brwtesrn .  wrlrbe  finen 
Winkel  gemein  habon  oHor  in  denrn  «wci  Winkel  einander  j^leich 
flind  ;  da«  aber  der  Satz  anrh  für  l'HrHllelugraoiine  'md  üreiecke  giU, 
in  denen  zwei  Winkel  /iismunien  7-«  ei  rechte  Winkel  betrafen, 
erhellet  sehr  leicht.  Sind  nämlich  in  Taf.  IX.  Fig.  5.  etwa  ABC  und 
ßDE  ZMci  Dreiecke,  in  denen  die  Summe  der  Winkel*  ^Äf  und  DBE 
zMci  rechte  Winkel  beträgt,  »o  das«  diese  Winliel  Naheawlakel  ehl- 
ander nmA  oder  sU  aelehe  batmehtai  werden  kennen;  eo  siehe  »an  CS 
und  hat  .dann  unmittelbar  die  fol|ir<^nd«i  Froporllenen : 

^  ABC:  ^  BCE  —  AB'.BK, 
^  BCE',  A  BDE  zziBCiBUi 

eise  doveh  Zoeammeasatsans: 

\ABC:^BD£ssAB*BC:BD.BM 
wie  bewiesen  werden  sollte.  • 


4M 

 Ba.ca 

~  Ca, ab* 

i^A  ~~  Ab  be' 

Mnltipllcirt  id«d  diese  drei  Gleiefmngeii  in  einasder  vnd  bebt  wf, 
was  «leb  aafheben  laset,  so  erfaUt  mao  snf  der  Stelle  die  GMehsg: 

Be*Ca,AÖ 

wie  bewiesen  werden  «ollte.  , 

Theorem  II.  Die  drei  Geraden,  nelcbe  ««f  dea 
fieben  eioee  l>reieebe  afimnitlich  darcb  einen  und  den* 
selben  Paakt  gesogen  aiad,  beatliaiaea  aafdea  8*itoft 
des  Oreleebe  eeebs  Segneate,  vea  deaea  das  Pvedaet 
dreier  niebt  zasammenstosaender  dem  Predaet«  der 
drei  anderen  gleicb  let 

Hon  eis.  Mit  kiiclcsicht  auf  Tat.  IX.  Fig.  6.  wollen  wir  die 
FlUcbetu-äume  der  sechs  Dreieoice 

BOa,  COai  CM,  AObi  AOe,  BOe 

respective  durcb 

bezeichnen;  danp  bat  man  oacb  einem  bekannten  Elementarsatie 

die  Gleichungen:  ^ 

'  A*  —  Ac  _  Ac 

A«'     C«'   AA'  "Ab'    ^e'-  Be* 

alöo  durcb  Multijilication : 

*  \a.^b.\c      Ba» Cb.Ac 
  ^a*.^6'.£&  ~  Ca.Aä.Be 

Nach  dem  bei  dem  Beweise  Ton  Tbeerem  i  angewandten  Oe- 
mentarsatze  bat  man  al>er  ferner: 

_OB.Oa      ^6  _  PC. Ob  OA.  Oc 

^'"^^Ob*    ^^-^OB.Ot'  ^üfOC.Oa' 

also  durch  Muiüplicatioo : 
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Umh  VefgMdimg  d«r  CUeiehmsra  1)  «nd  2)  folgt  MvIMteri 


Wim  hm^mm  mmäm  wMk 


Thporem  irr.  Wenn  in  Taf.  IX.  Fig  7.  der  Punkt  O 
eine  Ecke  eines  regelmässigen  Octaederti  ist,  und  dfr 
derselben  entsprechende  Wink  ei  des  Octaeders  von 
einer  beliebigen  Ebene  .i  e  s  e  Ii  n  i  t  ten  wird,  welehe  die 
in  O  zusammenRto^Ke  ti  d  en  Kaufen  des  Oetaeders  in 
«ieri  l'unkten  Ap  B,  C,  Ii  üchoeidet;  «o  findet  imiiier 
die  Gleichung: 

1111 

statt  *). 

Beweis.  iVlan  ziehe  die  Diagonalen  AC  und  BD  dee  Vier* 
ecke  AB  CD,  eo  bat  »an  die  IdeetÜ&t: 

Pyr-  OABC^Pyt.  OACD^Pyt,  OBDÄ-^Vyt.  OBCD. 

He/.el<  hnct  man  nun  die  Huben  der  Pyramiden  OABC,  OA(  D 
in  liezuL'  auf  die  tremeinechaftliche  Basis  AOÜ  durch  Ä*,  i/d; 
die  Höhen  f]p.r  Pyramiden  OBDA,  OBCD  in  Bezug  anf  die  ge- 
oieineelieiliicbe  Basis  BOD  dorcb  Hm,  H«*  so  ist: 

Pyr.  OABCss\,ih.^AOC, 

Pyr.  OACD^\  Bd.\AOC% 
Pyr.  OBDA^l.Ha.^ßOD, 
^r.  QBCD^h'iU^BOD. 

Weil  nach  den  Eigenschaften  des  Octacderwinkels  die  Ürei- 
eeke  AOC  und  BOl)  hei  O  gleiche  Winkel  haben,  se  ist: 

\B(}D  _  OB  .  OD 
^AOC-  OÄ.OC 

tleo: 

jXBOD  =  -~-^.^AOC, 


*)  Der  Mider  4et  Mms  lef  Lwtf. 
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folgiioh: 

•     Pyr.  OAHC=\.Uk.XAOC, 
Pyt.  OÄCD  ^AOCi 

OiMlNur  fliad  ferner  OA,  OB,  OC,  OD  gegee  die 
AOC  und  BOD  eSninitilclt  gleieh  geneigt,  end  ee  fet  elM: 

BmiiüiBmiBs  =  OAiOSiOCt  OD 

oder 

^**Ya*^**  **53*** 

folglkli: 

Pyr.  O^C=i.^.ir«.A^OC, 
P*r.  OACD^\.  ^^  Ha.£^AOC, 
Pyr.  Oill>^=i.^^.A.AilOC» 

Pyr.  O^CZ>=i.^^.22.itf..  A^OC. 

'  Setzt  man  u\v\  diese  Ausdrücke  io  die  ideiülM^he  (ileichuiig,  fuu 
welcher  wir  uuögiageii,  so  ergiebt  eich,  neun  luau  durch 

t.A.AidOC 

dmdirt,  die  Gleidniog: 

OB  .OD    OB. OD  .  OB.  OD  OC 
JfA'^OA^OA.OC^OA.OC'OA' 

elee,  vreon  mh  mit 

OA.OC.OA 

mvltipliclrt: 

OA. OB.  OC-i-  OA.  OC.  OD^OA.OB.  OD^  OB,  OC.  OD, 

uud,  weiiD  mau  nun  mit 

OA.OB.OC.OD 
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aifMirt: 


wie  beirteen  werdeo  sollte. 


Fo«  dem  Her«iiageber. 

Zwei  Punkte  einer  EUipM,  iteren  Halbazen  wie  gewuhnlich 
durch  a,  b  bezeichnet  werden«  seitn  (iry)  nod  (xV);  so  sind  die 
Gleichungen  der  Normalen  der  Eitlipse  in  dieMD  Pnekten»  weim 
die  leetadeB  Goordinetoo  derdi    v  iieselehiiet  ir«idee>b«iawiiliich : 


oder,  wie  mee  leicht  indel: 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Normalen 
von  dem  Mittelpunkte  der  EllipKe  Hiirch  p,  p'\  so  ist  nach  einer 
bekannten  Grundtormel  der  analytischen  Geometrie: 

•der»  wie  meo  mittelst  der  Gleichoog  der  £llt|Me  leicht  findet: 

Solleo  HOB  die  lieideD  Peekle  («y)  eed  (pi^if)  der  ElUpee  eine 
telciie  Life  haken»  diee  die  beiden  deneelke«  entepiedwnden  Nor- 
malen gleich  weÜ  von  dem  Blittel|iankto  entfernt  elnd;  ae 
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oder,  weil 


ist: 
sein. 

Ordnet  man  die«e  Glsiehung  nach       bo  erhält  man: 
(«•-  ^«^«i—  { a«(a*— +  ^«*(s^— «^^«^ 

mimt 

und  lost  man  nun  diese  Glelcbwsf^  in  Bezog  auf  ar*  als  onbe- 
k&DUte  Grosse  wie  eine  quadratiscbe  GleichuDg  auf*  so  scliilt 
man  snvOrderat  auf  der  Stelle: 

vnd  hieraus  femer  mittelst  leiebter  Bndmiuig: 

Zieht  m^n  aher  aus  dem  2^äb(er  des  Brochs  a«f  der  recbteo 
iSeite  des  Gleicbheitszeicbeos  die  Quadratwurzel  aus,  so  Sntel 
man  leicht»  dass  dieser  Zähler  das  ¥ollkommene  Quadrat 

ist«  nnd  daM  man  «Im  die  Qleiebang 
hat 

AtTs  (lieser  GieiclmBg  ergiebt  sich  dnrch  AnssiehaDg  ^ 
Quadratwarsel  i 


Digiiized  by  Google 


48» 


Aus  der  Gleichiint;  ^*  =  folj»t  .r  ~  .r' ,  und  diese 
j^^mnietriscfa  auf  beiden  Seiten  der  ^ebenaxe  Ii  (  Reuden  Punkte 
Her  Ellipse,  von  denen  sieb  von  selbst  versteht,  da^s  die  ihnen 
eotsprerhcnden  Normalen  gleich  weit  von  dem  Mittelpnnkte  der 
EUipse  entfernt  siod^  wollen  wir  natürlich  nicht  weiter  betrach- 
ten, indem  wir  vMoebr  «aeer  Angeimeik  lediglich  auf  ^  die 
darch  die  tilelchang 


I  weit  ran  dem  Mittelpankte  entfernt  sind,  nnd  die  man  wob!  een* 
jigirte  Punkte  der  BUfpee  genannt  hat,  rfthte»  werden. 

Man  findet  Mcftt: 


also: 


und  weil 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  aneh: 


ex'        ex*  ' 


Uglicb,  wenn  ^\  die  beiden  Vecteren  den  Punkten  (flf'y) 
bmekbnen: 
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bringt  man  leicht  aui  die  syronietrische  Form: 

a*(ar»+«'«)  —  eV^r**»  a«; 
und  setst  man  oao: 

80  erhfilt  man  mittelat  leichter  Keclinangi 

hat  alae  die  beiden  bemerkenawertheo  Glelchiingen : 


oder: 


folglich : 


oder: 

Bezeichnet  man  jetzt  die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte  der  beiden  Normalen  mit  der  Hauptaxe  der  Ellipse  durch 
80  iat  nach  den  ana  dem  Obigen  belcaonten  Gleiehnngeo 
der  Normalen: 

also»  wie  man  leicht  6ndet: 


oder : 


folglich : 


e^x      ,     e^x' . 
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also  nach  dem  Obigen: 


oder: 


IO)'+(Ü"l-(")'("-)'=(Ö' 


Bezeichnet  man  die  Abscissen  der  Dorchschnittspunkte  der 
Normalen  mit  der  Abscissenaxe  In  Bezug  auf  die  Fustipunkte  der 
Ordinaten  als  Anfangspunkte  der  Abscissen,  —  nämlich  die  mit 
ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Subnormalen,  —  durch  s 
und  s' ;  so  ist: 

6V 


a 


Iso : 


eh 


eh' 


folglich : 


und  daher  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
oder : 

Bezeichnet  man  die  den  Punkten  {xy)  und  (jr'^O  entsprechen- 
den Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  durch  r  und  r'.  so  ist 
bekanntlich: 

(6^+0^)1      ^  _  (M^+a^'«)l . 

also : 
folglich : 

a«6«  (o6r)t  =  b^a!^  +  o*y« ,    a«6«  (a6r')t  = 
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oder : 


6» 


3/isceIien. 


e*x* 


(a6r')»  =         +  p,'«  =  a*--^: 


nnd  bieraas: 


Folglich  ist: 


a:«  +      =      -     I  (a6r)l  +  {nbT')\ 


also  nach  dem  Obigen: 

^{(a6r)l  +  (ö6r')»}-^ia«-(«6r)»J(«*-(a6r')l}  =«•. 

oder:  ^ 
2a*— a«{ («6r)»  +  (a6r')5 1  —  I a*—  (aÄr)l I  { —  (a6r')> }  =  aV, 
woraas  sich  die  Gleichung: 

a*  —  {abr)\ .  (fl6r'}l  =  a«e« . 

also  die  Gleichung: 

a«6«  =  (flÄr)l.  (06^)1, 

oder,  wie  hieraus  sogleich  folgt,  die  Gleicbang:  abzzzrr',  oder 
die  Proportion  a:r  =  r':b  ergiebt. 

Der  Inhalt  der  Ellipse  ist  bekanntlich  abitf  also  nach 
Vorstehenden  rr'n. 

Diese  leicht  noch  weiter  zu  fahrenden  Bemerkungen  hib( 
nur  den  Zweck,  diesen  Gegenstand,  namentlich  auch  mit  Rucl 
sieht  auf  die  übrig;en  Kegelschnitte,  zur  Verwendung  zu  Ü< 
buDgsaufgaben  zu  empfehlen,  wozu  mir  derselbe  nicht  aog< 
eignet  zu  sein  scheint. 


I 

I 


Berichtiguni^. 

S.  340.  Z.  5  V.  II  tniiMs  et  in  dem  lntegral-.4iiadriicke  von  i  im  Iii 
ler  des  Brurhti  unter  dem  Inttgralzeicben  2////  «tatt  'Iffdp  heitien. 
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literarischer  Bericht 

cLu: 


In  der  Nacht  voni  27.-28.  April  186'2  ötarlj 

Dr.  Jokan  Heliirteli  Tlraagott  HUlor, 

Obcrschulrath  in  Wiesbaden.  Das  Archiv  verdankt  ihm  meh- 
rere urrthvojie  IJeitrilce,  und  "ir  uün$chen  sehr,  das.«  iif»R  ein 
NecroldL-  des  viellacli  verdienten  Manne«!  recht  bald  niitgetheilt 
werden  müge. 

Am  27.  Mai  1862  starb  in  dvr  BIfithe  der  Jahre  der  am 
4.  Jaonar  1834  au  Verden  im  Königreich  Hannotrer  geborene 

Dr.  Carl  Ferdiiia&il  Pape, 

nach  gHlodlicher  Vorbereitung  in  den  mathematiacben  und  aatro- 
nomischen  IlViseenecbaften  seit  dem  Jahre  1466  Calcnlator  flir  die 
diniaehe  Gradmeaaong  und  Obaervator  an  der  Sterawarte  in  Al- 
tona. Er  hat  sich  durch  mehrere  auageaeichnete,  in  den  aatro- 
nomiaehen  Nachrichten  niedergelegte  Arbeiten  am  die  IlViaaenschaft 
verdient  gemacht,  und  aein  Andenken  wird  in  Seegen  bleiben. 
Er  vrar  der  Scfawiegeraobn  dea  hochverdienten  Heranagebera  den 
genannten  Joornala;  eine  trauernde  Wittwe  nod  awei  Kinder  in 
aartem  Alter  flberleben  den  trefflichen  Mann. 


Tn  demselben  Monat  ist  der  Wiaaenacliaft  leider  anch  cot- 
riaaeo  ivordea 

Terqaem, 

der  hochverdieate  fieranageber  der  Nonvellea  Annalea  de 
Matbdmatiquea.  Einen  besonderen  Necrolog  hoffen  irir  apSter* 
bin  bringen  ao  kSnnen. 


TJil.XXXYm.UCt.  4.  4 
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Geometrie. 

Intorno  alfa  curva  gobba  dei  (piart'  orditie  per  la 
qualo  paisäa  una  «ola  super  fiele  di  »ccondo  grado.  Me- 
moria del  Prof.  Luigi  Creinona,  letta  ai  7.  di  IVIarzo  1861 
davanti  all'  Accademia  delle  »scienze  <leir  Istituto  d  i 
Bologna.  Estratta  dag  Ii  An  na  Ii  di  IM  a  tc>  m  at  i  ca  pura  et! 
ap plicata  tom.  IV^  N.  2.  Roma.  Tipograiia  della  S.  Cod- 
greg.  di  propagaoda  Tide.    1862.  4. 

Eine  vorlSofige  ganz  kurse  Anzeige  dieser  damals -iieek  nicl»! 
erschienenen  Scbrilft  \9i  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIll«  nacli  einer 
im  |,,Rendiconto.  1860 — 1861."  der  Alcademie  der  Wiaeenscliaftie 
In  Bologna  abgedruckten  Analyse  derselben  gegeben  worden. 
Dieselbe  liegt  in  einem  TollstAndigen  Abdrucke  aus  den  MAnnaC 
di  miatematica  pura  ed  applicata*',  jetzt  vor  uns  und  liefert  ein« 
neuen  Beweis  für  den  Erfolg  und  den  Scharfsinn  t  womit  Heir 
L.  Cremona  sich  der  weiteren  Ausbildung  der  reinen  höhe- 
ren Geometrie,  namentlich  rflcksivhtlich  der  allgemeinen  Theorie  der 
Curven  widmet,  und  dadurch  zur  weiteren  Verbreitung  dieses  scho- 
nen Thells  der  Mathematik  in  seinem  Vaterlande  wesentlich  beitrigt 
,  Der  Herr  Verfasser  schliesst  sich  bei  dieser  Untersuchung  baupt- 
sächlich  an  die  frOheren  Arbeiten  von  Cayley  (Journal  de  Llou- 
ville.  1846.) >  Salmon  (On  the  Classification  of  curves  of  double 
curvature.  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal.  Vol.  V.  18tMI. 
p.  23.  und  On  the  degree  of  the  surfaee  rectprocal  to  a  glven  ose. 
Transactions  of  the  R.  Irisb  Acadeniy.  Vol.  XXlIl.  Dublin.  1867) 
und  Steiner  (Ueber  Fliehen  dritten  Grades.  Crelie's  Journal 
Tbl.  Lllf.  1867.),  zugleich  mit  ROcksicbt  auf  die  lllteren  Arbeiten 
von  Pldcker,  an.  in  Folge  der  Untersuchungen  dieser  Mathe- 
matiker unterscheidet  Herr  L.  Cremona  zwei  wesentlich  versehie- 
dene  doppelt  gekrfimmte  Curven  der  vierten  Ordnung,  welche  als 
Durchschnitte  zweier  Flfichen  des  zweiten  Grades  und 
einer  FiSche  der  zweiten  mit  einer  Fläche  der  drittes 
Ordnung  aufzufassen  sind.  Die  Existenz  der  zweiten  doppelt 
gekrQmmten  Curve  der  vierten  Ordnung  Ist  zuerst  von  Salmon 
und  Cayley  nachgewiesen  worden,  und  der  Untersuchung  dieser 
zweiten  Curve  Ift  die  vorliegende  Schrift  gewidmet»  in  welcher 
nicht  bloss  die  schon  von  Salmon  und  Steiner  {sefundeneo 
Eigensehaften,  sondern  auch  verschiedene  andere  neue  Eigen* 
Schäften  dieser  Curve  bewiesen,  so  wie  namentlich  auch  eine 
(lineare)  geometrische'  Construction  (mediante  iotersezioni  de*  piaai 
omologhi  di  tre  fasci  projettivi)  gegeben  worden.  Ohne  allen  Gal- 
cul  werden  diese  Untersuchungen,  unstreitig  mit  grossem  Scharf- 
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aioDe»  durchaus  nur  mittelst  allgemeiner  rein  geometrischer  B*- 
tracbttiDgen  durchgeföhrt,  wodurch  denselben  jedeDfalls  ein  gaoB 
besonderer  Reiz  und  ein  eigenlbfloilicbes  Interesse  verlieben  wird. 
Nfiber  auf  das  Detail  dieser  schQneii  Untersuchungen  einzugehen, 
▼erbietet  uns  die  Beschränktheit  dea  Raoma  nnd  der  Zweck  die- 
ser Uterariacben  Berichte,  weshalb  wir  una  mit  der  foratebenden 
aligemeinen  Angabe  der  Tendenz  der  anageseicbneten  Schrill  be> 
gnOgen»  aber  Alle,  die  aicb  aolcben  rein  georoelriscben  Betracbtun- 
gen  mit  Torliebe  widmen,  dringend  anf  dieae  Schrift  anfmerkaam 
machen  mflasen»  wetcbe  jedenfalls  ein  sebönea  Zeugniaa  von  dem 
Scbarfainne  ibrea  Verfassera  und  von  dem  Erfolge»  mit  welcbem 
dieae  reine  Geometrie  der  Gurren  auch  in  Italien  gepflegt  und 
bearbeitet  wird,  liefert. 


A  i  i  t  h  m  e,t  i  k. 

Die  Differential-  n  n  <l  I  n  t  •  i»^ra  I  r  e  c  Im  u  11  u  ,  ii  m  I  a s y  e  11  d 
und  mit  steter  Beriic  k  .s  i  c  L  t  i  1;  u  n  g  der  Anuen4iiint:  dur- 
fte st  eilt  von  Dr.  J.  Dien^er,  Profeüsor  der  Mathema- 
tik an  der  p  oiy  t  e  c  h  insehei»  Schule  '\n  Karlsruhe.  2te 
u mij;ea rheitete  Auflage.  Stattgarjt,  M e sehe  Buch- 
haiidluiig.    186'2.  8. 

Die  itu  Jahre  1857  erscbienene  erste  Auflage  dieaea  Werke« 
welche  auch  in's  Ruasiscbe  Qbersetzt  worden  ist,  ist  im  Literar. 
Ber..Mr.  CXXIL  S.  1.  angezeigt  worden.  Die  jetzt  vullständig  er- 
scbienene, aus  drei  Bänden  besiebende  zweite  Auflage  iat  aber 
unbedingt  als  ein  gans  neuea  Werk  au  betrachten»  in  veracbie- 
denen  Punkten  verheaaert  und  nach  allen  Richtungen  vervoll- 
atSndigt,  so  daas  wir,  nnd  swar  nicht  bloss  in  der  deutacben 
Literatur»  gegenwärtig  kein  Werk  wflsaten,  welchea  die  Difle- 
rential-  und  Integralrechnung  nach  ihrem  neueaten  Zustande,  na- 
mentticb  auch  mit  RSckaicht  auf  die  Arbeiten  deutscher  Mathe- 
matiker, so  vollst&ndig  darateHte  wie  das  vorliegende,  das  wir 
daher  der  weitesten  Beacbfoni;  angelegentlichst  empfehlen,  nnd 
das  nach  unserer  Ueberzengung  IS  jemand  wird  entbehren  kunnen, 
der  die  genannten  Wissenschaften,  ohne  auf  die  eigentlichen  Quel- 
len zurflckzogeben,  in  einigerroaa^en  umfassender  Weise  kennen 
lernen  will.  Hiebe!  ist  noch  ganz  besonders  hervorzuheben,  dass, 
ausser  allen  wichtigeren  geometrischen  AnMciidungen,  die  Leser 
auch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  lehrreicher  und  interessanter 
Anwendungen  auf  physikalische  Gegenstände  in  dem  Werke  finden. 
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di«  mit  liesoiiderefii  Danke  aofiiinebmeii  mid  «ehr  diMlieh  aind. 
das  tiefere  Elodringen  in  die  eigentlieiie  Mafor  der  WjeieMchaft 
zu  vermitteln.  Gans  besondere  ?erdienstlicli  ist  jedeafalts  die  im 
dritten  Bande  enthaltene  selbststSndige  Darstellung  der  Integratien 
der  partiellen  Differentialgleichungen,  die  sebr  dasa  beitragen 
wird»  die  Bekanntschaft  mit  ilieser  wichtigen  Partie  der  lntegTai> 
recbnvni»  zu  erleichtern  und  weiter  zu  verbreiten,  und  in  der  sich, 
natfiriich  ganz  mit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  vuliig  enttpre- 
ebend,  besonders  viele  Antvendungen  auf  Mechanik  und  Physik 
finden.  Ueberall  hat  sich  der  Herr  Verfasser  einer  völlig  wissev» 
scbaftlichen  Strenge  der  Darstellung  in  der  anerlfennung^^^ertbe- 
sten  Weise  beiieissigt,  und  da.ss  er  die  Methode  der  GrSnzes  zn 
der  Basis  der  ganzen  Wissenschaft  macht,  bedarf  einer  Bemer- 
kung wohl  gar  nicht  weiter,  da  alle  anderen  Methoden  gegenwär- 
tig eine  wi^isenschafflielie  Berechtiguiiü  \i  llii;  verloren  haben,  als 
ganz  antiquirt  zu  hctracliten  sind,  und  von  gründlicheren  i^lathe« 
matikern  auch  nur  einer  Erw  ähnung  nicht  n»ehr  fiir  w  t  rlli  uelialte» 
werden,  insofern  es  «ich  nicht  uu)  die  (»'eschichte  der  Wissen- 
sctjiift  hatidelt.  Wir  halten  hieroaeii  das  vorlieircude  neue  Werk, 
auf  dessen  Hesprecliung  im  Einzelnen  bei  seinem  grossen  Cm- 
fani^e  uir  hier  nalüriich  nicht  eingehen  können,  jedenfalls  (ur  eine 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfcbleu  dasselbe  nochmals 
dringend  zu  sorgfältigster  Beachtung.  Bei  der  Wichtigtceit  des 
W'erks  iiiilleu  wir  es  fiir  nTithig,  unseren  Leser«  durch  die  fol- 
gende Angabe  des  llaujitinhalt«  den  grosseu  (Jmfaog  desselben 
vor  tiie  Augen  zu  führen. 

Erster  Band.  (Mit  52  in  den  Text  eingedrucicten  Figuren.) 
Ente s  Buch.  Differentialrechnung  für  Functionen  mit 
einer  unabhängig  Verimderlichen.  lulegiation  solcher 
Functionen.  Bestimmte  einfache  Integrale  und  An- 
wendungen derselben.  I.  Einleitung.  SJitze  aus  der  niedern 
Analysis.  (jränzwertiie.  II.  DifferentiaUjiH>ti(Mit  lnr  Functionen  einer 
einzigen  unabhängigen  \  «  randerlichen.  III.  Ditferentialquotienten 
höherer  Ordnung.  Bedeutung  tren isser  DiffercntiaUinotienten.  \  er- 
tauschun^  der  unabhängig  ^'el anniM iicin  n.  IV.  üntcrsuehnn«:  der 
scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  \  on  den  grüüsäten  und  klein- 
ste« Werthe«  für  Functionen  einer  uuahliangig  Veränderlichen. 
VI.  üiia  unbestitniute  Integral.  VII.  Das  bestimmte  Integral. 
Vin.  An\vendunL'  drr  heslinimten  Integrale  auf  Berechnung  von 
Flachen  mul  kürzer •  Inhalten ,  so  nie  von  Bogenlängen.  IX.  Die 
Theoreme  von  Taylor  und  Maclaurin,  riehst  der»'n  Anuendiin- 
gen.  X.  Die  S;it/e  von  Biirmann  und  La^range.  XI.  iSahe- 
rungsweise  Berechnung  eiues  bestimmten  Integrals.  —  Zweites 
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Bueh.  DifferaDtialrocbmiDft  fflr  FunetloneB  melirerei 
onabhfingig  VerSoderlicheii.  Vielfache  Integrale  und 
dereoADwendnog.  XII.  Differentialquotientca  filr  Fu&ef Ionen 
mehrerer  unabhängig  Verftoderliehen.  Vertauscbung  dieser  lets- 
tem.  Analytische  Anirendangen.  Xlli.  Vielfache  lategrale.  An- 
wendungen. XIV.  Weitere  Uotersachatigen  fiber  bestimmte  Integrale. 

Zweiter  Hand.  (Mit  15  in  den  Text  eini^ed ruckten  Figu- 
ren.) Drittes  Buch.  Integration  der  DilferentialgleicbuD- 
gen.  XV.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XVI.  Die 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.  XVil.  Von  den  beson» 
dem  Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  XVIll.  Integration 
der  gleicliaeitigen  Differentialgleichungen.  Viertes  Buch.  Unter- 
sachangen  über  bestimmte  Integrale.  Anhang.  XIX.  Die 
periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange.  XX.  Die 
elliptiscbeo  Integrale.  XXI.  Die  Eul ersehen  Integrale  oder  die 
Gamniafunetionen,  so  wie  einige  andere  Functionen.  XXII.  Re- 
daction  vieliacber  Integrale  nach  verschiedenen  Metboden.  An« 
hang;  Uebongen  nnd  Zn^ätxe  enthaltend. 

Dritter  Bmd«  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen. I.  Integralion  gleichzeitiger  Differentialglei- 
chungen mit  partiellen  Differc'iitjalquolienten  erster  Ordnung.  II.  In- 
tegration der  partiellen  Differcritialgklcliungen  erster  Ordnung. 
III.  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
drei  V^eränderlichen,  IV.  Difl'erential^leichungen  zwischen  drei  Ver- 
änderlichen zweiter  Ordnung  und  nicht  linearer  Form,  oder  höhe- 
rer Ordnun«?.  V.  Partiolle  Differentialgleichungen  ujit  mehr  als 
drei  Ver  n  üerlichen.  ^  1.  Aufhisung  einiger  Probleme  der  Hydro-  • 
dynauiik.  VII.  Die  Laplace'sche  Functionen.  Anhang  (welcher 
vorzüglich  Probleme  der  höhern  Mechanik,  auch  aus  der  phyi»i- 
schen  Aistronomie.  namentlich  in  iiücksicbt  auf  das  iStürungs* 
Problem,  enthält). 


Maschinenlehre. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vortrage,  sowie  zum  N  I  h  ststu  di  u  m  des  heutigen  Ma- 
sch i  n  e  n  w  e  s  e  iks  ,  mit  h  e  s  o  n  d  e  r  e  r  Berücksichtigung  sei* 
ner  1  11  tw  ickeiung.  Für  angehende  Techniker,  Came- 
raÜKten,  Landwirt  he  und  Gebildete  jeden  Standes. 
\  ow  Dr.  IVIoritz  u  fi  I  m  a  n  n  ,  Professor  an  der  polytech« 
nittcheuiScbule  in  Hannover.  Mit  zahlreichen  Holzechn. 
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I.  Bandes  2.  H&lfte.  Brau  nach  weig.  SchweUehk«  und 
Sohn.   1802.  a 

Die  erste  Hälfte  <!p>;  erstin  l'aniles  dieses  sehr  verdienstlichen  | 
Werks  ie»t  im  Litcrar  fJcr.  .Nr.  (  XLVII.  S.  4.  angezeigt,  und  der  ' 
allgemeine  Charakter  und  die  Tendenz  desselben,  uie  wir  irJan 
'  ben,  dort  schon  so  deutlich  von  uns  dargelegt  worden,  diiss  hier 
etwas  Weiteres  darüber  zu  sa?jen  liherflu'ssig  &ein  würde.  Be- 
merken wollen  wir  daher  Fiur,   dass  der  Herr  Verfasser  seinen 
Zweck,  vorzugsweise  eine  Beschreibung  der  BTasrhinen  in  mehr 
populärer  Oarsteliungsweise  zu  liefern,  unverrückt  vor  Aiigen  be- 
halten und  sich,  bei  aller  Kürze,  doch  Avj  i^rossten  Deutlichkeif 
und  Klarheit  hefleissigt  hat,  welche  die  trefflichen  Holzschuitte 
und  überhaupt  die  in  jeder  Beziehung   ausgezeichnete  äussere 
Ausstattung  nur  noch  zu  erhüben  geeignet  sind.    Den  sehr  inter- 
essanten  und   instructlven  geschichtlichen  Einleitungen,  die  in 
einem  Werke  dieser  Tendenz  ganz  an  ihrem  Orte  sind,  scheint 
in  dieser  zweiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  fast  noch  niebr  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden  zu  sein  als  in  der  ersten  Hilft« 
dieses  Bandes.    Die  in  der  früheren  Anzeige  von  uns  ausgespro* 
ebene  Empfehlung  dieses  unserer  Literatur  Ebre  machenden  Werks 
können  wir  daher  hier  nur  aus  vollkommener  Ueberzeugnng  wie- 
derholen, und  wollen  nun  im  Folgenden  für  unsere  Leser  noch 
eine  Cebersicht  der  UaupttbeUe  des  Inhalts  dieser  zweiCeo  H&lfte 
geben : 

Sechstes  Kapitel.    Tbei Imascbinen  (Kreistheilraascbi- 
nen,  Längentheilmaschinen  nach  vorausgeschickter  sehr  iuteres- 
'  santer  geschichtlicher  Einleitung  wie  in  allen  Kapiteln,  was  wir 
nachher  nicht  überall  noch  besonders  bemerken  werden).  Zweite 
JLbthellung^.    Masetalnen  9Eur  TerriehtniiK  nützHclier 
mechanischer  Arbeiten.  —  I.  Abschnitt.    Erstes  Kapi- 
tel.    Maschinen    zur    Aufnahme    der   M  en  s  c  h  e  n  k  r  ä  i  te 
(Hebel,  Kurbel,  Lauf-,  Tret-  und  Sprossenräder,  Coignet -Maschi- 
nen).   Zweites  Kapitel.    Maschinen   zur  Aufnahme  der 
Thierkräfte  (tiöpel,   Tretwerke,  Triüniaschinen).  —  II.  Ab- 
schnitt.    Erstes  Kapitel.    Verticale  Wasserrad  t  r  (lÜii- 
theilung  der  Wasserräder,  Räder  in  geradem  Gerinne,  Kader  in 
gekrüaimtem  Gerinne,  unterschläjiige  \Vasserra<lcr  in  freiem  Strome; 
Kropfräder  mit  Durchlassschützen,  mit  l/ehei  lalleinlaul ,  mit  Cou- 
lisseneinlauf :   rückenschlägige  Wasserrader,   obersrhlagige  Was- 
serräder).    Zweites   Kapitel     Hoiizuntale  Wasserräder 
(Eintheilung,  Fourncyron-Vollturbinen ,  Fourneyroti-Partialttirhinen, 
Henscbel-Jonval-Turbineu ,  Turbinen  ohne  Leit-Curven - Apjiarate, 
die  Turbinen  im  Vergleich   mit   den   verticalen  Wasserrädern). 
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Dritte«  Kapitel;  W«88ereiiil#Biüa«cliinen  (Reidienbaebs 
WasMrsäoleamaschineD,  die  neuesten  Weeeereänlenmaeebinen).  — ^ 
HL  Abaehnitt.  Windräder.   Emtes  Kapitel.  (Geecbicht- 

liclie  Einleitung.)  Zweites  Kapitel.  Die  BockwindmQble. 
Drittes  Kapitel.  Die  holländische  WindmOhle  (Allge- 
meines über  Windräder).  —  IV.  Abschnitt.  Dampfmaschi- 
nen. Erstem  Kapitel.  (Cieschichtliihe  Einleitung.)  Zweites 
Kapitel.  (Eintheilung  cier  Dampfmaschinen»  Steiierunuen  bei 
Dampfmaschinen  im  Aligemeinen,  verscliieilene  Expansions- An* 
tinlijungen  ,  Condensatnren  ,  Vorwärmer,  Lei^tungsbestimmung  der 
Danipfmaschinen  durch  dircf  te  und  indirecte  Messung).  Drittes 
Kapitel.  D  a  in  |>  Ik  o  8  s  e  I  und  ZubehHr  (verschiedene  Dampf- 
ke.Heieliuniieii  uml  deren  ßeurtheitung  :  koflerkessel,  C\  lindcfkessel, 
Kessel  mit  »Siederühren,  Kei«8el  mit  Vorivärmern,  Kesfiel  mit  in- 
wendigem Feuer  Heerde,  Albansche  «nd  Heu  sc  he  Ische  Kessel, 
beste  Kessel  für  den  (ie«erlie-  uncl  Fiiiirikbetrieh,  Dimertsions- 
verhältiiisse  der  namplkessel  tn  il  ztigehürigc  Feuerung»- Anlagen, 
Sicherheits- N'orrichtungen  bei  Dampl  ke.«5<!p|n  r  Sichei  hc  it.Kventile, 
Wasserstamlsiilaser,  t^rt»birhahne,  Manometer;  über  Kesselstein- 
bildungcii,  Kessel- Explosionen).  Z  u  s  a  t  z  -  K  a  pi  t e I  (l»e.«ior»dere 
Dampfmaschinen  und  andere  Betriehsniascbinen  zum  Ersätze  der- 
selben). 

Wir  sehen  den  weiteren  FortsetEungen  dea  ▼erdienatlicben« 
«inem  Bedflrfniase  in  Evreckniaasiger  IVeise  abbelfenden  Werkes 
mit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  so- 
gleicb  zur  Anaeige  bringen»  so  bald  sie  zu  unserer  Kenntniss 
gelangen. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  rAead^niie  Royale  des  scIences,  des 
lettres  et  des  beauz-arta  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Oer.  Mr.  CU.  8.6.) 

29"»«  Annee,  2"««  S^r.  T.  IX.  1859.  Occultatlon  des  pleiades, 
le  8  ffecembre  ]85y;  notice  <Ie  M.  Ad.  Quetelet.  p.  U.  —  Note 
sor  reconlement  des  eaux  qui  circulcnt  a  la  .^urlacc  de  Ii  terre; 
par  M.  Laniarle.  p.  12.  —  INote  sur  la  vitesse  du  bruit  du  toii- 
oerre;  par  M.  IVIontigny  p.  5ö.  —  Note  sur  quehpies  proprid- 
t^s  des  ligiies  traeees  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Ph. 
Ciilbert.  p.  45.  —  Sur  la  periode  aniiuello  de  Tintensite  borizon- 
taie  du  magnetisme  terrestre;  par  IM.  Lamont.   p.  116.  —  Ob- 
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MTvatloDS  de  ia  loo«  et  dee  dtoilee  de  indine  cttlmiaatieB  faltoe 
en  1859.  Notice  de  M.  Eroeet  Qnetelet.  p.  120.  Soltttloe 
g^omdtriqae  d*nne  edrie  de  probtoea  reliUfe  ä  Tart  dea  eoaatni^ 
tiona;  per  M«  Lamarle.  p.  127.  —  Orage  da  10  Unwt  180Q; 
acte  da  M.  Ad.  Quetelet.  p.  263.  —  Commnaieatioii  lelatiia 
anx  moyeoa  de  prdmunir  lea  ddifieea  contra  lee  raragea  da  la 
fondre;  par  M.  de  Vaax.  p«  277.  —  Saite  dea  obaervatimw  aar 
la  lomi^re  soVIiaeale,  faitea  k  Mfinater;  du  20  decembra  1858  at 
23fdvrier  1860,  par  M. Heia.  p.3öO.     Solotion gdomdtriqae d'oaa 
adrie  de  probl^mes  relatifa  k  Tart  dea  eoRatructiooa ;  par  M.  L  aaia  r f e. 
(Saite  et  fio.)  p.  361.  —  Projet  de  eoardrence  interaatlonala,  paar 
dteadre,  aar  le  globe  entier«  le  ayatöma  dea  obaenratioiia  oiMi- 
ralogiquea  adopte  poar  la  mar,  dana  la  Coefdreaea  de  18S3b  Lattia 
de  II.  Maury  i  M«  Ad.  Qaetetet  p.  415»  —  Pfadeomteaa 
mdtdororoglqoea ;  par  MM.  Ad.  Qaetelet  et  Erneat  Qneta- 
let.  p.  433. 

29"«  Aande,  2"*«  Sdr.,  T.  X.  186a  Sur  an  natt?eao  ayat^ 
earegiatreur  dea  obeerratiooa  de  tooa  lea  inatrameota  mdtdoiole- 
giquea;  par  M.  Ch.  No«I.   Rappoi;t  de  M.  Oaprea.  p.  6<  — 
Rechercbea  aar  la  capillaritd,  par  M.  Bdde.  Rappart  de  M.  P Jä- 
te aa.  p.  47.  —  T^lögrapbea.  Note  aar  lea  effeta  de  l'orage  da 
15  mal  1860^  aax  environa  de  Tirlemoat;  par  M.  Tin  eben  t.  p.  56. 
—  Note  aar  Tdclypae  de  aoleil  du  18  Jaillet  1860,  observee  I 
l'Obaervafoire  royai  de  Braxclles;  par  M.  Erneat  Quetelet 
p.  181.  —  Note  sur  i'dclipae  partielle  du  eoleil,  observ^  ä  Keo- 
aitigton  le  18  joiltet  1860;  par  M.  Ad.  Qaetelet.  p.  185.  ^ 
Ddterniinatlon  et  comparaiaon  dea  haoteura  baromdtriques  sow 
llnflueace  dea  differeota  venta»  avee  lea  Inteaaitda  et  les  tempe 
ratarea  de  cea  venta,  H  apres  lea  obaervationa  foltea  &  BruxeUes; 
par  M.  Cb.  Montigny.  p.  187.  -*  Notice  aor  les  paratonnerres: 
par  M.  Jaspar.   p.  39^  —  Sor  tea  dtoilea  filantes  du  7  au  Ii 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Qaetelet.  p.4I0.  -  Sur  les  dtoi- 
lea filantes  du  10  aodt;  Lettre  de  M.  Duprez  k  M.  Ad.  Que 
tatet   p.  412.  —  Sor  lea  dtoilea  da  10  aoüt  et  sur  les  pheno- 
mtaea  pdriodiqaea  en  gendral.  Lettre  de  M.  Herrick  a  M.  Ad. 
Qaetelet  p.  414.  —  Note  aar  lea  principales perturhations  ina^n«'- 
tlqaea  de  1860,  par  M.  Ad.  Qoetelet   p.  420.  —  Anrores  bo- 
rdalea  obaenrdes  peodant  le  roois  daoöt  1860;  coinnHini( atim  de 
M.  Heia.   p.  422.  —  Relevd  des  perturbations  tjui  ont  civ  tön« 
atatdes  k  Brazellea  dana  le  service  des  lignes  tel^f^raphiques  \e» 
S,  9,  10,  11  et  12  aodt  1860;  communique  le  13  aoilt  par  M.  Vin- 
ahant.   p.  423.  —  Occoltation  des  plöiadcs,  obscrvee  a  Bruxel* 
lea  le  6  aeptembre  1860.   p.  425.  —  Sur  les  protub^raoces  rooges 
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observ^s  pmdaiit  T^clipse  de  noleil  du  18  joillet  1860.  Lettre 
de  M.  Lamont  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.  426.  (8«br  richtig  sagt 
Herr  Lamont  rücksichtlicb  der  bekannten  Frage  wegen  der  Natitr 
dieser  Erscbeinungen :  il  fant  con^enir  qae  lapplicatioB  des  lois 
connnes  de  l'optique  offre  de  grandes  difficalt^s»  parce  qv'il  est 
iinpossible  dans  TexptSrience  d'imiter  les  conditioos 
qni  existent  dans  la  nature^S  worin  wir  ibm  Tollkommen  M* 
stionien ,  und  jedes  Unternebneo ,  diese  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Experiments  nacbabmen  in  wollen,  ffir  ganz  TerMIt 
und  für  von  keiner  richtigen  Kenntniss  und  Erkenntnis«,  ja  vOl» 
liger  Unkenntniss  dessen,  woraof  es  hier  ankommt,  zeugend  bal* 
ten.  G.)  — '  Intensit^  des  vents»  obserri^e  k  Utrecht  pendant  lee 
ann^^es  1849  ä  1864.  p.  510.  —  Sur  les  pb^noXi^nes  p^riodiqnes 
des  plantes  et  des  animanx;  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  518.  — 
Note  sur  le  di^veluppement  homolographique  des  surfaces  de  r^vo* 
lution;  par  M.  E.  Lamarle.  p.  530.  —  Sur  la  construction  des 
paratonoerres ;  par  M.  Sacre.  Rapport  du  major  Liagre.  p.  604. 

—  Sur  une  nouvelle  fonction  g^n^ratrice  des  fonctions  symmetri- 
qnes«  par  M.  F.  Meier,  p.  608.  —  Sur  la  construction  des  pa- 
ratonoerres. Note  de  M.  E.  Sacr<$.  p.  631.  ~  Rapports  der 
Herren  Ad.  Quetelet,  Dupres,  Liagre  Aber  zwei  eingegan- 
gene Bearheltangen  der  Aufgabe:  „On  demande  d'exposer  la 
thdorie  probable  des  ötoiles  Glaotes,  et  d'indiquer  les  bauteurs 
oü  elles  se  forment,  apparaissent  et  s'^teignent»  eo  appuyant 
cette  th^orie  sur  les  faits  obser?($s. 

30^<*  Ann<$e,  2^  S^r.,  T.  XI.  Sur  le  minimum  de  temp^- 
rature  ä  Bruxelles;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  9.  —  Extension 
g^n^rale  du  proc^^  suivi  pour  le  d^veloppement  homolographique 
des  surfaces  de  revolution;  par  M.  E.  Lamarle.  p. 42.  — •  Sur 
une  oote  de  M.  Florimond,  concernant  r<^lectrieitd  atmosph^ri- 
qne.   Rapport  des  MM.  de  Montigny  et  Gloesener.   p.  156. 

—  Sur  une  note  de  1^1.  Ph.  Gilbert,  concernant  la  th^orie  des 
^qoations  diff^rentielles  lineaires.  Rapport  de  M.  T i  m m  e  r m  a  n  ». 
p.  ITtt.  —  Sur  la  physique  du  globe;  par  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  th^orie  des  öquations  diff^rentielles 
Unfaires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  200.  —  Observation  de  Toc- 
cultation  des  pUiades  et  du  passage  au  m<$ridien  de  la  lune  et 
des  steiles  de  m^me  culmination,  le  17  f^vrier  1861.  Notice  de 
M.  A.  Quetelet  p.  289.  —  Note  sur  rinclinaison  et  la  d^cli- 
naison  de  Taiguille  aimant^e  en  1860  et  1861.  p.  316.  —  Note  sur 
me  aurm  bor^ale  obserr^e  le  9  mars  1861 :  par  M.  Ad.  Q u e • 
tnlet  p.317.  —  Note  sur  l'orage  du  28  mars  1861 ;  par  le  meme. 
pw  318^  —  De  r^tat  de  la  fenillaison  et  de  la  iloraison,  ao  com* 
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manetmeit  de  1861 ;  par  le  Mdiie.  |i.  919«  —  f9«toi«r  Ift  dMor- 
aÜMtloii  g^eai^iqiM  dM  MlieolilM  gmekta  «nMseptfUe«  ile 
s'appliquer  To«  mir  r«ntr*  aui  d^Uim  bI  dnplimtme;  par 
M.  Lamarle  p,  331.  S«r  la  owMr«  da  l'are  de  p«IMe  aam- 
p^en  de  pkw  grand  ddveloppement ;  par  M.  le  gäoäral  Nerea* 
b arger,  p.  467.  Reeberehaa  aar  la  oaaae  de  llaflacace  da 
fwrt  aar  la  preaaiea  atmoapbdriqae ;  par  M.  Montigny.  p.  467. 
(AaeFfibrUche»  wobl  zu  beachtende  Abbandhog.)  —  Nete  aar  daa 
appareiU  servant  b  faellilar  TMde  de  la  thdovie  daa  eadaa  bnai» 
neusea  o«  de  ia  tb^arie  des  ondes  sonores;  par  M.  £•  Boaa- 
seau.  p.  607.  Obserratioos  sur  les  effata  da  la  cbalear  daaa 
ies  aipboos  renTersda  k  trois  brancbes,  qui  feaetioonent  ä  Bar> 
donn^be  au  mofit  Geais  et  da  cetö  de  Modane;  par  M.  A.  de 
Caligny.  p.  627.  —  Note  aar  Tinventioo  et  la  diapositioa,  daa 
vannea  cylMriques  dans  les  sipbons  renversiis  trois  brancbes 
qui  fonetboBoitt  k  Bardonn&cbe;  parle  m^me.  p.  633.  Suite 
des  observatioiis  de  la  ioari^ga  todiacale  faltes  a  Munster;  par 
M.  Heis.  p.  640.  —  l^tailes  filaotes  da  mois  d'aoüt  et  dn  mois 
de  Dovembre  1660;  par  le  ndme.  p.  643.  —  Aurores  bor^es 
en  1860  et  1861  >  observatioas  rseaelKes;  par  le  Böne.  p.  644. 

30™*  Annöe,  2*"*  Ser.  T.  XII.  1861.    Sur  la  grande  cometc 
de  jttiUet  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.   p.  14»  —  Variations  des 
instrumenta  de  meteorologie,  pendaiit  les  orages  du  20  et  du  21 
juin  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.   p.  IC.  —  Sur  la  atatistiqoa 
g^nörale  des  diflferent$  pays;   par  M.  Ad.  Quetelet.   p.  99.  — 
Sur  Ic  Systeme  dreimal;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  110.  —  ConMe 
II  <ie  1861.   Observations  de  M.  Er nost  Quetelet.   p.  III.  — 
Steiles  filantes  du  mois  d'aoüt  1861.   Notice  de  M.  Ad,  Quete> 
iet   p.  173.  —  Sur  le  meme  pb^nomdne  observe  aux  l^tats-Unis. 
Lettre  adres^^e  k  M.  Ad.  Quetelet;  par  M.  E.  C.  Herrick, 
p.  175.  —  Sur  le  in^me  phenomeue  observe  a  Rome;   par  H** 
Catber.  Scarpellini.  Lettre  adressde  Ii M.  Ad.  Quetelet.  p.  180l 
—  Sur  la  Variation  de  rinclinaison  annaeile  ä  rObaervatoire  de 
Braxellea;  par  BL  flansteen.    Lettre  k  M.  Ad.  Qoetelet. 
p.  166.  — *  Aafroerksam  niacbeo  wir  noch  auf  die  in  der  affoDtll- 
eben  Sitzung  vorn  16.  December  1861  van  dem  Präsidenten  der 
'  Akademie  Herrn  Major  Liagre  gehaltene  Rede  (iiier  Stellar* 
Aatroaoiaie,  werln  natfirllch  bauptafteUlcb  die  Verdienate  Uev- 
acbera  und  Strpve'a  aacb  ibram  grfiaaen  Verdienet  gawQrdigt 
werdei. 
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Ameige  einer  Büste  von  Kopernikus. 

*  kh  «rfamb«  mU  CUpMibgOsso  «liier  BMe  von  Nikolaus  Ko« 
^efolkiis,  die  leb  Im  Aollnife  der  UolTereitlt  an  Knkra  Ar 
dae  dortige  Meeenie  «eegefilhrt  habe»  una  Verbaalo  aambletoa. 

Dem  Kopfo  ist  das  Porträt  von  M.  Basct  i  Gnimle  gclcß^t. 
I>ea  Jockei  bilden  zwei  liücher  mit  den  Aulsr  Iiriften:  Kegio- 
montantjs  und  Purbach.  Die  eigentliche  Console  zeigt  vorn 
die  OrtginalzeicbnuDg  des  Weltsystemes  von  Kopernikus,  die 
abgeetumpfteo  Ecken  «ind  mit  dem  Astrolabiom  und  der  Armil- 
lafapbire  Yeralerty  die  linke  Seitenfläche  bat  die  Nameo:  Pbüo- 
laQ0,  Nicetas,  Aristarcbus,  die  rechte  die  Namen:  Rbeti- 
cus,  Galilei»  Kepler  eingegraben.  Das  Ganae  wird  Ton  einer 
£ole  getragen,  die  das  Jagelloniscbe  Wappen  in  ihren  Klanea 
bilt  Die  Rflebrnraad  aoH  aieb  aa  eiaer  Maiwr  befiadea. 

Ein  Kxeraplar  der  etwas  mehr  als  lebensjfrossen ,  dem  Origi- 
nale vuUig  gleichen  Huste  liefere  ich  zu  50  Guide»  üaterreichi- 
scher  Währung  in  Banknoten;  ein  Exemplar  der  kleineren  Nach- 
biidun?.  sammt  Tragstein  10  Zoll  hoch,  zu  ü  fl.^  Verpackung  und 
Spedition  iverden  hoj^onders  verrechnet.  —  Geehrte  Aufträge 
erbitte  ich  mir  tjnter  niriner  Adresse  bis  letzten  Juli  d.  .T.  nach 
Wien  (Akademie  der  bildenden  Ikünate)  vom  1.  AagHat  an  nacb 
Mrakaa. 

Wien,  dea  28.  Jaal  1802. 

rraaa  M.  Wyapiai&alii, 
midbaaar. 
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Nachschrift  «les  Ueraoftgebera. 

Herr  Bildhauer  Wyspianaki  in  Wion  hat  mir  cin'^  l*fii>to 
graphie  der  im  Vorstehenden  angezeigten  Büste  von  Koperni- 
kus  eingesandt,  und  ich  lauss  sagen,  dass  ich  durch  die  Nrhütj- 
heit  derselben,  namentlich  durch  den  Au.sdrnck  des  Edel i:uj(li- 
und  des  Tief^inn«,  «eichen  der  fatcntvolle  jnnge  Künstler  dem 
schonen  Gesirlit   des  nnsferldi«  Ih  ij  Mannes  /n  <z:ebcn  vcrstandpr 
hat,  sehr  erlrent  vTordcn  hin,  so  dass  ich  für  mich  selbst  iinee 
säumt  ein  kleineres  Exemplar  dieses  Knnshverkes  bestellt  hahe. 
da  das  gn'issere  für  die  bes(  fieith  n cn  Käume  meiner  Wohnung 
nicht  passend  i^t.     Es  inarht  m'n    u.in/.  besondere  Freude,  n/le 
Mathematiker  und  AstmiKinicn  auf  diese  Hüsfe  aufmerksam  machen 
zu  können«  und  eropfebie  ihnen  dieselbe  recht  sehr  zut  Aiiacbaffuo|. 

Greifswald,  den  S.  Juli  186i. 

Gruner  t. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes,  enthaltend  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  l'^ächen,  der  gewun- 
denen Kurven  und  der  Linien  auf  den  Flächen;  dit 
Eigenschaft  en  der  (ho  mo  fokalen)  Flächen  zu-eiten 
Grades  und  der  Linien  auf  denselben.  Von  Dr.  Otto 
BukltiD.  Mit  Figuren  in  Holssch nitten.  Stuttgart. 
Becher's  Verlag.  1861.  8. 

VorlessDgett  fiber  analytische  Geometrie  des  Rau. 
mes,  lnabesondere>Qber  Oberflfichen  zweiter  Ordnung, 
von  Dr.  Otto  Hesse,  ordeotl.  Professor  ai»  der  Un  i  %-  er- 
sltftt  zu  Heidelberg.   Leipzig.   B.  G.  Teobner.   1861.  8 

Diese  im  varigen  Jahre  erschienenen  Schriften  betreffen  beide 
die  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  unterscheiden  sich  aber 
sowohl  in  Bezug  auf  den  Inhalt,  als  aach  in  Bezog  auf  die  Fona 
oder  die  Methode  der  Behandlung,  mehrfach  wesentlich  von  eie- 
ander.  Beide  sind  nach  unserer  Ueberzeugnng  mit  besonderM 
Dank  aufsonehmende  Erscheinangen  auf  dem  Gebiete  der  ^eat« 
sehen  mathematischen  Literatur,  und  messen  einem  Jeden,  der 
sich  ßir  die  neueren  Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  interessirt,  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  werden. 

Das  Buch  des  Herrn  Bohlen  bat  vorzugsneise  die  alli:«- 
meinsten  Etgenschaflen  der  FlSchen  lind  der  Linien  auf  denselben 
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im  Aui»e,  ohne  dabei  in  einziehender,  vur/iiirsneise  aber  immer 
hauptsächlich  das  Allizeineinere  im  Auge  behaltend^  Weiae^  eine 
bttsondere  Betrachtunp;  der  Flächen  des  zweiten  Grades  auszo- 
scbliesseii.  und  wir  sind  der  Meinung»  <ius8  man  Jetzt  in  keinem 
anderen  Buche  (  ine  gleich  voli^itändige  Darstellung  alier  dieser 
höchst  merkwünlif^en  nlli^enieinen  Eigenschaften  der  Flächen  fin- 
den dürfte,  unter  denen  keine  s:erin*i;e  Anzahl  von  dem  Herrn 
Ver(as8er  selbst  gefundener  neuer  Sätze  vorkommt.    Die  Metbode 
der  Behandlung  kann  man  eine  rein  analytische  nicht  nennen, 
indem  der  Herr  Verfasser  vielnielir  >einen  Untersuchungen  häufig 
geometrische  Anschauunnsweis»»!!  zu  (irunde  legt  und  vielfach  die 
Hülfe   des    sogenannten   Uneiidlichkleinen   in  Anspruch  nimmt. 
Eben  deshalb  kommeu  auch,  weiiigstens  nicht  besonders  bervor- 
tretoKl,  allgemeine  analytische   Transformationen  nicht  vielfach 
vor,  wenti  man  nicht  hierl.er  den  allerdin£;s  in  sohr  ijrosser  Aus- 
dehnung gemachten  Gehranrh  der  sogenannten  eiiiptist  hen  ( oor- 
dinaten  rechnen  will.    \\  ir  gestehen,  «lass  diese,  um  so  zu  sa?jen, 
mehr  geometrische  Seite  des  Buchs  uns,  wenn  wir  auch  seihst 
dl*'  reiij   analytische  Behandlung  mit  Vorliebe  pflegen,  eir»  gaux 
besondeio  Interesse  abgev\  f  fini^n  und  uns  von  iSonem  gezeigt 
hat,  wie  leicht  diese  BehandlunL;s\\  <  iso  nft  zu  nl>errascher]den 
Resultaten  führt.    Ks  ist  also,  ausser  dt-j  ungemein  i^rosseu  Ktich- 
baltigkcit  des  Stoflfs,  namentlich  auch  diese  Art      r  FI«'handlung, 
welche  das  Buch  (Vir  einen  Jedou  .   der  die  neuere  (ieonietrie  der 
Flächen  kennefi  h  rn»  ii  will,  so  eniidi  Idenswerth  macht.    Die  fol- 
gende Anjiahe  des  Inhalts  \vird  den  Lesern  zeigen,  was  sie  rück- 
sichtlich  des  Stotis  ia  dem  Buche  /n  erwarten  haben:    §.  I.  Von 
den  Winkeln  zwischen  Geraden  und  Ehenen.       2.  Die  1  an^en 
tialehfrif  und  Nonnale  einer  Fläche.    §.3.  konjugirtc  i  ani^cTiten. 
§.4.  6)ie  K ni Iii rii u II L;.slinit*u.    §  5.  Ueber  di«;  unendlich  nahen  INor- 
malen  einer  Kiäche.    §.  ö.  Die  Krümmungshali)iii('8ser  der  Normal- 
schnitte,   ^l*.  7.  \Y\o  Crnssofi  <T  und  y.    §.  8.  Die  Kniaiinungsbalb* 
messer  der  schieieii  Schmlte.    §.9.   Die  Suroskulalions- Normal- 
kreise.     §.  10.   Ueber   kojijuQ^irte   Liniensystcine.     §11.  Andere 
Form    der   Gleichungen   liir  die    Normal»*   und  TangenVialebene. 
§.  12.  Die  gewundenen   Kurven.    ^.  13.  Die  •j;e\vunrlenen  Kurven. 
Fortsetzung.     §   14.   Die  gewundenen  kurven.     Scbluss.    §.  15. 
Die  Linien  aul  den  Ki.u  h»  t:     ^j.  Ki.  Di»^  Linien  auf  den  Flachen. 
FortsetzunL'.    ^  17.  Die  Linten  auf  den  b Liehen.    Schluss.    §.  18. 
Zusammenslellitiii;  \nn  Formeln  liir  die  Klächen  zweiten  Grades. 
Das  Eliipsoifi  und  die  ilvfierhotuide.       lU.  Zusammenstellung  von 
Formeln  für  die  Flachenzweiten  («rades.    Fortsetzung.    Der  Ke» , 
gel.   §.       Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  Flächen  zwei- 
ten Grades.  Schlaw.   Die  Paraboloide.  $.  2L  Die  bomofokalen 
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centrisclien  Flächen  ziveifen  lirades.  Das  Ellipsoid  aoti  die  bei- 
den Hyperbol|ide.  §.  '2*2.  Die  homolokalen  ccntrischen  Flüchen 
«weiten  Grades.  Fortsi  tzung.  §.23.  Die  Krüniniungslinien  der 
eentrischen  homotokalen  Fliehen.  24.  Die  geodätischen  l^inies 
auf  den  ccntrischen  homofokalen  Flächen.  §.  25.  Die  geodätiscrbea 
Linien  auf  den  rentrisclien  homofokaien  Flächen.  Fortsetzung. 
{.26.  Allgemeine  Gleichung  der  Linien  auf  den  centrischen  Ffl- 
chen  zweiten  Grades.  §.  27.  Die  homofnicalen  Fliehen  ziveiten 
Grades.  Homofokale  Kegel.  §.  28.  Die  homofokalen  FISeben  ?rTref> 
ten  Grades.  Uomofokale  Paraboloide.  §.  29.  Die  boinotoka/eD 
\  Flächen  zweiten  Grades.  Honiolokalc  Paraboloide.  Sehl«*?!?. 
§.  3().  Ueber  krummlinige  Coorduiaten  und  coordinirte  Fl&ebeo. 
Anhang. 

Man  mufls  den  Reichthum  unterer  Wissenschaft  wahrhaft 

■ 

bewundern,  wenn  man  die  vielen  überaus  raerkwflrdlgeo  allge- 
meinen Eigenschafken  Irennen  lernt«  welche  keineswegs  nach  be- 
stimmten Gesetien»  sondern  Oberhaupt  nur  in  irgend  einer  Weise 
\  gesetamSssig  gekrümmte  Flächen  und  Linien  haben;  and  diesen 
Reichtburo  zu  documentiren,  scheint  uns  das  vorliegende  Buch 
besonders  geeignet. 

Das  iiuch  des  Herrn  Hesse,  in  i^einer  Art  jedenfallä  ebenso 
empfehlend"  erth  wie  das  vurhergehende,  beachäfti^tt  sich  mit  der 
allgemeinen  TIhmhIc  iler  Flächen  nicht  (nur  die  N'orlesun^eu  XXVll, 
XXVIII,  XXiX  enthalten  Alli^emeineres  über  Flächen),  sondern 
ist  fast  ausKchliesslicli  den  Flächen  der  zweiten  Or(lnuTr.i  iie\vid- 
met.  Die  Darstclluii^^  ist  nicht  bloss  eine  rein  analytiiscbe  zu 
nennen,  sondern  enthält  zugleich  einen  .^^ehr  grossen  Helcbthuni 
scharfsinniger  und  höchst  interessanter  allgemeiner  analytischer 
Transformations-  und  SuliHtitutions  iMtllioden,  denen  iler  Herr 
Verfasser  uberall  eine  solche  Allaetneinheit  vi^^rleiliet,  dass  sie, 
um  so  zu  sagen,  den  (  harakter  al ([gemeiner  analytischer  Unter- 
suchungs  -  Methoden  erhalten  und  annehmen,  wobei  zugleich  ver- 
schiedene Coordinatensystenie  in  Anwendung  gebracht  und  iu  | 
analytischer  Allgemeinheit  dargestellt  erden,  in  welcher  Be- 
ziehung wir  namcfitlich  eine  in  mehrfacher  Beziehung  meisterhaltt» 
Darstellung  der  elliiitischen  Coardinaten  in  der  Ebene  und  der 
elliptischen  Uaumcoordinaten  in  der  21sten  und  22sten  Vorlesnog, 
so  wie  ganz  besonders  auch  die  darauf  gegründete  Theorie  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid,  wo  auf  $.81.  auch  das  voll- 
stfindige  Integral  dieser  Linien  vorkommt,  hervorheben.  Dass 
unter  den  allgemeinen  Transformations- Metboden  auch  die  De- 
terminanten eine  grosse  RoUe  spielen,  versteht  sich  hei  einem 
Verfasser»  dem  die  Theorie  dieser  Grilsseiiformea  so  weseotKcbe 
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B«releh«roiigen  verdankt,  ganz  von  selbst.  Wir  glauben  hiedurch 
fte  aiugeBeicbnete  und  in  jeder  Beziehung  dringend  sur  ßeacfa- 
tang  zu  empfehlende  Boch,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet, 
im  Aflgemeincn  hinreichend  charakterlsirt  zu  haben,  und  wolles 
nur  noch  durch  die  folgende  Angabe  des  Hauptinhalts  dem  Leser 
zeigen,  wie  viel  Wichtiges  und  Intereetantae  ihm  hier  geboteo 
wird:  L  Einleitung.  II.  Die  Ebene  im  Räume.  Iii.  Ebenen  im 
Räume.  TV.  Das  Pascal'scbe  Sechseck  und  damit  verivendte  Fi- 
guren* V.  Der  Punkt  im  Räume  und  Punkte  im  Räume.  VI. 
Homogene  Coordinaten.  Gerade  Linien  im  Ranme.  VII.  Deter- 
minanten. VIII.  Ganze  homogene  Functionen«  IX.  Allgemeine 
Eigenecbailten  der  Flächen  aweiter  Ordnung.  X,  Pole  und  Po- 
larebenen der  Oberflächen  zweiter  Orduung.  XI.  Weitere  allge- 
meine Eigeoachaften  der  Oberflfteben  zweiter  Ordnung.  XU«  Fort- 
setzung der  aebnten  Vorlesung  über  Pole  und  Poiarebenen  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung*  ReciprocitSt.  XIIL  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Transformation  der  Coordinaten 
mit  Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen.  XIV.  Cri- 
terium  des  Kegels  sweiter  Ordnung.  Tangenten -Pol  der  Ober* 
fläche  sweiter  Ordnung.  XV.  Criteriuro  der  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung.  Die  Schnittcurven  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  sweiter  Ordnung  aurgefaast 
XVI.  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnittcur?e 
zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen.  XVII.  Greni- 
fläcben  sweiter  Ordnung,  welche  acht  beliebig  gegebene  "Ebenen 
berühren.  XVIIi.  Transformation  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  diir(  fi  lineare  homogene  Substitutionen.  XIX.  Lineare 
Coordinaten- Transformation.  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinatensysteme  mit  demselben  Anfangspunkt.  XX.  Transforma- 
tion der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf  die  Hauptazen.  XXI. 
Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Corven  zweiter  Ordnung.  Con« 
focale  Kegelschnitte  und  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene. 
XXII.  Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung. Confocale  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Confocale  Ober- 
fliichen  zweiter  Ordnun!?  und  elliptische  Raum  coordinaten.  XXllI. 
Kurzeste  Linien  auf  dem  Eilipsnid.  XXIV.  Focalcuryen  der  Ober* 
flächen  zweiter  Ordnung.  XXV.  Geometrische  Deutung  der  ku- 
bischen Gleichung  /IssO,  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche /weiter  Ordnung  abhängen.  XXVI.  Bedingungen  ßtr  die 
Rotationsober  dächen  zweiter  Ordnung.  XXVII.  SebnlUe  Ton 
Obefflächen  zweiter  Ordnung  mit  Ebenen.  KreissdinlCte.  XXVIIL 
Krfimmungsradien  der  Normalscbnitte  und  scbiefea  ebenen  Scballte 
der  Oberflächen.  XXIX.  Krtomungs-Curven  der  Obeifläeben. 
XXX.  Das  Theorem  ?on  Dupin. 
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Vermischte  Scluiften. 

Bulletios  del'Academie  Royale  des  sciences,  des  • 
lettre*  et  des  beaux  artt»  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  i 
Ber.  Nr.  CL.  8. 15). 

aS««  Aon^e,  2"«  Stfr.  T.  VI.   1859.    Tbtforie  ^mitnqw 
des  rayaoe  et  centre  de  courbure;  per  M.  Laraarle.  {>.  II.  (alle 
diese  geometriacben  Unteraucbungen  dea  Herrn  Latnarle  leicb* 
neo  aicb  durcb  groase  Einfacbbeit  aua  ond  verdienen  nach  lose- 
rer üeberaeugung  alle  Beachtung,  ^*aa  wir  Traber,  auch  im 
aeliiat,  aebon  öfter  ausgesprochen  haben).      Sur  la  tbtferie  aua* 
lytiqne  dea  coniquea;  par  M.  Schaar,  p.42.  (allgemeine  Sfttze 
aber  die  Kegelachnitte,  die  Herr  Schaar  mit  grosserer  Einfach- 
beit  an  bevreiaen  aocht,  als  dies  durch  das  Cartesiache  Coordi- 
natensystem  mOglich  iat).  —  Sur  les  ebservationa  mtfteorologiques 
•faitea  k  Gand  en  1868;  par  M.  Duprez.  p.68.  —  Sur  nn  me- 
moire de  M.  Steichen  concernant  lea  cinq  poly^dres  reguliers. 
Rapporte  de  MIM.  Tinimernian^,  Lamarle.  Nerenburgcr 
(betriil  den  Satz,  daas  das  Trägheitsmoment  eines  homo- 
genen regnUren  Polyeders  fOr  alle  durch  de?  Mittel- 
punkt gehende  A.xen  conataut  iat»  welchen  Herr  St.  scbär 
fer  als  dies  gewohnlich  geschieht  zu  begründeo  sucht;.  |>.  252.  — 
influence  du  son  des  cloches  sur  la  hauteur  du  barometre ;  par 
M.  Montigny.  p.  159.  —  Sur  les  variationa  des  Clements  des 
orbites  plantftaires;  par  M.  Schaar,  p.  171.  —  Note  sur  unc 
claase  particnliere  de  surfaces  a  aire  minima ;  par  M.  L  n  m  a  r  I  c. 
p.329.  (guter  Beitrag  zur  Variationsrechnung,  worin  Herr  L.  aucf; 
Bezug  anl' Physik  nimmt).  —  Table  de  mortalite  pour  le  Ii ra baut, 
d*aprea  les .  docuroents  du  reccnsement  de  1856;  par  .M.  Ad. 
Quetelet.  p.  345.  —  Sur  le  magnötisme  terrcstre;  par  M.  Han- 
steen.  p.  348^  —  Sur  les  steiles  filantes  p^riodiques  du  mois 
d'aoAt  läS8,  observöes  en  Allcnia^ne.    Lettre  de  M.  11  eis  ä  iM. 
Quetelet.  p.  360.  —  Recherche«  sur  la  capillarite;  par  M.  H 
Bide.  p. 405.  —  Theorie  «;eom4$trique  des  ceiitres  t-t  axejj  iujslau 
taiies  de  rofafion;  par  M.  Lamarle  (Suile).  p.  412.  —  Sur  l'iii- 
tensite  magnetique;  par  M.  Haiistet'u.  p.  402. 

28*M  Ann^e,  s^r.  T.  VII.  1859.  Theorie  g^m^que 
dea  centres  et  azes  instantan^s  de  rotetion;  par  M.  Lamarle. 
p.7.  —  Sur  les  variations  des  i^l^ments  des  orbites  plantftalrea: 
par  M.  Schaar,  p. 44.  (Beide  Abhandlungen  sind  aebr  wobt 
au  beachten).  —  Note  »ur  l'aurore  bor^ale  du  21  avril  1809;  par 
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M.  Em.  Qifetelet  p.73.  —  N«tic6  sur  les  ainaoto  de  fer  de 
Tonte tremptf e;  par ULPIorimoiid.  p. 33jL  Rapport  de  M •  G I o e - 
eener.  —  Oceiiltation  de  Salenie  par  la  loee«  le  8l  mal  1869,  ^ 
rObaertatoire  royal  de  Broxelle«.  p«  337.  —  Gr^le  extraordiaafre 
obaervde  ä  Braxdles;  par  M.  A»  Qu e tatet.  p.3S2.  —  Mdac- 
tioD  du  temps  des  oscUlationa  d'une  aiguille  aimatittfe  ä  ua  arc 
evanottieaant.  Lettre  de  M.  Hanateen  &  M.  Eraeat  Quetelet. 
p.35&  —  Note  aar  lea  ainiaota  de  fer  de  fönte  trempde  et  aar 
la  fragilit^  dea  fila  de  laiton  ezpoatfs  i  i'air  aooa  rinfloeace  de 
certaioea  Tariationa  de  temperatare;  par  M.  Florimond.  p.368. 

Annalea  de  rObaerratoire  royal  de  Broxellea.  Comnmaieation 
de  M.  Ad.  Quetelet.  p.400.  —  Sur  la  Variation  dea  ^IdmeBla 
m'agn^tique«.  Lettre  du  Pdre  A.  Secchi,  directeur  de  TObaer- 
▼atolre  de  Rome,  ä  M.  Quetelet«  p.520.  —  Note  aar  un  arc- 
en-ciel  remarqoable ;  par  M.  A.  Quetelet  p.928.  —  Tableau 
dea  anglea  fondamentauz  des  corps  eimplea»  obaerrda  et  ealcal^a 

d'apr^  la  formule;  tgcr  =  ^;  par  M.  Z  eng  er.   p.  6O81. 

28^«  Ann^e,  2»"«  S^r.,  T.  Vllf.  M.  Gloesener  donne  lec- 
ture  du  rapport  sur  un  memoire  de  M.  Zenger,  aoua  le  titre: 
Recherches  sur  la  vitesse  de  la  lumiere  et  sur  sa  ddpendance  ' 
de  l'actton  des  forces  moleculaires.  p.  55.  —  Sur  le  magniStisme 
terrestre  et  specialenient  sur  la  d^clinaison  observee  ä  Bruxelles. 
Lettre  de  M.  Lamout  ä  IVl.  Ad.  Quetelet.  p.59.  —  Sur  la 
ddclinaison  magnetique  k  Bruxelles;  par  M.  Ern.  Quetelet 
p.75.  Aurore  bor^ale,  perturbations  niagndtiques  k  TObserva- 
toire  et  sur  les  lignes  t^legraphiques  de  T^^tat;  par  M.  Ad.  Quo* 
telet  p.  77.  —  Aurore  boräale  observee  a  Porto -Rico.  Lettre 
de  M.  Tb.  l>u  Colombier  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.8I.  —  Ob> 
aervations  sur  lea  anrorea  bor^ales ,  la  lumiere  aodiacale  et  lea 
dtoilea  filantes,  recneillies  par  M.  Heis,  et  cornmnniquäes  par 
Bl.  Ad.  Quetelet.  p. 82.  —  Sur  la  difference  de  loagitnde  dea 
observatoires  de  Bruxellea  et  de  Berlin ,  determiode*  en  1857» 
par  dea  aignaux  galvaniques.  p.  155.  —  Sur  lea  mouvementa  pro- 
prea  des  etoiles  et  du  soleil;  par  M.  Liagre.  p.  158.  —  Note 
anr  la  detcrmination  du  rayon  vecteur  d'une  plandte  nonvelle» 
par  M.  J.  C.  Houzeau.  p.  172.  —  Note  sur  un  opuscule  peoconilii 
de  Simon  Stevin  de  Bruges.  Lettre  k  M.  Ad.  Quetelet,  par 
M  (liibert  (Die  Sebrift  betrifft  die  numerlacbe  Auflösung  der 
Gleichungen  aller  Grade,  natarllch  dnrcb  Näherung),  p.  192.  —  R^ 
dnction  dea  obaerratlooa  magndtiqnea  de  M.  E.  Quetelet,  par 
M.  Hansteen.  p.  314.  —  Sur  lea  dtollea  filantea  du  10  ao^t 
1859,  Taarore  bordale  du  28.  aedt  1859  et  la  lumiere  aodiaeale; 
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lettre  de  M.  Herrlek  4  M.  Ad.  Quetelet.  p.322.  —  Lettrtj 
de  M.  Heis  k  AI.  Ad.  Quetelet  eor  les  perturbations  nugBt- 
ttques  et  la  luroi^re  ledUcalf  olMerv^e«  en  1857,  1868  et  1869. 
p.  373.  Beeoodere  inacbCT  wir  auch  noch  atifinerksam  «af  en« 
•cbflOB  von  Herrn  Liagce  m  der  j^ance  publique  da  17.  d^ 
cMbre  1869  gehalttae  Rad«:  »«r  ia  plotaiit^  des  i 
des.  p.383. 

ForlMlaaae  aielwlena. 
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Arithmetik. 

Tables  de  Logaritliroes  a  cinq  Dtfcimalas  poor  lea 
aombrea  et  las  lignea  trigonom^triquea»  aoivlea  dea 
logaritbiaea  d*additioa  et  de  aouatraction  ou  foga- 
rithmea  de  Gaaaa  et  de  diveraea  tablea  uanellea.  Par 
X  Hoffely  Ancien  l^Uve  de  ri&cöle  Nermale«  Docteor 
^a  Scieneea  (jetzt Profeasear  de Matbömatiqnea  parea 
k  la  Faeultd  dea  Sciencea  de  Bordeaux)*  L'lQtrodoc- 
tion  de  eet  onvrage  dana  lea  ^colea  pubüqaea  i^at  aa- 
torlade  par  ddciaioa  dn  Blinlatre  de  rinatmetion  pa- 
bliqae  et  dea  Cnltea,  en  date  da  23  AoAt  1850.  Paria. 
Mallet-Bacbelier«  1888.  a 

Wir  berlaneTM,  (!:is*?  fücse  im  Jalire  JSoJS  rrscliienencn  Tafeln 
fUnfstelliger  Logarithmen  uns  erst  jetzt  bekannt  geworden  sind, 
halten  uns  aber  iincr  N'nrtrcfTlfrhkolt  \ve^eii  für  verpflichtet,  die- 
selben auch  jetzt  rio<  h  einer  auslührlicheren  Anzeii^o  zu  unterziehen. 
Man  weiss,  dnss  man  mit  fünfstellif^en  Logarithmen  in  sehr  vielen 
Fällen  vollkommen  ausreicht,  —  indem  in  solchen  Fällen  der  Ge- 
brauch mehrziffriger  Tafeln  völlii:;  fibcrflüssig  sein  wurde,  —  und 
dass  dieselben  eine  Girossc  I3ef|uomlicbkeit  gewähren;  aber  frei- 
lieb  müssen  die  Tafeln  dann  auch  so  eingerirhtet  oder  mit  sol- 
chen EinrichtunL,'en  verseben  sein,  dass  die  in  ihrer  Äusdehnungs- 
Sphäre  fiberbaupt  zu  erreichende  Genauigkeit  sich  durch  sie  auch 
wirklich  erreichen  liisst.  Und  so  glauben  wir  denn  in  der  That 
ohne  Uebertreibung  sagen  zu  können,  dass  die  vorliegenden,  durch 
mehrere  eigenthQmliche  Einrichtungen  von  früheren  fünfstelligen 
Tafeln  aich  uDteracbeidendeo»  Tafelo  in  Rfickaicht  der  nit  aolchen 
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tMu  m  wwidifie»  GeBw^l  —  bei  4w  jeteS^M 
d«r  S«cbe  ^  das  mh  pl«0  oltra  leistaa.  1«  diem «» Ati 
heMldiMt  der  Hctr  TerfaMer  adbet  eeine  Tmfelii  Is  safcr  Vt, 
eeMdeoef  Weiee  »»ptindiialeiiieBt*'  ale  „wo»  reprodactsoa  im 
Tablee  da  Lalaade"*),  giebl  aber  angleicb  alebeo  Pnkf9  ■%  fei 
denen  dieeelben  ekh  ve&  dieeao  letaterea  Tafela  ontanicfceida 
Wir  halten  anv  aa  dieee  Angabea  dea  Ham  Vwfaiaewi  wUk 
weiter,  sondern  wollen  selbst  —  freiKeb  aar  ia  dar  Urm,  wb 
unsere  literarischen  Berichte  dies  fordern  —  die  Paakte  bezeicb- 
nen,  welche  nach  unserer  Meinung  diesen  Tafeln  Forzogsweiae 
zur  Empfehlung  dienen. 


Jade  Selta  dar  Tafal  der  LagaritboM«  dar  Zablea 
aaa  ftaf  Coloanaa,  Ia  daaaa  dia  Zablaa  ia  aaaaterbraebeaar  Fe^n» 
faa  0  bia  10600  fertaebraiCaa  aad  aaBlttalbar  daaaba«  atabaa  «i 
LagarttbMB  mit  Waglaaaaaf  der  Kaaaaiier.  Diaaa  Ejaitihinj 
(dia  fibrigaaa  die  Lalaada'aebea  TbMo  aacb  baba«»  abar  aa 
bia  lOOOD  gaben  aad  dia  vWig  aaafilaa  Kaaaaiffat  aalMtaB)  brf- 
iMi  wfar  für  ainaa  l»aaoadafen  Variag  var  aadaraii  filafrid%ca 
Tafeb  (a.  B.  dea  bakaaalaB  van  Aagaat,  walcba  die  gairifeatrie 
EhniabtoDg  haben  «ad  aacb  aar  bia  10000  gabo^«  nid  aanv 
nanentlieb  deabaib,  weil  darcb  diaee  Eiariebtoag  baaenJiBa  dai 
Gebiaaeb  der  Tafel  aia  aatUogarilbniiaeba  Tafel  jedealblla  nak 
aileiebtert  wird»  iaabaaaadara  daa  Aafaacben  weaeeliicfc  an  Bn> 
qaeaiBcbkeit  gewiaat  Van  &  5.  aa  alabt  awiaebaa  Jade«  awii 
LagaritbiaeB  die  Difereoz,  uad  dia  aar  Seite  baiadttehaa  TfiW 
eben  der  PMaete  dieeer  Difftreaaea  to  0,  1;  0,  2;  0.  3;  * 
dieaea  natflrÜcb  selir  sor  Alikdrznng  der  Rechnungen. 


Die  Tafel  der  Logarithmen  der  trigonometri«;chen  Linien 
Funclianeii  aolireitet«  wie  bei  aar  funfstelligeu  Tafelo  es  sich  «aa 
aelbat  versteht,  voa  Miaute  zu  Minata  for^ enthält  aber  die  Dil 
xen  und  die  Proportieaaltheile  in  einer  solciien  deaRecbaer 
Geschäft  eriekhtmden  VoVsliadi^keit,  Be^emlidibait  nd  Ge- 
neaigbeil  wie  bebe  aadera  der  uns  bebanaten  Tafela  diaanr  iffe 
Aaaaerdeni  aalcbaet  aicb  die  Tafel  Ter  allen  aadeiaa  Tnleln 
dadoreb  aaib  ^aia  aia  die  LegioitbMa  dar  Seeaalen  nad 
tan  entbilt,  waa  fiir  viele  Recbaaagea  ven  Wlcbtif^eit  M  9m 
dea  Logaritbmea  der  Siaaa»  Cealnaa,  Taageatea»  Cet>ngsiden  lal 
aacb  attan  Gebraaeb  aad  aaa  bebaaaten  Grfladea  IharaB 
dirt;  die  LegarltbaMa  der  Seeaalen  uad  Ceaeeantei^  aiad 


^  Die  ia  einer  •leieetypicisa«  duvdb  dlea  Baroa  Eajaaad  baK»rg- 
tsB  Aa^be  (Parlt.  Baehelier.  IW)  aes  ▼eriiegea  aad  aar  Vergki- 
fliimg  mit  daa  aesea  Ho&ei'aeben  Talita  ^leaea« 
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— —  MtfirKeh  vollkomnuen  sweeknlMig  —  «oglelebftr  im  ^Ela* 
beit  gleichen  HalbmeBser  angegeben.  E»  Badet  Mk  abo  S.B. 

logeo842o.4' =  0.(^062, 

d.  b.  eigeDÜicb  für  den  Radius  Eins: 

]ogco«42<».4'  s  9,67062—10, 

also  iür  denselben  Radius 

Iog«ee42o.4'  s  -  logcoa  A^A*  s  10—9,87063  s  0,19038 

und  uberall  auf  dieselbe  Weise,  auch  hei  den  Cosecanten.  So 
leicht  auch  die  Lo^^jrithmpn  der  Serantcri  und  Cosecanten  ans 
denen  der  Cosimi'-^   inui  Sinus  ahLioleitct  werden  krmncn,  halten 
wir  nach  unseren  Eriahruni;en  im  numerischen  Ca!«  ul  dlesolberi 
doch  in  der  eo  eben  bezeichneten  Weise  für  eine  überaus  <Jan« 
kenswerthe  Zuijabe  in  diesen  Taleln;  hex  Tafeln  der  sagcnann« 
ten  natCirlichen  Linien  ^vürde,  wie  s^ieh  von  selbst  \  ersteht,  die 
Aufnahme  der    natürlichen  Secanfen   und   Cosecanten   Ljan/.  von 
selbst  diir(  b   die  möglichste   Bequemlichkeit   des*  (Jehrauchs  sol- 
cher 'l  alcin  geboten  sein,  wie  wir  srfion  rdfers  /a\  erinnern  \  cr- 
anlassunjj;  genommen  hnfjen*).    Rift  Usicbtlich  des  (iebrnnchs  der 
trigonometrischere    J  alel    ntüssen   wir   ganz    besonders  auch  auf 
die  in  vielen   üezichnngen  un<:emein   lehrreiche  Einleitung  ver- 
treiseri,  wo   dieser  tiel)raueh   narh   zwei    verschiedenen  Metho« 
den  gelehrt  wird,  wenn  man  möglichste  Genauigkeit  erreichen 
will.    Um  die  Anwendung  der  zweiten  Methode  zu  erleichtern 
enthält  die  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  (Table  I)  in  der 
obersten  Horizontalreihe  auf  jeder  Seite  noch  gewisse  Zahlen, 
die  in  keiner  anderen  Tafel  t^xch  finden,  auf  die  wir  aber  unsere 
Leser  ganz  besonders  aufmerksam  machen,  ohne  dass  leider  der 
Raum  hier  erlaubt,  auf  nähere  Erläuterungen  ans  einzuladen. 

In  der  dritten  Tafel  bat  der  Herr  VerfaMer  die  Tafeln  der 
nogenannten  Additiona-  und  Sabtraetiens- Logarithmen  getrennt 
Ten  einander  geliefert.  Indem  e?  Im  Allgemeinen  die  Anordong 
Ten  Zech  adoptirt,  jedoch  In  sofern  eine  Abänderung  hat  eintre- 
ten  lassen,  als  er  In  der  zweiten  Tafel  die  Zahl  C  als -Argument 
genommen  hat,  wodurch  die  Ausdehnung  der  Tafel  verkürzt  wird, 
ohne  der  Genauigkeit  zn  schaden.    Ueber  die  Eründong  dieser 


*)  Nnmentlirh  wfinftrhrn  wir  «fhr,  (tas«  fffrr  Rnlilrnnnn  liri  einer 
ncuea  Auagabe  «einer  rei  lit  huiinrhen  Tafeln  di«  Aiilii  vriine  «1er  natnr- 
Uchen  Sef-iinten  und  Cosecanten  nicht  iinleriiis^e.  Sir  liraftrhrn  blns« 
s*B*  sut  den  treHiichcn  Tafeln  vooSliervin  ab^ctchrieben  xn  irerdso. 

2« 
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T«Mfi  benerkt  der  Herr  Vnhnwt  auf  pag.  VI.  Fdlgeodess  ».Lcf 
logaritbm«0  d'addition  «t  de  sonstractioD,  eonnoB  gdn^raleincii 
MÜS  le  Dom  d«  logarUhme«  de  Gauss,  out  poar  bot  de  fabt 
tronver»  par  ane  aenl«  lectare  dsns  la  Table,  le  logaritbac 
de  la  sonne  ea  de  la  diffdreaee  de  deax  nonibrea»  donml«  par 
lenrs  logaritbnes«  Iis  ont  dtd  iaventds,  au  comoiaoceaaeBl 
de  ee  sHcle,  par  Tita  Ifen  ]LeoBellit  qoi  ezpesa  sa  ddcoa- 
verte  daes  un  opuscole  trto-rare,  imprimd  k  Berdeaoz»  eii  laa 
XI,  80U8  le  titre  de  SuppUment  logarltbmlqoe«  Mai«  fe 
pea  de  fa^eur  avec  lequel  ses  fravaox  furent  d*abord  ace^ia»  fe 
fit  renoncer  k  la  Gonstroction,  ou  da  noins  k  la  publicaäon  dm 
cette  Table.  Cependant  une  tradiictioo  alleniande  da  SuppU- 
meot  logarithmlque,  faite  en  1S06,  tomba  entre  lee  nialm 
de  Gauss,  qui,  non  moins  bablle  caiculateur  que  protond  geo- 
iDÖtre,  comprlt  ratilitd  pratique  de  cette  nouvelle  methode,  et 
construisit  lai -1116106  de  petites  Tables  a  cinq  däciroales  sur  le 
plan  proposö  par  Tinventeur.  Ccs  Tables,  publikes  poar  la  pre- 
mi^re  fois  en  1812,  dans  la  Correspondance  de  Zach«  ont 
4i4  reproduites,  quelquefois  avec  des  modiGcations  plus  ou 
moins  heureuses,  dans  la  plupart  des  recueils  de  Tables  imprinie<i 
dcpois  cette  äpoque,  en  Allemagne,  en  Angleterre  et  m^me  en 
Italie/'  —  Saum  culque!  ist  der  prenssische  Wahlspruch  and 
auch  der  unserige;  deshalb  haben  wir  das  Vorsteheode  vollständig 
mitgetheilt,  indem  wir  noch  auf  die  Nouvelles  Annale«  de 
Mathematiqaes.  Tome  X.  page  288  und  Tome  XII  pagc 
171  verweisen. 

Ausser  diesen  drei  den  Hauptiobalt  bildenden  Tafeln  entb&lt 
das  treffliebe  Biicb  necb  eine  grosse  Anaabi  anderer  ttt  den  prak- 
tischen Gebrauch  sehr  nfitzlicher  Tafeln,  worQber  wir  scbllessßcb 

noch  Folgendes  bemerken.    Als  Anbang  zu  Taicl  I.  finden  wir 

zuerst  ein  sehr  gut  eingerichtetes  Täfelchen  zur  Verwandlung  der 
Grade,  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile  des  Halbmessers 
und  des  Quadranten ;  der  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile 
des  Grades;  der  Grade  und  Minuten  in  Secunden  und  umgekehrt. 
Der  Tafel  II.  geht  eine  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Auf- 
iossüug  der  ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  voraus,  und  als  An- 
hansj  ist  dieser  Tafel  beigegeben  ein  Täfelchen  der  natüriichen 
Sinus  und  Cosinus,  Tangenten,  Cotangcnten  und  auch  der  Se- 
en ntnn  und  Cosecanten  für  die  einzelnen  Grade,  so  wie  ein 
Tälelchtill  zur  Verwandlung  der  Stunden,  Minuten  und  Secunden 
in  Sexa^esimaltheile  des  Kreises  und  Decintaltheilc  des  Tages. 
Ferner  finden  die  Leser  Talcln  zur  Verwandlung  der  natürlicheo 
Logarithmen  iu  gemeiue  und  umgekehrt,  eine  Tafel  einer  grosse* 
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rmn  Anxahl  iq  der  Mathematik  und  Astronomie  häufig  in  Anwen- 
donp  Icommender  Zahlen  nebst  Ihren  Logarithmen,  auch  eine  Tafel 
Sur  Erleichtaraog  bei  Zinszinsrechnungei^  Tafela  der  Logarithmen 
von  1.2.3.... R,  1.3.5....(2}i  —  1),  2",  alle  Logarithmen  mit  8 
Dedmalen;  eine  Tafel  der  achtstelligen  Logarithmen  der  Zahlen 
von  100— lOüO;  eine  Tafel  zur  Berecbnnng  der  Logarithmen  aaf 
t20  Decimalen;  Täfelchen  der  Logtrithroen  und  AnttlogarHImiflli 
Vit  4  and  3  Deciniaten;  eine  Tafel  der  kleinsten  DivtsorM  4er 
durch  %  3,  5,  II  nidit  theilbaren  zusammeogesetzten  Zahlen  von 
49  bis  10841.  Auf  Seite  114-116  sind  ferner  noeb  eine  «ngemeln 
gveeee  Ansehl  wichtiger  Zaiilen  nebet  ihren  Logarithmen  ineanip 
ineogestellt  (auch  Anciesnes  mesures  francaises;  Meenres  angialeee; 
Deneit^s  des  solides  et  liquides;  Densitäs  des  gas  et  den  ▼apenn^ 
eellee  de  Tair  dtant  1);  und  den  Beseblnss  nacht  eine  In  Quart* 
femat  besonders  beigefl^te  Table  antilogarltbnilqae  i  4  Ddd- 
nalee. 

Das  [  oi  mat  dieser  sehr  schönen  Tafeln  ist  zwar  etwas  gross, 
aber  keineswegs  unbequem,  wenn  man  nur  boachtef,  das»  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tendenz  dfjr  vorliegenden  nicht  in  der 
Tasche,  sondern  niif  dem  Tische  gebraucht  ^verdoii  soll.  Der 
Druck  sehr  deutlich  und  scharf,  da«?  }^^J^ic^  hillii^en  An- 
sprüchen vallkonimeii  geofi^ead;  der  ümlaag  der  ganzen  Tafel  nnr 
116  ^Uen. 

Wir  fassen  unser  Urtheil  dahin  zusammen,  dass  dieser  Tattil 
der  Vorrang  vor  allen  uns  hekaniilci)  jetzt  voiliandenen  fünfstel- 
ligen Tafeln  gebührt:  dass  dieselbe  eine  grosser©  Anzahl  dem 
Uerrn  Verfasser  eigeiilhünilicfier  Einrichtungen  besitzt,  welche 
der  Genauigkeit  des  Gebrauchs»  in  vielen  Beziehungen  förderlich 
sind;  das«  die  Tafeln  Alles  enthalten,  worauf  der  numerische 
Calcnl  zu  seiner  müiiHi  hstcji  Erieichteninij  und  Abkürzung  bei 
dem  jetzigen  Struiilf  der  W  issenschafi  Aiis])iüche  zu  c  rheltün  be- 
rechtigt int,  natürlich  lininer  innerhalb  flcr  den  Tafeln  i;ei:cbenen 
Ausdehnun?  vo»  nur  tünl  ! -ecinialefi;  und  dass  die  Linlcitnng 
sehr  viel  Lehrreiches  enthalt,  waH  in  anderen  Tafelo  sich  nicht 
findet,  and  dem  Herrn  Verlasaer  •igsathfimiich  ist. 

Wir  empfehlen  daher  diese  Tafeln  namentlich  auch  uiiöcren 
deutschen  Schulen  rcriit  ^ehr  zur  Lieaclitiing ,  und  m«ichteri  wohl 
wünschen,  dass  Hr.  M  a  1 1  c  t  B  a  c  h  e  I  i  c  r  «ich  entaicblössc,  eine  he- 
80!i(lero  An^'jiilje  mit  deutscher  Liifieihiiii:  n.  s.  nv.  7.\\  veranstallen, 
wozu  naturli(b  er  allein  in  commercieller  Min*i' l»t  berechtigt  ist. 
Empfange  der  Herr  \  er  fasser  noch  unseren  besonderen  Dank  für 

das  treffliche  üüchlein»  das,  seitdem  es  uns  bekannt  geworden. 
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ooMr  fortwllifeote  Btglaltor  M  eiieten  eigene»  AiiiuilBw  H 
la  glelebw  Weite  wie  die  eecbaetelUgeD  Tefeln  ven  Brewiktr 

«Ke  elebeDstelligea  von  SehrSe  fkcir«  _  C 

Hendbnch  der  algebraischen  Analyele  foo  SchU-  \ 
miloh,  3.  Attflage,  Jena  1862. 

Von  diesem  mit  Recht  beliebten  Lehrbuche  liegt  die  drltt» 
kOrilich  erschienene  Auflage  vor  uns,  welche  lur  die  BcMcUar- 
keit  des  Werltes  und  das  Streben  des  Verfassers»  die  neaesteo 
Portechritte  der  Wissenschaft  liir  das  lernende  Publikum  fr^dif- 
bar  zu  machen,  das  gfinstii^ste  Zeuc;niss  ablegt.   Es  %Tflrde  tte^ 
lluesig  seio«  die  eigeothShmlichen  Vorzuge  eines  Werkes  aus  ein-  ^ 
ander  zu  setzen,  welches  seit  ih'nger  als  einem  Decennium  daio 
gedient  bat,  den  RIathematikbefliMeoen  das  EindrioKeo  ie  da«  | 
Reich  der  Analysis  zu  erleiclitcrn,  zumal  auch  in  der  neuen  Ad  , 
lege  die  Anordung  des  .Stoffes  und  der  allgemeine  Gedaoi^eB-  | 
gang  ungeändcrt  geblieben  sind.    Dagegen  bat  die  BenrheÜHiy 
der  einzelnen  Capitei  vresentliche  Umgestaltungen  erfahren,  wekbe 
an  IvunsteD  einer  grosseren  Pridsien  der  üarstetlung  und  eiitcr 
vermehrten  Vollständigkeit  untmommen  werden  aind.   Wir  bebet 
namentlich  die  Unteranchnngen  über  Grenawerthe  und  dieHittel- 
werthe  der  Functionen,  so  wie  die  Lebre  von  der  Conreigens  der 
unendlichen  Reihen,  und  die  Berackaicbtigung  einiger  Eigenecfaaf- 
ten  der  complexen  VariabillUt  der  Pnnetionen  hervor,  welche 
letztere  in  der  Functionenlehre  tSglich  an  Wichtigkeit  gewioot 
Ala  Anhang  aind  die  Elemente  der  Theorie  der  höheren  Gleichnn- 
gen  aufgenommen,  wobei  nnr  so  bedauern,  dass  der  Verftaaer, 
durch  den  zogemeaaenen  Raum  beschränkt,  von  den  Interessante« 
algebralachen  Untersuchungen  ühmt  die  allgemeinen  Eigenscbaftei 
der  ganzen  rationalen  Functionen  nur  wenige  Fundamentabltit 
hat  mitthetlen  kdnoen.  Wir  hoffen,  dasa  trote  der  Erklärong  dV 
Verfasserg  in  der  Vorrede,  das«  der  eogenanoten  algebrainelfta 
Analyels  keine  eigentlich  wiaaenachaftliche  Berechtigang  sog» 
standen  werden  kOnne,  das  vorliegende  Lehrbuch  gerade  taa 
denen  am  eifrigsten  studirt  werden  möge,  weiche  auf  Wisse«-  j 
Schädlichkeit  Werth  legen,  und  glauben  namentlich  den  Stadirse* 
den  und  Lehrern  der  Mathematik  das  Werk  ans  dem  Grande 
empfehlen  an  mfisaen,  weil  allenthalben  diejenigen  strengen  Vor« 
steilnogen  anm  Grunde  gelegt  sind ,  welche  auch  bei  den  wflite^ 
gehenden  Untersuchungen  der  sogenannten  Analysis  des  UoenJ* 
liehen  als  fundamental  anzusehen  sind.  i 

Leipzig.  '  Wiib.  ^cbeiboer.  i 
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Ije^ons  de  caicul  d i f f^rentiel  #1  decftlevl  iDtögrti» 
T^digöes  d'aprös  les  roöthodes  et  les  ouTrages  pu* 
bli^«  00  in^dits  de  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  l*Abb«  Moi- 
gno»  Tome  IV.  —  Premier  faocicale.  Caicul  des  varia. 
tioDS,  rödigö  en  collabo ratioD  avee BL Lindelttf«  P«rio. 
Mallet  Bacbolior.  186J.  8«». 

Leider  ist  es  uns  nncb  nicht  muglich  gewesen,  dieseni  nach 
unserer  Ueberzeuj^iii^ ,  &q  weit  nach  einer  nur  oberflächlichen 
Ansiebt  dieselbe  sich  gewinnen  liisst,  wichtigen  Werke,  welches 
7.n  unserem  Bedauern  erst  in  diesem  Jahre  in  unsere  Hönde  ge« 
langt  i^t,  ein  so  eingehendes  uud  vollständiges  Studium  zu  wid* 
flien,  wie  es  erforderlich  i»*t,  ^enn  man  sich  ftlr  berechtigt  baiteo 
will,  ein  bestimmtes  Urtbeil  über  dasselbe  nu5zus]irc(  hen.  Aber 
zogern  dürfen  wir  bei  einem  solchen  Werke  nicht,  wenigstens 
unsere  Leser  sobald  als  möglich  von  dessen  Existenz  in  Kennt- 
niso  xa  setzen  und  auf  dasselbe  (iringerjU  aufmerksam  zu  inachen. 
Eine  aasrohrlicbere  Anzeige  wird  demnächst  bestimmt  folgen. 

G. 


Bfechanik* 

Deila  Legge  onde  un  Ellissoide  eterogeneo  pro- 
paga  la  sua  attrazione  da  punto  a  punto.  Memoria  del 
Prof.  Domenico  Chelini  (Letta  nella  Sessione  del  21 
Febbraio  1861,  ed  estratta  dal  Vol.  I.  Serie  II.  delle 
Mciiiuric  deil'  Accadeniin  delle  Scienze  dell'  Istituto 
dl  Bolugtia).  Bologna.  Tipografta  Gambcrini  e  Par* 
roeggiani.    1862.  4<*. 

Bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  „Ren diconto.  Anno 
accademieo*  1860—1861'^  der  Akademie  der  Wissenscbafton 
in  Bologna  bt  vom  dem  obigen  Memoire  des  trefflichoil* Hom 
Verfassers  im  Litorar.  Bor.  i^t.  CXLVUL  B.  16  eiM  vorUtalig« 
dlaehriclrt  gegobeo  worden;  wir  freuen  ono,  too  der  »ns  jetzt 
selbst  vorliegenden  atts^ezeicbneten  Sehfift  wm  obo  nnnfilbrli* 
ehere  Anioige  Kefem  na  können. 

Der  Herr  Verfasser  hat  eine  neue  Auflösung  des  achon  viel- 
fach von  den  grussteo  Geometern  itehandeiten  Problems  in  c^russ- 
ter  Allgemeinheit  gegeben,  indem  er  namentlich  auch  ein  betero» 
genes  ElUpsoid  betrachtet,  d.  b.  einen  foo  einer  elUfMioldiocfaen 
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FUUAe  eingOMliloflwiieii  KSqier,  in  wetcham  die  Dichtigkeit  m 
Schicht  ztt  Schicht  sich  nach  eiDcm  geiriaaen  Gevetie  verBiMiart*^ 
indem  er  übrigens  natürlich  Überall  das  Nefrton*sche  hXtrwcfdmm^ 
Gesetz  an  Grunde  legt  Nacbdem  er  der  sich  mehr  im  iief«iche  ' 
s|>ecieller  Fslle  haltenden  Anflusangen  Ten  NewtonyMmelna-  ) 
rin»  d'Alembert  und  Lag  ränge  Icura  gedacht»  «peodef  er  i 
den  allgemeinen  Attflüsnngen  von  Legendre,  Laplace,  Pols*  j 
son  das  gebührende  Lob  nnd  nennt  diese,  freilich  einen  giwsen 
A|»parat  des  Galcnls  in  Ansprach  nelimenden  Lfisnngea  ^^la- 
aiotti  dtrette%  wogegen  er  die  LSsnagen  ven  Ivery »  Gann«, 
Rodrignes,  bhasles»  welche  dnrch  besondere  Knn«tgnls  — 
(nm  WM  der  Kürze  wegen  dieses,  wenn  auch  nicht  ganx  panca» 
den  Worts  au  bedienen)  •  die  Schwietigheit  und  Lingeder  dirccfem 
Aiiflüsnngen  an  vermeiden  gesneht  haben,  mit  dem  Namen  „ae- 
Insioni  indtrette*'  bel^i;  nnd  zwar,  indem  wir  snr  Varmeldong 
jedes  Miasverstftndnisses  um»  der  eigenen  Werte  den  Hem  Vcf^ 
faaaecs  bedienen,  den  Gmnd  lür  diese  Benennsng  dadorcb  aas* 
spriebt,  dass  er  von  diesen  LSsnngen  p.  IL  sagt:  »Jaaciaäe  ad 
foodo  alcan  che  d'lDcompIeto,  non  avelande  tatte  le  intime  e  se*  1 
grete  attinense  delle  varie  parti  del  problema.**  1 

Der   Herr  Verlasser  giel>t  nun  in  dieser  Abhandlung  eioe  | 
neue  Auflösung  des  berühmten  Problems,  welche  den  von  ihoi  | 
für  dieselbe  in  Anspruch  genommenen  Namen   einer  völlig  di- 
rerten  Auflösung  in  der  That  vollständig  verdient,  indem  er, 
von  den  ersten  und  einfaclisteii  Principien  ausgehend,  auf  v5!Ug 
directem ,  tjatürlich  analytischem,  Wege  zu  allen  Bestimmungen, 
auf  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  —  um  so  zu  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  und  ohne  allen  iveitläufi* 
gen  Caicul,  so  wie  denn  überhaupt  die  ganze  hier  gegebene  Dar* 
Stellung  durch  besondere  Einfachheit  der  Rechnung  sich  in  der  vor* 
theilhaftesten  Weise  auszeichnet.   In  der  ersten  „Prelinunari** 
überschriehonen  Ahtbeilung  werden  die  allgemeinsten  Ausdrudce 
nir  das  Potential  und  die  Anziehung  eines  Maasen -Systems 
jn  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt,  zuerst  in  Bezng  anf  recht- 
winlclige,  dann  aber  vorziiglich  für  polare  Coordinaten,  von  welchea 
letzteren  überhaupt  in  dieser  Abhandlung  der  vielfachste  und  vor» 
theilhafteste  Gebrauch  gemacht  wird,  entwic^cl^  wobei  oaturficb  . 
auch  die  Besprechung  der  Niveau-Fläcbeo  sich  von  selbst  darbie-  ^ 
tet.    Die  ganze  Untersuchung  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,  nämlich:   C»po  1*  Geiieraltta  risguardanti  Tat* 


*>  N.  s.  n.  A.  nach  eist  flWibere  Sdirifft  tea  Schlftinileb:  Der 
Attraetieasealeal.  Eise  M#eograpbie.  flelle  1861.  8*. 
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traal«««  di  im  Blllssold«.  ArtP:  Foraole  dUBreulall  ra* 

lative  air  atliailoiie  ed  al  poteiu^iale  di  ono  8trato  dKttfco.  Art  3^ 
Indicazione  del  metodo  piü  dlretto  per  determioare  U  legge  oiido 

uo  ElUssoide  eterogeneo  irradia  al  di  fa^ri  Ja  t»ua  forza  attrattiva. 
Capo  11*   Ap  piicazione  del  metodo  ad  un  EHi8Soide 

ctero^ene«.    Art.  1^.    Assi  principali  de*  coni  (A^),  e  superficie 
di   livcllü  [H^ir  attra/ioiie  estcriiu  della  strato  ellittico  r/fj.    Art. 2**. 
Foriuule  uenorali  iapprei»eataiiti  la  Icsj^e  ondc  uii  Ellijsisoitle  ete* 
rogeneo  j  ropaga  la  sua  attrazioiie  da  punto  a  jujnto.  —  Diesen 
beiden,  vor/^ugsweise  die  eigene  Lüsuiig  des  Herrti  Verfassers 
enthaltenden  Kapiteln  ist  nnn  aber  noch  beigefügt:    Capo  Iii.       ^  ^ 
Soluzionl  indirette  delproblema  relative  all'  attrazione 
dl  u\\  Kllisgoide.    Art.  P.  ^uluxiuiie  indiretta  d' Ivory.    Art. 2^. 
Soluziütie  iiiJIrctta  del  Sig.  ("Iha.sleS.    Art.  3**.    Süluzlone  indiretU, 
desurita  da  quelle  di  Gauss  e  di  O.  Rodrigueh.  —  In  diesem  drit- 
ten Kapitel  entwickelt  also  der  Herr  Verfasser  die  von  den  ge- 
nannten Geometern  getundenen  besonderen  iSiit/c  und  Formeln 
in  cigenthürolicher,  denselben  manche  neue  Seite  abgewinnender 
Weise,  wodurch  er  sieh  noch  das  besondere  Verdienst  erwirbt, 
das»  man  in  dieser  Schrift  zugleich  in  eonsequenter ,  für  und 
darch  sich  selbst  verständlicher  DarstelluriL^^  das  Wlchdi^ste  bei- 
sammen lindet,  Avas  in  iM'zug  auf  das  10  Hede  stobende  berühmte 
Proldini  irel eistet  worden  ist. 

Wir  machen  bieroach  alle  Mathematiker  auf  dieee  nmie 3cbrift 
de«  Merrn  Professor  Chelioi  dringend  aiiÜBerksam,  und 
eebeo  lehr^  dass  dieselbe  dareb  etneo  TßlUg  eaebbiiiidigeD  Ueber* 
eetier  auf  dentschea  Boden  verpflanxt  werdea  mOge,  eia  Waaaeb, 
dea  ytit  auch  sehen  la  fiaaog  aaf  andere  Schriflea  deaaelbon 
geebrtaa  Herro  Verfaaaero  ans  In  dieaea  literariaeben  Beriefatea 
aaasaapraeban  erlaubt  babea.  Vtalldcbt  geltagt  aa  deai  Harw 
aaageby»  einen  eeiaer  aoageseicbaafatea  SchOler,  Herrn  Cartset 
dar  aa  aener  elganaa  Btlabraag  nad  aelaan  elgaaea  Tergoageo 
aehaa  die  traflkbea  Blamaatl  dl  Caicelo  laflDltealnala 
dl  Baraaba  Tortollal.  Tom.  L  Caleole  dirfereiialala.  , 
Rone.  1844.  8^  in  aebr  aaerbanaeaairartber  Welae  fttieraetat  bat, 
la  ainar  aelebea  Arbeit  aa  venuüaaaaa;  aber  frelllcb  bilt  ea  In 
Daataeblaod  jetzt  acbwarer  als  jemal«,  fflr  aeleba  Wavka  Ver> 
leger  z«  ladaa»  da  bal  aaa  die  popallre  aad  der  gaartOiailehaa 
Prazia  dieaeada  jaatbematiaehe  nad  pbyslkalieebe  Literatur,  io 
Verbindung  mit  alaer  irabren  Flatb  der  gevrObnliebsten  Elemen- 
tar-Böcber,  Allee  von  höherer  wiaseneebaftlicher  Bedeutung  zn 
verschliDgeo  droht,  natQrlicb  nlt  einigen  —  leider  mücbteo  wir 
*    faet  wenigen  sagen  —  rübmlicheo  Ausnahmen. 
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Krystallographie. 

Sülle  forme  er  y  stall  Ine  tli  alcuiii  Sali  derivati  da.  II' 
Aramoniaca  per  Quint!  no  Sella,  INlembro  della  Reale 
Accademia  deUe  Scieuze.    Turiuu.    Staiuperia  Reale. 

Herr  Quinttno  8«1Ia  in  Tnrio  hat  sich  belcuntlicfc  scktm 
darch  mebrer^  auch  in  den  Literariachao  Berichten  unsertt  Ar- 
chivs frfib«r  angeaeigle  Uoterauchangea  anf  dem  i^ebiete  dir 
theoretischen  und  prahtiechen  Kryntailographie»  ao  wie  dareh  aont 
acbSne,  «o  viel  vrir  wieaea»  aaeh  in'«  Deatache  fibertragMe 
atellung-der  rerachiedenen  Methoden  der  aeiohnenden  oder  datatel* 
landen  Geometrie«  aeioe  auch  im  Literar.  Ber;  angeteigte  Teorka  e 
Pratica  del  Regele  caleolatere  n«  a.      aehr  Terdient  gemncbt  Die 
verliegende,  70  Seiten  aterfae  Schrift  mit  4  groeaen  FignrentnfiBl^ 
gehSrt  gena  dem  Gebiete  der  ptmhtiacben  Eryatallognpbie  an,  und 
enthält  eine  Menge  genauer  nad  Ildehat  aorgfldliger  Meaenogen  iial 
kryatallographiacher  Beetlmmnngeo  der  anf  dem  Titel  genaontet 
Körper.  Wir  kunnen,  wie  ana  dieaer  Natar  der  Schrill  tob  seihet 
hervorgehe  ihrem  lohalte  hier  leider  nicht  weiter  fdgee»  «oBdcin 
mifaaen  uns  hegnfigen.  Alle»  die  sich  ffir  solche  UnteraochoBgen 
interessiren»  so  besonderer  fieechtung  derselben  anfaolbrdem» 
welche  dieselbe  mit  dem  grossten  Rechte  fiir  sich  In  Ansprach 
nehmen  kann.  Nach  einer  Einleitung  beatebt  dieselbe  ana  swel 
Tbeilent  nimlich:  Fwte  Wwbmm»  Deacrlsioae  delle  forme 
criatalline  di  ciaacun  Sale  Od  23  Kapiteln).  —  Farle  Se> 
cOBda*   Paragone  tra  le  forme  criatalline  dei  Sali  de- 
scritti.  —  %n»di«  Mm  Soprn  alcnne  Diamine  e  Dlamidl 
monociine.  %«fidm»      JodnrI  romboedricL  %nA4te«»S. 
Sopra  alcnnt  Sali  Aloidi  trimetrici.  %amäw  *&iaa* 
aunto  delle  forme  dei  Sali  descritti  in  qnesta memoria. 
Noch  genauer  anf  den  Inhalt  einsugehen  geatatten  der  Ranm 
und  der  Zweck  dieser  literarischen  Berichte  leider  nicht 


Vermischte  Schiifteü« 

Sitanngsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (VgL  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 
S.7.) 

BaodXLiV.  Heft  III.  October  im   Scbmidi:  Nenere 
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lieobachtuns^en  VQn  Stern8chiiU|)])Cn  Schweifet).  S.  227.  —  Hai- 
dinger:   Hemerkungen  über  vorhergehende  Abhandlung.    S. 'i^, 
—  Jelinek:  Theorie  der  Pendelabweichung.  8.241.   (Der  Her • 
ausgeber  des  Archivs  hat  bekanntlich  in  zwei  Abhandtungen 
Archiv  TheilXXVIl.  Nr.  XXV.  S.  224.  und  Archiv  Theil 
XXVIII.  Nr.  II.  S.223.  eine  ihm  eigentharoliche  neue  Theorie 
des  Foucauli'scben  Pendelveranchs  geliefert,  in  beiden  Abhandlun-. 
gen  Im  Wesentlichen  ganz  auf  dieselbe  Welse,  aber  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  erste  Abhandlung  di«  Erde  als  eine  Ko- 
gel» die  streite  dieselbe  aU  ein  Ellipeoid  voraussetzt,  was  freilich 
im  vorliegenden  Falle  streng  genommen  auf  dass<  Ific  hinauskommt» 
nnd  bei  der  zweiten  Voraussetzung  nur  die  Einführung  der  be- 
kannten Modification  des  Begriffs  der  Breite  erfordert    Die  Un- 
tersuchung ist  In  beiden  Fällen  mit  aller  dem  Herausgeber  mOg^ 
nciieD  Elegnna  mit  Hülfe  der  Forraeb  der  nnalytieehen  Geometrie 
Im  Raome  geAbrt,  und  fiberall  Ist  auf  ganz  strenge  Grinse n- 
bestimmnngen  snrflckgegangeti  worden.  Der Hemnsgeber  dfeinkt 
dem  Hetrn  Professor  Jelinek  recht  sehr  ffir  das  gate.gber  seine 
AflMir  gefUlte  Urtkeil;  die  Nacbsickt»  mit  wdeker  er  dieselke 
snfgeoemmen»  nnd  die  ibr  vott  Ikm  gewidmete  Anfmeikeamkeit 
2a  neck  grüeeerem  Denke  nker  Int  der  Hereosgeber  itsistlhnn 
snck  Im  Namen  der  Wieseaaekall  ?erpiiekte^  dnee  er  diese  Tliee- 
rie  Ten  Ifenem  niif  eigentbdmUebe  Wels«  bisse  mittelst  der  apbS* 
riseben  Trigonometrie  entvrickelt  kat,  «nd  dadnuök  sUsidki^e  wd 
neck  etsms  kfirserem  Wege»  —  «es  der  Heransgeker  gers  nnss*  * 
kennt     nber  freilick  derek  mnnekeriei  geomeblsoke^  an  eins  il* 
gnr  notknrendig  siek  snsckllesssnde  Betnektsn^os^  genau  an  den* 
selken  Resullsto  trie  er  selbst  fslsngt  Ist,  nsmsntlick  gens«  na 
demselllen  Anedreeks  efaMs  Elements  der  Peadelakweieknn^  «nn 
Herr  Jelinek  im  zweitee. Tkelle  «einer  Akksndlnog  snf  Intsiee- 
sante  Weise  besonder«  nnekwelst  Der  Hersnsgeber  fres't  sieh 
sehr,  die  von  Ihm  entwiebdte  Theorie,  aaf  iveicke  er  einen  ge> 
wissen  Werth  zu  legen  keinen  Aastsnd  nimmt,  von  einem  so  ge» 
schickten  Mathematiker  durch  eine  schulte  eigenthiiniliclie  Unter- 
suchung vollkoiumen  bestätigt  zw  sehen,  und  erlaubt  sich  allen, 
die  ^l€h  für  die  \ü\\\^  strenge  Theorie  des  berühmten  Versuchs, 
dessen  sonslij»e  Theorien,  wie  Herr  Professor  Jelinek  mehrfach 
j(an/.  rkiittL;  bemerkt  und  iiervorhebt,  an  sehr  grossen  i^Janf^eln, 
Dunkelheiten  utui  Ungenauigkeilen  laborircn,  interessiren  und  in 
solche  strenge  mathematische  Untersuchungen  nirklicU  einzuge- 
hen verstehen  und  deü  aulriihtig^n  Willen  haben,  dies«!  uns 
lit'iden  ccmein^  c  h  a  ftliche  Theorie  zur  iSoacbtung  und  wei- 
teren Anwenduni^  zu  *?inpfehlen).  —  Knucheuhauer:  Ueb er  den 
tiebraucb  des  Lufttbermometers*  Zweite  Abtheilnog.  8.259.— 
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Stutlnicka:    Üeber  die  Identität  der  Licht-  und  NVämiestrah 
len  von  i^leicher  Brecbbarkeit.    S.  289.  —  Zenker:  MtkroKko- 
pi^che  Messangeo  der  Krystallge^taiteo  einiger  Metalle. 

B»nd  XLIV.  Heft  IV.  Novembtr.  1861.  Wiokler: 
Naebw«UiuDg  einiger  Eigenschaften  einer  aungedehnten  lü««e 
transcendenter  Fanctienen.  S. 477.  —  ^ochleder:  Miltheilmgia 
ana  dem  Laboratorium  au  Prag.  S.493.  —  Scb3nfel4:  Beob> 
acbtttogen  von  TerSuderiicben  Sternen.  (Fortaetsung  aus  dem  XUSL 
Bande).  S.SOS.  —  v.  Waltenbofen:  Notia  fiber  Jobans&ra* 
▼ogl'a  Quecksilber- Luftpumpe. 

Sita&ngsbericbte  der  künigl.  bobmisclien  Gesell- 
sebaft  der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang 
Jnli^Deeemb er.  (Vergl.  Literar.  Oer.  Nr.  CXLV.  S.  18). 

S.  23.    Herr  Profossor  Jos.  Ritttr  von  Hasner  hielt  einen 
Vortrag:    Zur  Geschichte   der   Kunstaugen,  und  legte 
sein  autoniatisches  Auge  vor.    (Der  Vortrag  ist  in  einen 
siemltch  ausfährlichen  Aufsätze  niitgethetheilt  und  das  neue  aa* 
tematiscbe  Auge  durch  eine  Zeichnung  erläutert  worden;  wir  haf- 
ten diesen  Aufsatz  für  in  vieler  Beziehung  sehr  interessant,  und 
machen,  so  wie  auf  den  Aufsatz,  auch  auf  das  automatische  Aogei 
welches  von  Herrn  Mechanikus  Spitra  in  Prag  verfertigt  wird, 
aufmerksam).  —  S.  28.    Herr   l^ierre   liefert  Mitthei lungen 
(Iber  das  sogenannte  unsichtbare  Licht,  namentlich  über 
einige  Weidele'sche  Versuche  (Moser  in  Königsberg  bexog  die 
bekannte  merkwürdige  Erscheinung  auf  die  Wirkung  Ton  Licht- 
strahlen,  welche,  unserem  Auge  nicht  wahrnehmbar,  selbst  im 
Dunkeln  ihren  Einfluss  äussern,  und  nannte  diese  ErscheiouDg 
deshalb,  freilich  nicht  sehr  sprachrichtig,  das  unsichtbare  Licbi 
Herr  Weidele  in  Wien  bat  durch  sehr  sorgOiltige  Untersueboa- 
gen  bewiesen,  dass  diese  Erscheinung  mit  der  Lichtwirlrang  gar 
nichts  zu  thun  hat,  sondern  sich  auf  Fificbenwirkungen  und  die 
Anziehungskräfte  der  feinsten  Moicciile  TinrfickfiBhren  ISsst.) 
S.  29.    Herr  Karlinski:     Lieber  die   Verbesserung  der 
Bahnelemente  des  Planeten  (46)  Uestia.    (Ziemlich  wt- 
Rihrticher  Aufsats  mit  Mitlbeilung  von  Formeln  und  sorgHÜtigw 
Recbnangan). 

Monatsbericht  der  KTmigl.  reu  ssiseben  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Berlin.  2$.  Literar.  Bar.  Nr.  CXLIX- 
;s.  IL 
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September,  October  1861.  Christoffel:  üeber  die 
Dispersion  des  Lichts,  mitgetheiit  von  Herrn  Weierstrass. 
S.  906  — 921.  —  Lncke:  Ueber  den  Pons'scheri  Kometen.  S.  926 
—  Ü2v).  —  Kro Hücker:  Ueber  die  Theorie  der  ali^ehraischen 
Functionen.  S.  933.  (Blosse  IMitthcilunt;,  das»  ein©  Abhaiidliing 
über  den  geriannten  Gegenstand  jjclescn).  —  Weierstrass: 
Ueber  die  geuiiiiti^Lhen  Lidumi  aut  dem  dreiachsigen  ElJip^oid. 
S.  986  — S.  997.  (Wir  maciieu  aul  diesen,  den  ersten  Theil  einer 
grösseren  Arbeit  über  die  creodatischen  Linien  bildenden  Aufsatz, 
worin  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  aus- 
geht, das»  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  werden  kann,  den 
ein  Punkt  durcliiault,  »welcher  gezwungen  i«jt,  auf  der  Fläche  zvl 
bleiben,  aber  von  keiner  beschleunigenden  Kraft  getrieben  uird, 
aufnierksaiii  und  hoffen  auf  diese  Arbeit  später  im  Archiv  selbst 
zurückzukommen). —  Christoffel:  Nachtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber forgetragenen  Abhanditing  ilber  die  Dispersion  des  LichtSy 
mitgetheiit  von  Herrn  Weierstrai»^».   8.  UU7  —  8.  999. 

Norember  1861.  SchOnemaDn:  Ueber  den  Druck  Im 
flteesenileii  Wauer,  vorgelegt  von  Herrn  Weierstrftes.  S.  lOIO. 
(Blosse  Mittheilung»  dass  die  Abhandlung  vorgelegt  v^orden).  — 
Dove:  Ueber  eine  graphische  Metbode,  das  Verhäitniss  des  Festen 
Qod  Flfisslgen  auf  der  Erde  darsnstellen.  S.  1043.  (Blosse  Mit- 
tbeilmig»  dass  ein  betreffender  Vortrag  gebalten).  —  R.  Baltaer: 
Zur  Gesebicbte  des  Eoler'scben  Satzes  von  den  Polyedern  nnd 
der  regullren  Stempolyeder.  (Sieb  anschliessend  an  eine  Mit^ 
tbellnng,  die  Herr  Pronbet  am  23.  April  1800  der  Pariser  Aka- 
demie gemacht  bat,  weiset  Herr  Baltaer  in  diesem  interessanten 
Anlnatne  nach,  dass  bereits  Descartes  das  Ober  hundert  Jabre 
spHter  1782  entdeckte  Gmndgeseta  der  Theorie  der  Polyeder  toII* 
•tindig  gekannt  bat,  und  schliesst  seine  lehrreiche  Httthdbmg 
mit  den  Worten; 

„Demnach  ist  es  nicht  zweifeihalt,  dass  zu  den  giSnzenden 
Leistungen,  welche  Descartes'  Namen  verherrlichen,  auch  die 
Entdeckung  des  Grundgesetzes  der  Polyedroraetrie  gehurt,  und 
dass  Eulor  hinfort  geineinschafdich  mit  dem  grossen  Vorgänger 
der  neuereu  Auaiysis  den  Kubm  jener  Entdeckung  haben  wird*'* 

Ausserdem  nimmt  Herr  Baltzer  rilckskhtlieb  der  Erfin- 
dung der  regulären  Stern  pol  yeder  Keppler  gegen  Herrn  B  er - 
traod  in  Paris  in  Schutz,  «reicher  behauptet  hatte,  dass  Kepp- 
ler bei  der  Erfindung  solcher  Polyeder  genannt  sa  werden  kein 
Hecht  habe. 

Wir  wfirdeo  gern  Herrn  Baltzer 's  Aufsatz  hier  vollständig 
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mitlbeibn,  gbabe»  «bor  diM  nkbt  ohM  BrlsabDiss  der  nhugi. 
Abftdenie  der  Wieeenecbaften  tbm  sa  dfirfbe.  und  nOesM  wm 
daher  Terbehalfeii»  epiter  enf  deneelbeo  aarOcktokoniMeii). 

ücccmber  1861.    Kummer:  Uebcr  die  Klassenzaht  der  aus 
fiten  Einheitswurzel»   gebildeten   coniplexen   Zahipn.     JS,  T(K>I— 
1051^.    (Hezugtiehniend  auf  die  Arbeiten   der  Herren  Reu^chlc 
in  Stuttgart  und  Fuchs  in  Heriin.    Eine  ausführlichere  Witthei- 
lung  wird  in  Aussicht  gestellt).  —  Dove:  Ueber  die  bei  hmocu- 
larer  Betrachtung  durch  Rotation  entstehender  Lichtlinien  (iurcli 
verschiedenartige  Gläser  hervortretenden  Farben.  iS.  1054  — S.IÖ55. 
—  Magnus:  üeUer  den  Durchgang  der  WSrniestrahlen  dutcfi 
feuchte  Luft  und  über  die  hygroskopischen  Eigenschaften  dai 
Steinsalzes.  $.1128—8.1132.  —  8chonemann:  Ueberden  Druck 
im  fliesseoden  Wasser.  3. 1136       1146.  (8.  vorher  I^ovember). 

Jannar  1803.    Dove:  Ueber  asiomef rieche  BesUtigung  dee 

Drebungegeeetzee  auf  Bermoda  io  Australien.    S.6  —  S.  6.  -* 

Kronecker:  Ueber  die  Discriminante  algebraischer  Knnctiooco 

einer  V^ariabeln.    S.8.—  Borchardt:  Ueber  vollkommene  Zaii- 

len.    S.S.  —  (Ztvei  blosse  Mittheilungen,  daas  betreffende  Ab* 

handlungeti  gelesen  worden). 
« 

Februar  1862.  Encke:  BcrecbnoDgea  der  hiesigen  (Berii> 
Her)  Beobachtungen  des  Coroeten  von  Pons  bei  seiner  Wieder> 
erscheinnng.  S.  91 — S.  U7.  Dovo:  Ueber  das  Hurbarmachen 
vonBeituoen  durch  Interfereos.  8.  97  — S.  100.—  Kiepert:  Dar- 
etelhiog  des  Landäquators  und  Seefiquators,  vorgelegt  von  Herrn 
Dove.  S.  100.  —  Dove:  Ueber  die  Witterungaverbältnisse  des 
Jahres  1861  and  die  damit  zusammenhängenden  ungewuholicbee 
Uftberacbweflumingen  im  Winter  18<^Vos*  S.  100.  —  Weierstraea: 
BemerkoDgeD  über  die  Integration  der  bypereliiptischen  Differen- 
tial-Gleichungen. S.127  — S.  133.  ~  Dove:  Ueber  die  dieejibri» 
gen  U^berscbwemmungen  und  ihre  Gründe.  S.  142.  (Blosse  Mi^ 
theilung.  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  —  Paalzovr: 
L  Ueber  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der  Leydner  Bat- 
terie. Ii«  Uel)er  die  Magnetisirung  der  Stabloadeln  durch  dee 
Strom  einer  Leydaer  Batterie;  Ditgetheilt  vod  Herrn  Magiiiia. 
8.152—8.166. 

Mfira  18(^2.  Raderrfr  Ueber  das  Gefrieren  Ten  Saltt8een* 
gen,  mitgetbeiit  von  Herrn  Magnoe.  8.163— S.  165.  —  Deve: 
Ueber  die  niebt  periodlaeben  Verindernngen  der  Temperatar, 
dargestellt  durch  Ittnftlgige  Mittel  (sfveite  Abhandlong)  und  dar- 
geatellt  doreb  monatiiebe  Mittel  (siebente  Abbandlnng),  6.1701 
(Ohne  Anaaiig).  —  In  der  in  der  Öffentlichen  Sitzung  vom  27.  Min 
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ge^alteiMii.Rede  182)  macht  Herr  Encke  11.A.  ia- 

temcMiite  Mittheilungen  über  die  .  berfihmte  Entdeckung  you 
BoDteD  und  Kircblioff  nil  ROcksicbt  w£  ihr  Verhiltnm  tat 
Astrononiie. 

Bulletins  de  i'Acadeniic  Koyate  des  sciences,  des 
lettres  et  dei»  beaux  art9  de  Belgique.  (Vergl.  LUerar. 
Ber.  Nr.  CXXXVi.  S.  11). 

Die  grosse  Ansah!  aososstgeniler  Sebrifleii  bat  sn  «eliieni 
grSssteti  Bedauern  eine  lisgere  Uoterbreebung  In  der  Anseige  die- 
ser wichtigen  »«Bulletins"  berbeigeAibrt  Das  Versinate  seil 
oan  aber  ohne  Unterbreehang  sebnell  nschgebolt  werden.  G. 

27'"«  Annee,  2"'  Sör.  T.  IV.  1858.  Expose  ddn  principe 
conceriiaiit  rintprsertion  des  surfaces  avec  applicatlou  ä  la  re- 
cherche  des  proprietes  des  stirfaces  du  second  ordre;  par  M. 
Meier.  Rapport  do  M.  Timm  arm  ans.  p.  6,  —  Pcrturbafions 
magn^tiqiif  s.  Aumro  bor^alc.  Violent  frcmhlemeiit  de  terre  fr) 
Italie;  coiiimrinications  de  IM.  A.  Quetelet.  p.7.  —  Sur  l'etat 
m^teorologique  de  la  viiie  de  Gnnd,  pendant  Tann^e  1857;  par 
M.  F.  Duprez.  p.  II.  —  Memoire  sur  la  Classification  dps  lignes 
du  S*"*  de^r^;  par  M.  Dagoreau.  Rapport  de  IM.  Brasseur. 
p.  80.  —  Recherches  »nr  Ics  propnefes  geomt'triques  de  raoave* 
mens  plans;  par  IM.  Gilbert.  Rapport  de  M.  liamarle.  p. 8*2. 
—  Eclip-«e  de  lunc  du  27  F^vrier  1858,  et  occultations  d'etoiles 
par  la  lune,  observps  an  1857.  p.2ij7.  —  Note  8ur  un  theorcme 
relatif  h.  la  th^orie  des  roulettes;  par  IVI.  Lnmarle.  p.  239. 
(Sehr  beachtenswerlh).  —  Eciipse  de  solell  du  15  luarn  1858; 
notice  par  M.  A.  QuotdcL  p.  282.  —  Memoire  stir  lo  calen- 
drier  arabe  avant  Tislamisme,  par  IMabmoud  Effendi,  astronorae 
^gyptien.  Rapport  du  f-a}>itainp  Lia?re.  p,371.  —  MagDÖtisne 
terrestre  (M.  Eroest  Quetelet;.   p. 37c>. 

27>»  Aon«,  2""  Ser.  T.  V.  1858.  Snr  nn  apporeil  ä  lerier 
aobetlttt^  an  micromAtre  des  instraments  de  prusten;  par  M. 
A.  Boblln.  Rapport  da  capitalne  LIagre.  p.3.  —  Th^rie 
gdonitftriqne  des  vayons  et  eentres  de  conrhnre,  ApplieaUoa  an 
lima^on  de  Pascal.  Rectification.  Rayons  et  eentres  de  coarbnre; 
par  KL  Lamarle«  p*5  (in  geometrischer  ROcksicht  sehr  beaeb> 
ttoswertb).  — •  Note  snr  na  principe  remarqnable  en  gdemdtrie; 
per  M.  Erneet  Quote let.  p.  15.  (Besiebt  eicb  auf  die  Corren 
der  dritten  Ordnung;  im  Eingange  sagt  der  Herr  Verfasser:  Ji 
j  n  qnelqne  temps«  m'ocenpant  de  I«  ddlermination  des  courbee 
per  nn  certaln  nombres  de  leurs  points»  mon  attention  Tat  aftir^ 
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mr  ce  fsit  awes  corimix;  ooe  conrbe  de  tioiiltee  ordfo  est 
compMtement  d^tetmin^s  qnand  ob  eooiiftit  neuf  de      polnit,  et 
cependant  deox  cooiIim  de  troUUme  ordre  ee  oonpoDt  «o  nenf 
poiots.  Er  weioel  auch  aof  eine  Abbeodlneg  Eoler*«  in  den  Bf 
moires  de  Berlin  1748  Aber  eine  eontradiction  apparente 
dana  la  doetrine  dea  lignea  cenrbea  hin»  vnd  nehlieeat  daran 
lebrreicbe  Bemerkungen,  die  wir  einer  weiteren  AnafÜbnoy  lllr 
eebr  wertb  baiten,  und  vnaere  Leeer  deabalb  auf  den  swar  kafsen, 
aller  lebrreichen  und  intereaaanten  Aufsatz  aofnerbsam  nacbaa.)  — 
Sur  la  conatance  dana  te  nomine  den  martages  et  avr  In  ataMipie 
morale  en  gdndral;  par  M.  Ad.  Qnetelet  p.89«  —  8ar  la  dll^ 
renoe  den  longitndea  entre  Berlio  et  Bmxellee,  ddtermin^  par  la 
tdlegrapbie  ISIeetriqne  (Extrait  d*no  articie  de  M.  Enelce).   p.  115. 

—  Snr  le  magn^tiame  du  globe;  par  M.  Hanateen«  p.]20.  — 
Sur  roccnltatioo  den  PIdiadea  par  la  liine*  Extrait  d*ene  lettre 
adreaade  k  M.  Baebe  par  Ad.  Qnetelet.  p.263.  ^iloilee 
filantea  de  la  pdriode  dn  mein  d*aoiit  1868,  obaervdes  par  le  Dl* 
recteur  etlea  Aidea  de  robaervatolre  royal  kBmxellea.  p.  265. 

—  Experienee  d'optique  permettant  d'ebtenir  d*nne  aenle  dprenve 
pbotographique  la  aeoaation  d'on  corps  en  relief;  par  H  A.Bob - 
lin.  p.9(M«  —  Sur  i'iotenaitd  dn  magnetiame  tmeatre,  et  parti- 
cali^rement  k  iBmxellea;  lettre  de  M.  Hanateen  i  JM.  Ad. 
Qnetelet.  p.330.  —  Tbdorie  geomdlrique  des  centrea  et  axat 
ioatantande  de  rotation;  par  M.  Lamarle.  p.  3i0.  (Beaondef« 
wegen  der  Einfaehbeit  der  Betracbtnag  beacbtenawertb).  —  Snr 
la  eonatitation  physiqne  du  aoleil;  par  M.  Cbarlea  No^J.  p.G05. 

(FurtEicUuo«{  folgt  uäclittcos.) 


Aufforderang  an  die  deutschen  Mathematiker  und 

Physiker. 

Al!e  Mathematiker  und  Physiker  machen  wir  auf  dff»  <|}p.«;- 
jährige  in  Karltfbad  Statt  lindende  37^•(e  Versammlung  deut- 
scher Naturforscher  und  Aerzte,  bei  «reicher,  wie  wir  zu  unserer 
Freude  bOren,  gleicbzeitig  aacb  eine  grossere  Anaabi  namentlidi 
jfinperer  Aatroaomen  zuaammen kommen  werden,  recht  eebr  Mf> 
mericaam»  und  n  ilnschen  recht  zahlreiche  Betheiligang«  da  gevriaa 
Alles  auflehnten  werden  w  ird,  um  die  Versammlung  so  anjjetjehm 
und  lehrreich  als  roöglirh  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
VersammluDSf  gewiss  einladend  genug  ist  Gruner t. 

1.  Mai  1852. 
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^Literarischer  Bericht 

CXLIX. 


Am  3teu  Februar  1862  starb  in  PftTto  t»  hohem  AHtr  , 

Jmh  Baptlste  Bioti 

8«h9tf»  in  P«rb  •«  SUitn  April  1774. 

W«l«h«r  MitlbMMitihw  twl  Phyilktr  v«nlnhte  mämm  ImI 
liehen  Scbriflea  siobt  die  vWAwM«  Beliliiiwg  omI  Aoregangl 


Aritliuietik* 

Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Verench 
einer  elementeren  Deretellang  ?on  Dr.  fl.  DnrAge, 
Dneent  %m  #idg#nOeelnehen  Polyteehvionn  und  en  der 
Univereitit  nn  Z«r}ch.  Lelpiig.  Tenhner.  186L  a 

Der  Herr  VerfaHser  hat   uns  durch  die  Heraos^abe  dieses 
Bncbes  eine  benondere  Freud«  gemacht,  und  ^trd  den  Dank  aller 
der  Jünger  der  Wlimeniicbaft  ernten,  welche,  ohne  auf  die  Quel« 
leu  /iiriiclcg^hen  zu  müssen  oder  2tt  wollen,  wa«  iintiirlicb  immer 
aeiTie  besonderen  Schwierigkeiten  bat,  »ich  in  einer  mehr  elemeo- 
taft'ij  Weise,  die  aber  iloch  weiter  UUhti  wie  die  LchrhOcher  der 
lotef^rairechnunc  überliaiipt .   mit  der  so  wichtigen  Theorie  der 
eUiptiHthen  Functionen  bekannt  machen  wollen.    Das  Verdienst, 
wetchete  er  sich  dadurch  erworben  hat,  verdient  um  so  mehr 
Aoerkennyiig,  als  ein  ähnliches  Werk  dio  deutsche  mathematische 
Litera^r,  »o  viel  wir  wiesen,  noch  nicht  he^tt7.t,  wenn  nicht  viel* 
leicht^  worüber  wir  nicht  irninn  unterrichtet  sind,  eine  Ueber- 
8etzuri[^  des  bekannten  Hnchs  v  on  V erb u  Ist  existirt,  was  wir 
jedoch  nicht  irlanhen.   f)ass  bei  der  Darstellung  der  Theorie  Herr 
Üoctor  D  u  r    L,' e   nicht  der  in  der  allerdings  trcfflicheri    P  h  e  o  i  i  o 
des   (onctions  doublemcnt  p^riodiques  et.  en  parti- 
culier,  des  fonctiona  elliptiqoes  par  Briot  et  Booquet. 
Paris.  1859.  angewandten,  too  der  Theorie  der  Fnnttionen  einer 
cempleun  VmändefidNn  anegehenden  Beheodtnngeirelen  gleich 

Thi.xnYni.iiri.1.  t 
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WOB  vom  herein  gefolgt»  sondern  ▼lolmohr,  nnkngpfMkdt  an 
dem  Anftogor  hlnreiehend  bekannte  Functionen,  mO^ieb« 
mentar  verfahren,  nnd»  getrissermaanen  hiatoriach,  den  voo 
nad  Jacob natürlich  mit  beaonderer  weiterer  Rücicsich. 
Legen  dre  u.  a.  w.,  betretenen  Weg  eingeachlagen  fiat,  bif 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tendens  dea  vorlie^peoiJM  i 
Mosa  Toillcommen,  aondern  erkennen  darin»  mit  ^atktf/<cAt 
den  hauptsächlichsten  Zweck  des  Werkes:  sur  weiteren  Vcrh 
tang  der  Theorie  der  elliptischen  Fonctionen  beiza tragen»  «#fi 
besonderen  Vorsng  desselben.  Dabei  wollen  wir  aber  yedat 
auch  nicht  nnterlsasea,  darauf  hinsnweisen»  dasa  aflerdingi  ar 
Ende  dea  Werke  im  Elsten  Abschnitte  aneh  die  Fonctienes  ««v 
plezer  Variablen  und  die  ^Vieldeutigkeit  beatimmter  lotegrale  ei< 
einaiehtsvoiie  und  flir  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls  hinrc 
^  ebende  Berflcksichtigung  gefunden  haben.  Ausserdem  Ferdier 
es  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  dasa  der  Herr  Verfasse 
auch  daa  Gebiet  der  Anwendungen  nicht  gaut  unhetreten  gelsj 
sen  haV  und  glauben  daher  das  Buch  Allen,  die  der  Tbeorie  de 
elllptiachen  Functionen  ein  eingehendes  Studium  widmen  wolleii 
zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen.  Indem  wir  dea  Wekerei 
wegen  nna  hier  mit  der  folgenden  Angabe  dea  Hauptinhalts  be 
gnü'gen  mfisaen: 

I.  Begrif  der  etliptiachen  Functionen.   IL  Von  der  Perro* 
dicitSt  der  elliptischen  Functionen.   III.  Von  der  Reductton  der 
elUptischen  Functionen  anf  die  Normalform^  IV.  Von  den  drei 
•  Gattungen  der  elliptiaehen  Functionen.  V.  Rectifieatian  der  Bl- 
lipae  und  Hyperbel*    VI.  Ueber  eine  Sobatitutloo  der  aweileo 
(Mnnng  znr  Rednction  der  elliptiaehen  Inlegtale  anf  die  H/ior- 
malform.  VII,  Daa  Additionatheorem.  Vlli.  Ueber  dea  Znmm» 
menhang  der  eUiptlsehen  Functionen  mit  der  sphlriaahen  Tiine-  > 
nometrie.   IX.  Daa  Additionatheorem  für  die  zweite  und  diHte 
Gattang. .  X.  lategratlea  der  elliptlsohen  DiffereatiaWeichaog  hi 
algebraisehsr  Fem.    XL  Jaeobi'a  geometriache  Coaalneliso 
dea  4dditlenatheerema.  XIL  Die  Laaden*aehe  Tmaaftnoatiin. 
XllL  Entwiekelang  der  elliptiaehen  Fnaetbnen  in  Faetareafolgea. 
XIV.  Entwiekelang  der  elliptischen  Functionen  .-fai  Reiben.  X?. 
Reihenentwickelung  f&r  die  zweite  Gattung.  XVL  RelhaaentnM»* 
lang  für  die  dritte  Gattung.   XVIL  Die  Jacobl'sdbe  Foadiin. 
XVUL  Daratellung  der  elliptlacbea  Functionen  durch  die  Jaeo* 
b räche  Function.  XIX.  Ueber  die  elliptischen  TraaiceaMen 
der  dritten  Gattung.  ^  Anbang.  XX.  Ueber  die  Ben^ong  dm 
aphSrisehen  Pendela   XXL  Ueber  Funetiöneo^  einer  eoajdeiM 
Variablen,  und  die  VieMetttIgkeit  beatimmter  Integraie. 
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Aus  dieser  Anzeige  des  Inhalts  werden  üe  Leser  an  Beeteo 

übersehen,  waa  bie  iu  dem  empfehlenswerthen  Bache  zu  erwar- 
ten babtiii. 


Mecbaja.ik« 

Sul  meto  del*  Pendele.    MemorU  dal  Prof««fore 

Lorenzo  Respighi.   Bologna.   1SS4.   4^.  . 

Leider  ist  uns  diese  Schrift,  welche  sehr  sorgflUtige  «od 
elegante  analytische  Untersuch uni^en  der  Pendetbewegung  mit 
Rücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde,  natürlich  also  auch  aal 
Feueault'a  bekannten  Versuch,  enthalt,  erst  jetzt  bekannt  ge^ 
werdeo.  Da  wir  dieselbe  aber  Rlr  einen  sehr  wertbvollen  Beitrag 
«pr  .aMljfief he«  Tiiaoii«  diese«  TerwNlie  haften,  wird  dieea 
•aehtiigliche  Iwee..  Anaeigo  igeiriae.  gereehtfertigt  emeheiMv. 
Gaoa  beeeedera  latereasaDt  wird  dieae  Schrift  aech  n.och»  wefl  4ev 
Herr  Verfaaaer  darin  aneflIhrKche  and  genaue  Nachricht  giehl. 
ven  darch  Ihn  in  der  Bastlica  dl  San  Petrenia  In  Bolegna 
•ngeelellten  Pendel  •Veranehen,  deren  Reauttale  er  natürlich  mll 
der  Tote  ihm  entwlckellen  andytiaehen  Theorie  vergleicht^  ' welche 
DlacnaB^i  wir  fflr  aehr.  lehrreich  .halten«  nnd  aneb  dealmlh  die 
Schrift  jMch  an  heeenderer  Beachtung  empfehlen« 


Optik.  • 

Snir  'aceomodamento  dell'  eechio  .nmano  pmt  U 
▼ieiene  diatinta  alle  dlveree  diataoae*  Memoria,  del 
Prefeaeere  Lorenao  Reapighi.  Bologna.  1888.  4^, 

« 

vSulla  i  r  r  a  d  i  azi  o  n  e  oculare.  Memoria  dei  Prot.  Le^ 
reuzo  Reapighi«   Bologna.  Itl&tt.  4^. 

Diene  beiden  Abhandinngen  über  daa  Accomodatlona-VermS- 

gen  dee  menschliehen  Auges  fSr  das  genaue  Sehen  in  yerschie- 
denen  Bntiemungen  und  über  Irradiazion  sind  zwar  schon  vor  ein 
Plaar  Jahren  erschienen,  uns  aber  leider  erst  jefzt  bekannt  ge 
worden.  Dietselben  enthalten  sehr  sorglalti^e  Untersuchungen 
und  Betrachtungen  über  die  beiden  in  Rede  aitebenUen  wichtigen 
GegensiäiiHe,  haben  uns  eine  sehr  lehrreiche  Lectüre  gewährt, 
und  scheinen  uns  sehr  zu  verdienen »  dass  uir  auch  jetzt  nocl» 
die  Phy&iker  und  Astronomen,  so  wie  alle  Leser  unseres  JoumaisK 
aul  dieselben  besonders  aufmerksam  maeben. 
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Astioaomi«» 

Zeitschrift  für  popiilari»  Mitth  eil  u  n  o  e  ii  ans  dem 
G  Ii  i  e  t  c  der  A  s  t  r  o  ii  ( >  ti  i  i  e  und  v  e  r  v^-  a  n  d  t  e  r  Wissen- 
»ichatten.  H  e  ra  u  sg  egel»  o  r:  \  on  Professor  Dr.  V.  \.  F.  Pe- 
tera,  D  irecto  r  de  r  S  te  r  tn^  a  r  t  e  i  n  A  1 1  o  n  a.   15  a  mf  I  Ziel  t  4. 

BftiidlL  H«ah  Bandit  Heft 2.  AUooa.  im,  mi. 

» 

Das  3te  Heft  des  ersten  Banden  dleMT  M%hr  rttdliMflkheii 

und  lehrreicbeu  Zeitschriit  ist  zuletzt  Im  Uterar.  B«r.  Nr.  CUXF. 
angezeigt  worden.    Wir  tra^^eii  jetzt  die  kurze  Anzeige  der  wäJ^ 

dem  erschienenen  iieui'it  Holte  nach,  da  wegen  Mangel  an  Rm 
die  Aa^ei^e  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  bat. 

Bftfld  1.  Heft  4^  Deber  j^liyelkftlieclie  Brecbeim«»» 
ges  bei  talaleB  BonfteafinsfefiitseeB        Dr,  Wth. 
Peilltsseli« 

Band  II.  Heft  I.  üeber  |jhysikiili  sehe  Erscheinuo- 
^cn  bei  totalen  8o nnen finster n  is.sen  v  on  Dr.  Frh.  ?ob 
FeiliUacJi«  ForlaetaiiDg  dfir  vorigan  Abkaadiung» 

Beide  Abbandlongee  enibaHen  naneiilKeh  ehre 
tige  ZosammeBstellang  aller  früher  beobaebtefei 
aoa  einem  reicbee  literarischen  Apparate. 

*  Die  Astronomie  d«a  AitertbBMS  und  des  Mittel- 
alfters im  VerblUnie«  inr  eeveren  fintwiekleeg»  Vo« 
l^r.  W.  Firater. 

Fär  Leser,  welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  natürliLb  \  rius- 
aetzt,  die  Geschichte  der  Astronomie  noch  nicht  hinrekh«  ud 
kennen,  jedenfalls  lehrteirli  und  interessant  Der  AbbandUin!; 
liegt  ursprünglich  ein  im  wissenschaftiichen  \  crei»  in  Berlin  ge- 
haltener Vortrag  zu  Grunde«  so  das«  aUo  Uix^  jtopuüire  Haitiuig 
alcb  von  selbst  versteht. 

BftsdlL  Hefts.  Deber  die  Bone«.  VesOt.  A.WI». 
eeckea  Ale  Leeer,  welebe  äkk  flr  die  Nalar  aneeree  Ceuhrf» 

Kekaier'  üb  WKk  abgedcuekte  Abbandlung  recht  safer  eiiANi^ 
I»  de  aie  be  Baasen  «war  nar  in  der  KOrze,  aber  io  ungemefai 
und  allgemein  Terfftindlicher  Weise  darin  Allee 
finden  werden,  was  ihnen  über  die  Sonne  7.u  wissen 
wlnacbeeswerth  sein  dürfte.  Ans  unscrcti  Irübercu  literariscbce 
Berichten  sind  den  Lesern  die  verdiensiiicben  Leiatuagen  dee 
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Herrn  Verfassers  bei  den  Beobachtungen  der  grosisf»n  Sonnen« 
§tlBternl8B  vom  18.  Jnli  1860  in  Spanien  hrnreicheTK)  ix  kannt, 
ml  derselbe  kann  also  fiber  Tietes  hierher  Gehörende  recht 
oigeiiÜlch  aus  eigener  Erfahrung  sprechen»  wodurch  der  vorlie- 
ge&fle  Aufsatz  noch  besonders  lehrreich  und  interessant  wird. 
Sein  sehr  |MsliniiiilM  Urtheil  Aber  die  bekaaiite  Frage,  ob  di^ 
Protvbmnzen  n. w.  in  der  tk»k  der  Sonne  angeboren» 'dem 
iriraus  ? ollkommener  Ueberzevf «ag  b«i«tiaM#B9 ifwiebt 
Hirr  W.  fear  &  m  io  Mgtfidar  W«lw  mmi 

„Die  Ansicht,  wonach  die  Protuberanzen  asur  Sonne  geboren, 
uurde  fast  gleichzeitip^  von  mehreren  Astronomen  geäui^^ert;  «ie 
schloss  .sl(h  iiiige/ivv liugen  den  herrschenden  Aiusichten  über  lüe 
Natur  der  Norme  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
die  Frotuberan/en  %\\\v  Lichter»cheinufigeii  ^s^eiii  sollten,  fand  gleich- 
fallj«  manche  Anhänger.  Wie  diese  Lichterscheinungen  aber 
entstehen,  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogon 
bilden*),  darüber  findet  man  nnr  unhaltbares,  ober- 
flächliches Ixäsonnement  und  nirgends  eine  Andeutung,  wie 
mau  iiacli  dem  Zeugnisse  aller  vertrauenswürdigen  Beobachter 
TestHteheiKU'  Erscheinungen  an  drn  Piotuberanzen,  z.  B.  Ihre  fast 
immer  harten,  starron  Hcti ranzungen,  das  I^nsL'clristseiii  vom  Mon- 
desrande bei  einigen,  ihre  Pik-  oder  ikegelform,  sieb  vorstellen 
soll  u.    w.**      *  ♦ 

Mögen  der  Zeitsehrift  immer  solche  lehrreiche  Aufsätxe  zu 
Theil  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  erCreolich- 
(iten  Fortgang  haben. 

# 

An  ftceoaat  of  Ibe  solar  eclipse  ol  Juty  18,  IHöO, 
as  observed  for  the  United  States  Coast  Survey  near 
Steilacoom,  Was  hington  Territory,  by  L  i  c  u  t.  J.  M.  Gil- 
li«s,  U.  S.  Navy.    Washington  City,    1861.  4^. 

Istei  wir  fir  die  gOtig«  %nmwiim%  «MfiA  Schrift  Uv 
nnifw«  wblnlUehalwi  Dank  Mfspretbm»  »ftd  iAtuMm,  aJ«  flb 
dto  füMimto  LUflfftter  füm  4to  pmam  SornieBtaimiM 
18.  Juli  186Q  irM%»  mmnm  Lmmo  w  BeaslitMif  MtpffUM» 
bemerfcsn  wir,  dass  dfcMlb«  eise  ssbi  follstttidig«  vnd  geoMe 
Dmlelioftf  der  ton  Uerro  Gl  II  ist  selbst,  so  wie  der  toa  deo 
'Herren  Mosaee,  CSoidsberough,  Baller,  Cssey,  Breve 
aingeslellteii  Beoliiditugeii  enthilt    Elee  Wigegebeee  sehtes 


*)  Aas  uoserer  Seele  ge»|»rs«beJi. 
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colorirte  bildliche  Darstellung  erhöhet  den  Werth  der  ScIiriA.  di& 
▼00  Keioem»  der  eich  für  die  'm  Uede  stehesde  (;ro«sarta^e  E>r- 
•obeiiiiuig  intecessirt»  unbeachtet  Meihen  darf,  noch  benoDders. 

i 

SniFenomeni  cometart.  Memoria  del  Pro£r«oreaso 
Respighl.  Bologoa.  1800.  4<». 

An  die  neueren  grossartigeo  cometarischen  Erschetoirxyj^o 
sich  anschliessend,  enthält  diese  lesenswerthe  und  leVirreicibe 
Schrift  sehr  sorgfaltige  Untersuchungen  und  Betrachtungen  ober 
diese  Erscheinungen  und  deren  Erklärung,  wegen  welcher  irtt  ii» 
Leser  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  müssen,  da  der  Raum  ia 
einem  einigermassen  genügenden  Auszuge  uns  hier  mangelt.  Auch 
Dach  Besser 8  und  Anderer  früheren  Untersuchungen  verdient 
die  vorliegende  Schrift  jedenfalls  alle  Beachtung. 

Berichtigung. 

Im  vorigen  378ten  Theile  isl  im  Literar.  Ber.  Mr.  €XLiVIIL 
S.  1(I..Z*5.  durch  ein  Versehen  „weniger"  statt  „mehr"  ge- 
setst  worden,  was  «um  Ueberfloss  hier  bemerkt  werden  mag,  wenn 
dies  auch  Jeder  sogleieb  sieht»  der  die  am  Anfange  ans  dem 
Buche:  i»Die  astronomische  Strablenbrecbnag  «.«.fr.** 
aDgeÜBhrten  llVorte  gelesen  hat.  Auf  S.  JO.  muss  es  also  etgeot- 
lieh  so  bdosen; 

,,Dlc  oben  ani^eföhrten  Worte  sagen  also  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  als  i  ülgeiuleö  aus : 

Die  Reibe  für  r  wird,  weno  z  einer  grossen  Zenitbdistaox 
angefaMft«  nur  etwas  mehr  convergiren  wie  die  divergirende 
Reihe 

Dass  dies  wenigstens  eben  so  schiinim,  weno  nicht  noch  scblini' 
mer,  und  ebenso  wenig  zu  begreifen  ist,  als  wenn  „weniger** 
gestanden  hütte,  ist  wohl  klar.  Anfänger  sollten,  wie  schoa  er- 
innert, nur  gewarnt  werden  vor  solchen  Aussprächen. 


Physik. 

Lehre  von  der  T hermometrie,  der  Pyrometrte^  Hf- 
grometrie,  Psychremetrie  «Ad  Barometti«  Ia  ihrer 
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b        Gesammthcit  dar  2;e8tent  und  nacli  den  Quellen,  na- 
?         meotlich  auch  zum  Gebrauche  für  Techniker,  bearboi- 
idM      tet  vfMi  Dr.  H.  Gicswald,  Oberlehrer  an  der  St.  Johan- 
nis- HeaLschtile  in  Üanzi.^.  Mit  14  Quarttafeio.  Welmajr. 
^       Voigt  im,  ^. 

Dieses  Buch  bildet  den  Tlsten  Bend  des  beiuuiDten  Neneo 
Sckaoplattes  der  Künste  uod  Hendirerlie»  wekhen  di« 
^      tbStige  Verlagshandlong  des  Herrn  B.  Fi  Voigt  In  Weinw?  ber- 
*       aosgiebt.  Aber  die  Leser  bAben  dnrcbaes  niebt  ebie  etwa  bloee 
^       fiir  den  tecbniseben  Gebraeeb  bestimmte- Aalelhmg,  sondem^l« 
^      mebr  ein^  in  jeder  Betiebneg  wiseenscballliclie»  oHEbsam  ans  den 
^       Qaellen  geschupfte  und  selbststSndig  bearbeitete  Darstelbing  der 
«e       auf  dem  Titel  genannten  GegenstSnde  in  diesem  nacb  unserer 
fs*       Meinung  recbt  empfelileDswertben  Bucbe  su  erwarten»  wobei  wir 
angleicb  nicbt  unberoerict  lassen  dfirfen«  dass  die  Darstellung 
durchweg  ganz  matbematiscb  gehalten  ist,  ohne  dabei  den  pralc* 
tiscben  und  tecbniseben  Gesichtspunkt  su  vernacbiMssigen.  Wir 
glauben  daher  auf  diese  verdienstliche,  auch  sehr  reiche  nnd  voU- 
r       sündige  liierarische  Naebweisnngen  enthaltende  Schrift  hier  aaf« 
(^«^       merksam  machen  s«  müesen. 

i*   

Vermischte  Schriften. 

Sitzongsberiehte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
V        Wissenseharten  In  Wien.  (Vgl  Literar.  Ber.  Nr.  GXLV. 

Ä  17.) 

Naehtr  iirlich  bemeriieu  wir,  dass  Band  XLII.  Nr,  29.,  weiche 
Nummer  aus  Versehen  noch  nicht  angezeigt  worden  ist.  enthält: 
Sonndorfer:  Darstellung;  des  Lautcd  der  Asteroiden  im  Jahr 
1861.  (MU  4  Tateiu).   .S.  756. 

BaadXUIL  Heft  II.  Februar  1861.    Midier:  Ueber 
kesmische  Bewegungsgeschwindigkeiten  mit  Besiehnng  anf  D  op  p  • 
'        ler's  Hypothese  der  Entstehung  der  Farben.  S.S85.  —  Winek* 
ter:  Ueber  die  Eigenschaften  einiger  bestimmten  Integrale«  S.3I6. 

BandXLlll.  Heft  III.  März  IBöl.  Sonndorfer:  Ueber 
die  Bahn  der  Concordia.  8«  371.  —  Politzer:  Beiträge  zur 
PhyMologie  des  Gehörorgans.  B«427.  —  Uaidloger:  Ueher  die 
Natur  der  Meteoriten  in  ihrer  Sknanmeasetsang  mid  firscbeinnng. 
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JlMdXEilII.  HeftiV.  April  mi*  R«itltiigers  Eiliv 
tMag«a  dtr  Llehteoberg'sckeB  Figmp,  &ft3L  —  R^fcMn 
NacMmg  «a  «Im  AvfinitM  fiber  R^geatrapfea  md  firbnogflcrlnf 
&6Sa     AlU:  Uebar  dte  B«bn  d«r  Lad«.  8.585.  ^  Ts  eher* 
nab;  Die  speclfisebe  Wirme  bei  constaotem  Velonen* 

Band  \LIII.    HeftV.    Mai  Jböl.    v.  Laim:    Ueher  rf,V 
Gesetze  der  Doppelbrechung.  S.  627.  —  Red  t  e  n  liach  er:  l'e/ier 
die  neaestf»Ti  Entdecktincreii  durch  die  Spectralanalyse.    IS.  öfiJ  — 
Becker  und  Rollet:  Ueiträ^^e  zur  Lehre  vom  Sehen  der  dritten 
Diineosion.    Erste  Abtheiluni;.    S.  667.  —  Bericht  der  CoB»ie-> 
»ion  fiber  die  astroDomlscbe    reisfrage,  712. 

Band  XLIV.  Heft  I.  Jooi  1861.  Strave:  Vergleicbaaf 
der  Wieaer  Maaese  mit  roebrerea  auf  der  fcais.  rata,  flaaptateia- 
warte  aa  Palbewa  befiadlicbee  Maaeaeinbeiten.  8.7.  »  v.  LH- 
trow:  Nachtrag  aa  vorstehendem  Anfaatze.  8.21.  —  Sebralbea 
des  Herrn  JSnnicke  ao  Herrn  Director  K.  Li t trow  (fllMr 
einen  1863  in  der  Mitte  der  Sonne  gesehenen  rönden  scharf be» 
grfiBitea  Fleck).  8.  37. 

Band  XLIV.    Heft  II.    Jnli  1861.    Tscbermak:  Dia 
WSrmeeotwickelung  durch  Compression.    S.  14L  —  v.  Lang: 
Zur  Theorie  der  Spiegelung  and  Brechung  des  Lichtes.  8. 147«  — 
Redtenbacher:    Untersuchungen   einiger  Mineralwasser  aad 
8oolea  mitteist  der  Spectralanalyse.  8. 153. 

• 

S  i  t  z  u  n  b  e  r  i  c  Ii  t  e  der  k  Tmi  i  g I.  h  ay  e r  i  8  c  h  n  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  München.  (Vgl.  Literar.  Üer. 
Nr.  CXLVII.  S.  8.) 

1861*  I«  Heft  V.  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kreis 
unseres  Archivs  gehurend,  so  zeigen  wir  als  allgemein  interessant 
doch  an  die  folgenden  Abhandlungen:  Hu  ebner:  Beiträge 
zur  n  Hheren  Kenntnis«  des  brasilianischen  Pfeilgiftes. 
S.  5'16.  (Strychnin  enthält  nach  Herrn  B.  dieses  merkwfirdiice 
Gift  nicht).  —  SchOnbein:  Beiträge  zur  nSberen  Kennt- 
Bisa  der  Nitrification.  S.  543^  (Allgemein  gehalten,  ohne  ia 
an  viele  8peciali tüten  eiaangehen^  und  daher  den  Labrem  der 
Chemie  aar  Beachtung  aa  empfeblen). 

ia6L  IL  Heft  L  A.  Wagaer:  Bedaakea  flbar  eialge 
aeaera»  baoptaichllcb  aaf  natorgeachlebtliebe  Aa- 
baltapankta  bagraadete  Varancbe«  daa  Altar  der  aast* 
piiacbao  DrbairOlkarang  an  baatimmaii»  du  39.  (EiauHb 
ebne  aabr  spedelle  aataigesebicbtlicba  KeaatabMe  veratiadllaharf 
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f      sehr  ioleressanter  und  daher  zur  Beachtung  auch  hier  zu  em- 
li      ^fehlender  Aufsatz).  —  Beckers:    Ueber  die  Stellung  der 
'       Fiiilosophie   zu    den  exacten  \V  i  ss  e  n  sc  h  a  I  t  c  ii.     S.  44. 
*      Wir  machen  unsere  Leser  auf  diese  Abhatitiluii«;  recht  sehr  aul- 
i      merksani  und  cnipIcliU-n  ihnen  die^elhe  als  in  vieler  Rücksicht 
überaus  belehrend,  wtil  in  derselben  in  sehr  tiin<;ehender  Weiise 
vorziiiiiicb  auch  da«  \  erhiiitniss  der  Philosophie  und  i"\Iatfioinatik 
zu  einttfj<ier  besprochen  wird,  ntit  besonderer  Uückt»icht  aut  6ch ei- 
lin g,  wofür  numentlich  autb  «Jcr  Herausgeber  des  Archivs,  für 
welchen  dieser  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Gegenstand  von 
jeher  von  besonderem  Interesse  gewesen  ist,  dem  Herrn  Verfas- 
ser zu  besonderem  Danke  verpflichtet  ist.    Scharf  werden  die 
Unterschiede  der  Philosophie  von  der  Mathematik  und  insbeson- 
dere der  Geometrie  (S.  57.)  festgestellt,  besonders  auch  die  lua- 
thematrsche  Gewis.sheit  besprochen,  und  S.  57.  ff.  mit  den  folgenden 
Bemerk ufK^en  geschlossen,  die  ich  ilires  besonderen  Interesses 
wegen  den  Lesern  des  Archivs  niittiu  ilen  will:  „Zur  unbeding- 
ten Gewissheit   kann  uns   also   nach  Schelling  nur  diejenige 
Wissenschaft  führen,  die  Iiis  zur  Erkeiintniss  des  höchsten  Prin- 
clps  und  der  von   ilmi  abgeleiteten  Principe  oder  mit  anderen 
Worten,  den  letzten,  reinen  Potenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  vermögen  iliess  jene,  die,  wie  die 
matheniatisclien ,  ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
nunftnothwendigkeit,  dennoch  nur  innerhalb  eines  beschränkten 
Gebietes  sich  hewet;en  und  mithin  liloss  relative  Gewissheit  ge- 
währen künuen.    Und  hierauf  bezieht  sich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung über  die  Quelle   der   ewigen  Wahrheiten", 
wo  Schell ing  gelegentlich  von  der  nahe  liegenden  Meinung 
spricht,  dass  die  Existenz  Gottes  eine  ewige  Wahrheit  in  dem- 
selben'  Sinne  sei,  in  welchem  3-f  3  =  6  eine  solche  ist,  einer 
Meinung,  der  man,  wie  er  beifüi];t,  sich  doch  vieileicbt  ebensowohl 
versucht  finden  kannte  zu  widersprechen,  wie  jener  Abt  eines 
Klosters,  der  den  allzueifrigen  Lehrer,  welcher  sich  hatte  hin- 
reissen  lassen,  zu  sagen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  -  nial  2 
vier  sei,  wegen  dieses  Au.->8{irui hs  zurechtwies,  indem  er  hinzu- 
setzte, Gottes  Dasein  sei  w  eit  *;,ewisser  als  2X'2=:4  sei. 
Ich  begreife  voilkonunen,  sagt  Scbelling  (1.  581.),  wenn,  wie 
ferner  erzShit  wln],  die  Zuhörenden  über  eine  solche  Aeusserung 
lachten,  wie  ich  begreife,  dass  es  auch  Jetzt  noch  Menschen  gibt, 
die  nicht  begreifen  kJ.nnen,  wie  etwas  gewisser  sein  könne,  als 
dass  '2x2:=  4  ist.    Ohne  den  Ausdruck  untersuchen  zu  wollen, 
ist  es  gewiss,  dass  es  Wahrheiten  von  verschiedener  Ord- 
'^uug  gibt,  und  dass  den  Wahrheiten  der  Arithnietlk  und  der 
MatbeuMlik  iUiecbaupt  soboD  6mm  nicht  onbedLogle  tiewissbeit 
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beiwohnen  kann,  «eil  diese  WiijKen^cbaltei^)  wie  ich  »ehon  früher 
au**  IMatoTi  angeführt,  mit  Vorao»8etzuii«^en  zu  VVerke  sehen, 
die  sie  »^elbfst  nicht  rerhtfortiuen ,  und  damit»  was  denen  Werth 
uud  Geltung  betrifft,  einen  hiihfret»  C^erichtshof  anerkennen;  ferner 
weil  sie  Vieles  nnr  erfahriiiMj;smiis**;ig  vvi^&en,  z.B.  von  geraden 
und  ungeraden,  altf^eleiteten  unri  Primzahlen,  lür  welche  sie  noeh 
nicht  einmal  das  Gesetz  des  g<  'i inseitigen  Abstandes  gefunden.** 
Mögen  s'ch  die  Lener  nochnu\l.-%  die  vielfach  interessante  Ab- 
handlung zur  sorgfältigen  Beachtung  en)[>rohlcn  «>eiü  lai^t»eii.  — 
A.  W.  Volk  mann:  üeber  die  Irradiation,  welche  auch 
bei  vollständiger  Accomodation  des  Auges  statttindet 
S.  75. 

I86L  11.  Heft  II.  SchOnbein:  Beltrftge  sar  olliere» 
KeniitoUs  der  Nitriflcation.  Beiträge  Sur  oftbereo 
KenntnisB  des  Sikuerstoffs  und  der  einfachen  Sali- 
bilduer.  8.  122.  —  Sebr  allgemein  ioteresaant  ist  noch  der 
folgende  AyCsatz:  A«  Wagner:  Ueber  ein  neues,  angeb- 
lich mit  Vogelfedein  veraehenea  Reptil.  S.  14d. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  appllcata  pubbircati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschl  a  Pavia,  A.  Genoccbl  a  Tnrino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.  4o.  (S.  Literar.  JBer.  Nr.  CXLVL  6.  11.) 

Nr.  I.  ton».  IV.  1861.  Proprieta  di  utia  cla«8e  dintegrali 
dt  irrazianali  algehrici  possiliili  con  soll  logarituki.  Nota  diCarko 
Maria  Piuma.  pa<j.  o.  —  Courbes  gaucbes  döcrites  Jsur  la  sur- 
face  d'uü  byperlMiididc  a  une  iiappe.  Pat  M.  L.  Creiuooa. 
pat*.  'J*2.  —  La  Teorica  delle  fun/inni  eiiitiche.  Monogralia  del 
Pruf.  E.  Betti  (Continnazioju>).  p.ig.  —  Iiilurim  ad  una  ior- 
ni(da  somniatoria  defle  potenze  intere  de'nunieri  uaturali.  iVota 
di  F.  Siacci.  png.  46.  —  8ur  quelques  Tbeoremes  d'Algebre 
par  M.  Michael  Roberts,   p. 30>  - 

RIvlatA  MbllosTftJleii«^  Sopra  aicune  curve  derivata  dairel- 
lisse  e  dal  circolo:  Corvo  di  Cariesio.  Articolo  del  Prof.  fi.  Tor- 
tolini. pag.  83.  —  Pubblicazioni  recenti.  pag.  66. 

Da  das  vorliegend(3  lieft  dieses  tt»  jr^ler  Hc/icliunL'  wichtii^eii 
und  ausgezeichneten  Journals  auf  deni  'l'it«'l  mclit  iDchr  eine  Be-  ' 
zeichnunLi  ^ler  beiden  Monate,  für  welch*^  es  bestimmt  ist,  sonder» 
bloss  die  Hezeichnung  iNr.  1,  tom.  IV.  1861.  trägt;  so  scheint  es, 
dass  dasselbe  nicht  mehr  in  sechs  Heften  f3r  das  Jahr,  jedes 
fflr  zwei  Monate»  sondern  xwai^^tos  nach  elnseloeo  Nummern 
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erschoineii  koII,  eioe  Etnrtchtaog,  die  wir  in  jeder  Re/iebung 
xneckmäsi^ig^  tinUen,  nnd  die  nach  unserer  Meiimiig  unbe<liikgt  den 
V  orzug  vor  der  IVübereii  Eiaricbtung  vefdieot* 

Monatsbericht  der  KBnigl. 'PreussUeben  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  S.  Ltter.  Bef.IVr.  CXLVI. 
S.  12. 

Jani  1861.  Magna«:  Ueber  die  \  eränderungen  im  Indoc- 
tionsstroine  bei  Anaendang  verschiedener  Widerstände.  S.  563  — 
S.  561.  —  Derselbe:  Ueber  die  Farbenver.'indening  des  elelc- 
trbcbeo  Lichts.  S.  561 -S.  562.  —  Ger  lach:  Ueber  die  Stei- 
geruDg  der  Vergrusserung  auf  pbotographischeni  Wege,  mitgetbellt 
von  flerro  Du  Boia-Reymond.  8.  506  —  S.  599.  ßraoii: 
lieber  einige  VerbSitntsae  der  ßlattg  es  tat  t  u  ng, ,  welche  inr  Blett- 
ctellung  eine  Beziehung  haben.  S.  6ÜI.  (Blosse  Anseige  eines  , 
gehaltenen  Vortrags).  —  Kronocker:  Mittheilung  Ober  seine 
algebraischen  Arbeiten.  8.601-^^.608.,  Im  Allgetteinen  be* 
setebnet  Herr  K.  die  Riebtang  seiner  neuesten  algebraischen  Sla* 
ditn  durch  die  folgenden  Worte:  »»Ich  kam  bei  meinen  Studien 
fliier  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  sehr  bald  zur 
Eisai^»  dass  das  ProMe»  pa«b.swQl  Seifen  hlu  einer  allgemtf- 
nereii  Auflassung  füfaig  ist»  und  zwar  In  folgender  Weise:  einer* 
«eHs  sMd  statt  der  GfeiehmigsceelBclenten»  d.  h.'  also  statt  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln,  eHgemeieere  retlonsle 
Functionen  derselben,  welche  ich  Affectfanctioneo  nenne,  als  ge- 
geben vorauszusetzen;  andererseits  sind  statt  der  gswebniicben 
Wurzelzeichen,  d.  b.  also  statt  derjenigen  Functionszeicheu,  welche 
durch  die  reinen  Gleichungen  definirt  werden,  allgemeinere  aige- 
braiache  Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflosung  als 
HQlfafunctionen  dienen  sollen.**  Dieser  gewiss  fruchtbare  Gedanke 
wird  nnn  In  dem  sehr  lesenswertben  und  interessanten  Aufsätze 
weiter  ausgeführt. 

Juli  iHf>l  Knill  III  er:  Ueber  2v%ci  neue  Betveise  der  allge- 
meinen Kecijjrocitätsge»etze  unter  den  Kesten  und  Nichtresten 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  \sX,  S.  656.  —  Kircb- 
boff:  Untersuchungen  über  das  Sonnenspeetruni  und  die  Spectren 
der  f  liriuischen  Elemente,  mihjf  theilt  von  Herrn  Magnus.  S.  657. 
(Bei«l«'>  blosse  Anzeigen  gehaltener  Vorträge).  —  Dove:  Ueber 
eine  i nti  rlcrenzerscbeinung  in  den  Zwillingskr^'stallen  doppelt 
brechender  Körper.  8.668.  —  Braun:  üeher  eine  sonderbare 
Wirkung  dtr  diesjährigen  Spätfröste  auf  die  Blätter  der  gemeinen 
Roaakatftaoie  (Aesculus  Uippocastanum)  und  einiger  anderer  Bäume. 
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S.  691 — S.  700.  —  A.  Schmidt:  üeber  den  Faser8t<tfl[  und  die 
Ur^arhen  seiner  Gerinnun<>,  mitgetbeUt  von  Uerro  Ud  BoIj* 
Reymoud.   5.705  —  2^.706. 

Auf^ust  1861.  MagDti«:  Ueber  metallische  nod  HüMige 
Wideratittde»  durch  welche  InductieiMuitrSnie  altereirend  werden. 
S.872— S.  880.  —  Deve:  Ueber  die  Anwendmig  achronatisirter 
Arragonitpriemen  an  Pelarieateren.  S.  884 — S.  88$. 


Preise  von  Eble's  Horoskop  oder  Stuadeozeiger. 

1.  Ausgabe  tur  die  i^oibuhe  von  45—55  Grad  a.4  fl.  30  kr. 

=z  2  Tblr.  Ib  6gr. 

ferner  in  ^röüserem  MariHsstab 

IL  Auagabe  (üt  die  Polhöhe  Ton  45^^  Grad  ä  dfl. 

SS  3  Tbir.  13  ägr. 

ia  gröuerem  MantMtab  and  mit  fraoa.  Aof«elirift  und  Teat 
Hl.  Aoagabe  filv  die  Peihdhe  tod  3(^-50  Grad  b  7  fl.  &s  4  TUr* 

Oae  loatroment  ist  venngaweiae  darcb  die  felgeaden  Beeb- 
bandlnngea  an  beaieben: 

Rudolf  TngleT  in  Ellwangea, 

Paul  >»eff  in  Stiitttrart, 

Sckiuid'fiche  iiuchbaadiuiig  io  Augaburg. 
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